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Podminky pro stabilisaci kmita spfaZenim.
Rostislav Kosfal, Brno.
(Do8lo 2. bfezna 1938.)

V pojednani ,,Sur la stabilisation des oscillations par coup-
lage‘1) odvodil jsem podminky, za kterych systém n sprazenych
elementd davé stabilni kmity, at jiz elementy nespraZzené davaji
kmity stabilni neb nestabilni. Pfi pouziti téchto podminek jest
t¥eba urditi hodnosti a signatury kvadratickych forem a potenéni
soudty kofenti. V tomto pojedndni uvadim, jak se urdi signatura
kvadratické formy a potenéni sousty kofentl a jak se uzitim téchto
vysledkt upravi diivéj§i uvedené podminky. K tomu pouZijeme

véty:
Bud
n n N
> aaticy  (aa = ax)
i=1 i1

kvadratickd forma, jejiZz determinant jest

‘ an 0/12’ .« . am
[ @ap Qgg . . . Q2p
On1l An2 . « . Qpn
Proménné =z,, z,...x, uspofadime tak, aby v fadé hlavnich

subdeterminanti
Ry Ry—y...R,R,=1

uvedeného determinantu’ byl co moZna nejmensi podet podateénich
¢lenti roven nule, a z ndsledujicich &¢lenti nikdy dva po sobé jdouci
nerovnali se nule. Oznaé¢ime-li y poéet nulovych podateénich é&leni,
n podet shod znamének a » poet zmén znamének v Fadé hlavnich
subdeterminantti, jest hodnost kvadratické formy

h=n—u=a-+v
a signatura
o =7 —.
1) Casopis pro pdstovéni matematiky a fysiky 65 (1933), 40.



Déterminanty vyskytujici se v uvedeném pojednini jsou
Hankelovy determinanty. Pro né plati vztah

Sg Sy .-8p—1 Il 1 1 ...1 12
S, S...8n Y P P L
An= ; I == J..:lz }-3 23 e A?L ‘ =H(Z” _— }:,)2,
t. | : .op>y
"Sp—y Sn ... Szn_2| | ﬂ.'{—l l’;’"l 1’;‘1 . )I.Z—l .
pii SemZ A;, A,... A, jsou kofeny rovnice, z nichz byl vytvoien

determinant A4,.

Kdyz vSechny kofeny dané rovnice budou jednoduché, t. j.
kdyz A, = 2 pro 1 < v, u < n, u + v, bude Hankeliv determi-
nant 4, = 0. KdyZ aspoti jeden kofen bude nasobny, pak 4, = 0.
Hlavni subdeterminant prvého fadu tohoto determinantu miiZzeme
odvoditi takto. Plati tento vztah mezi maticemi

So 81 Sg...Sp—2 1 1 ...1 12, A3.. . An—2
S Sa  S3...Sp—1 M Ay A odn | 1A A3 222
= 2 2 2 2 . 2 n—2
1S3 83 S4...84 I0A3 A3 ...A2 12; 23...28
Spn—2 8n—1Sn. .« «S2p—4 }.'1'_2 Zg—z Ag——Z oo 12—-2 1 }m }.ﬁ PN }.:_‘2

Podle zndmého pravidla dé se vyjadFiti determinant matice na levé
strané této rovnice soudtem jistych soudini vidy jednoho ((» — 1)-
fadového) determinantu prvni matice s jednim determinantem
druhé matice na pravé strang. Odtud dostavame

o1 L1
[So 8 «..Sp—2 Y PN S
s Sp e Sp—1 2 2 2
Apq = |5 2 .. Sn—1 =3 A2 2 ...lvn__ll:
e |
Vil lvn_l |

kde X se vztahuje na _n_l) kombinaci kofent 1, ;... 4n.

Z tohoto vysledku vidime: m4-li dana rovnice viechny koieny
jednoduché, jsou vSichni séitanci kladni, proto 4,—; = 0; kdyz
mé dand rovnice jen ]eden kofen dvojnisobny, pak jsou vSichni
s¢itanci rovni nule aZz na jeden, proto 4,1 =0; v ostatmch
piipadech je A,,_1 = 0.

Abychom z pivodniho Hankelova determmantu vytvonh ]mv
subdeterminant prvého fadu neZ hlavni, postupujeme : podobne
jako diive: mezi maticemi plati vztah

o . 51



H So S e Sk Sk+2 .. . Sp—1
Il 81 8y oo Sk+1 Sk+3.. .8

it Sy Sl41 ceeevveteetrensoannne ==

“81.;.2 SI48 cveetettetteiinenns
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=2 2 Bod b
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odtud obdriime pro determinanty jako difve vztah

[ 81 ...8t  Sk+2...8—1
:81 Sy e o o Sk+1 Sk+3...8n

R R R R I N R A A I A

8y Sl41 coeeesoeenes =
lsH.g SlI43 ettt ittt

R R R N I N NP P A A A Y

Sn—1 Sn t et ie ittt e S2p—2

1 1 R | 1 1 1
Zr; )Wq . ;Wn_.1 }‘vl /1”: A"n—l
2 2 . 2 2 2
P - R S N PR - L
|
DN PR S A IR B R R A
Ak+2 k42 k42 A+2 42 A+2
’ AR A " wotre My
n—1 Jn—1 n—1 n—1 4n—1 n—1
ATt AT AT o |

kde X se vztahuje na kombinaci kotent 4, ;... 4,

)
—1

-Kdyz hlavni subdeterminant prvého ¥adu je roven nule, t. j.
rovnice ma méné nez n — 1 kofenii navzajem raznych, jest také
kaidy jiny subdeterminant prvého fddu roven nule, ponévadi
v8echny determinanty, z nichZ tento determinant vznikne ndsobe-
nim, maji aspoili dva sloupce stejné.
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Podobné je tomu i pii kazdém jiném subdeterminantu vyssiho
¥adu. KdyZ hlavni subdeterminant ¥adu p 4,—, je roven nule,
t. zn., Ze rovnice ma méné ne7 n — p kofeni navzijem raznych.
musi také kaZdy jiny subdeterminant ¥adu p byti roven nule,
ponévadZ vSechny determinanty, z nichZ tento determinant
vznikne nasobenim, maji » — p sloupcti a proto aspoil dva sloupce
stejné.

KdyZz hlavni subdeterminant ¥adu » neni roven nule, musi
kazdy dalsi hlavni subdeterminant vy$$iho fadu byti rovnéZ rizny
od nuly, ponévadz se jiz nemohou v determinantech, z nichz vznika,
vyskytnouti takové, které by mély dva sloupce stejné (ani dvé
radky).

Z téchto vysledkti plyne, Ze u kvadratické formy, jejimz
determinantem jest Hankeliiv determinant, neni tieba k uZiti
uvedené véty usporddati proménné tak, aby byly podminky splné-
" ny, ponévadz u Hankelova determinantu jsou splnény vidy.
Proto uvedena véta zni pro Hankeltiv determinant takto:

Oznadime-li v ¥ad§ hlavnich subdeterminantd

-Rn, Rn—ln o ey 'Rl-' -Ro == l

determinantu
So 8 ¢ 8p—1 .
S1 Sy...Sn |
Rn =i: i (1)
| Sn—1 Sn . . . S2n—2 !

potet nulovych poditednich ¢&lentt u, polet shod znamének =
a podet zmén znamének v, jest hodnost kvadratické formy

n n
> Sitr—2hil
i=1 k=1
h=n—yu=n+v
a signatura :
o =n—m.

Cleny determinantu (1) jsou potenéni soudty korenti charakte-
ristické rovnice. Radu determinantt uréime bud tak, e potenénf
soudty kofeni nahradime koeficienty charakteristické rovnice
podle Newtonovych formuli, nebo vyhodnéji tak, Ze determinanty
s potenénimi soudty kofend nahradime jinymi s koeficienty dané
rovnice podle vztahu prof. dr. K. Cupra.?) Podle Cuprova vztahu
plati pro charakteristickou rovnieci

FA) =24 A1+ 24 ...+ =0
?2) Dr. K. Cupr: Poufiti signatury kvadratickych forem v nauce

o algebraickych rovnicich, Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 57
(1928), 217.
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a pro determinanty

S Sp...8—1
8 Sy...8

i 8p—1 Sr...S82r—2

; Bi 2B, 3f5. .. (2r—3)far—s (2r — 2) Bor—s

| L B By Bar—s Bor—s |
=0 0 B1 26s... (2r—4) for—s (2r — 3) Por—s : y
0 |

0 0...m—r+2)pr2 m—r+4+1)p—
kde 1 < r < n. :
Timto zpisobem da se upraviti podminka druhd a Stvrta

v diive uvedenych podminkich, takie mame vysledek:

Aby systém diferencidlnich rovnic (II) daval stabilni kmity,
k tomu je nutné a staéi, aby rovnice (III) spliiovala podminky3):
1. nulovy kofen muZe miti jen jednoduchy; kdyz ma nulovy

kofen, zavedeme funkci F(1) = f(l) == jinak F(A) = f(1); stupeit
F(A) oznatme m'
F(A) = A 4 BAm =1  Bam—2 4 ... + Bw = 0;
2. signatura o’ kvadratické formy

m  m
Z z 3’E+n—-2152m

§=1n=1
jejiz determinant jest

so L R

8’y s’y ...s’,,..
Dm’—‘i E5

Sm’—l 8w 5'2m—2

musi splnovatl podminku h— o' > 2, t. j.
a +v—a 4+ =2 &Y =1,

P¥i demz kb jest hodnost kvadratické formy, n’ podet shod znamének
a » podet zmé&n znamének v Fadé hlavnich subdeterminanti
D'yyy D'y ...D"y, D'y =1

determinantu D’,,, vypodtenych podle vztahu

3) Casopis pro péstovéni matematiky a fysiky 65 (1935), 47.



:slo S’l .« e S’r-—l 1

P R
D'r == ‘ E =
81 8r. .. 82—
Br 28, 3B3... (2r—3)Par—s (2r—2) for—2 |
1 1 P Par—s Bar—3 i
= O ﬁl 2ﬂ2 e (27’ —_ 4) ﬂz,-_4 (27‘ —_— 3) ﬁz,_;; i

- |
0 0 O0...mMM—r+2)f—02 (M —r+1)p—1|
kde 1 < r < m';

3. Bm—2» >0 a bud vSechna B,y—2,—1 > 0, anebo vSechna
Bmi—gse—1 =0 pro 0 < v < —@—2_—} ;

4. postupnym délenim uréime nejvétsi spoleénou miru
dy) =dy* + dyy—"+ ... +de
dvou polynomu g(y) = g(4?), h(y) = h(A%), utvoienych jednak
z &lent o sudych mocnindch 2, jednak z ¢lent o lichych mocninach 4
rovnice F(1) =0, F(A) = g(2%) + Ah(A%). Oznaéime-li o =7 —»
signaturu kvadratické formy

T T
> > Setn—2YeYn.
§=1 =1
Pii ¢emz s jsou potendéni soudty kofent nejvétsi spoleéné miry
d(y) = 0, = potet shod znamének a v poet zmén znamének v radé
hlavnich subdeterminant
Dy Diy,... D), Dy=1

determinantu |
-1 8 S ... 8—1

1
D=8 8...8

Sr—1 Sr.. . 82r—2
vypoStenych podle vztahu

!80 81 ...8—1
|8 Sp...8 i
D= =
Sp—1 Sr...S2r—2 '.
dl 2d2 3d3 [P (2"‘ —_— 3) dg,-_;; (27’ —_— 2) dg,_z
1 do dl dz s d21—4 d2r—3
= don_—z 0 d, 2d, ... (2r—4)do—y (2r — 3) dor—s

0 0 0...(v—7—+2)d—g (t—r41)dyy |
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pro 1 < r < v, musi platiti
4,>0pro 1 <y < m' — 2.

pti tom By Bs Bs - - - Pav—1
1 2 ﬂ4 e ﬂz.._z
4,=10 B ﬂs-o.-ﬁzv_—s-‘-
Be

Poznamka. Je-li g > 0, pak ma charakteristickd rovnice jiz
aspont dva imaginarni kofeny a jest tim jiz splnéna podminka 2.,
kterou neni tieba vyjadiovat.

%
Sur les conditions de la stabilisation des oscillations par couplage.
(Extrait de larticle précédent.) '

Le but de ce travail est de donner une forme convenable pour
le calcul aux conditions pour qu’un systéme de n éléments couplés
donne des oscillations stables.!) On obtient le résultat suivant:

Pour que le systéme des équations différentielles (II) donne
des oscillations stables, il faut et il suffit que I’équation caracté-
ristique (IIT) remplisse les conditions suivantes?):

1. Si une racine zéro existe, elle doit étre simple. Dans ce
cas introduisons la fonction F(1) = f(1)/4, dans le cas contraire
F(2) = f(4); désignons par m’ le degré de F(4).

2. La signature de la forme quadratique

m' m
S 3 e gatel,

§=1 =1
oir les s’ sont les sommes des puissances des racines de I’équation
caractéristique F(1) = 0, et dont le déterminant est

’ ’ ’
s’y Sy e Sm— !
’
D,m':~81 S ... 8w i
: bl
Islm'—l Sm .. Som—s )

doit remplir la condition A — o’ > 2, c’est-a-dire
x4y —a —i—v’.g 2, ou v =1,
ou h est le rang de la forme quadratique, z’ le nombre des perma-

1) Casopis pro pdst. matematiky a fysiky 65 (1935), 40.
?) Casopis pro pdst. matematiky a fysiky 65 (1935), 47.
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nences des signes et »' le nombre des variations des signes dans
la suite des subdéterminants principaux

D'y, D'y ... D'y, Dy =1

du déterminant D', qui sont calculés au moyen de l'équation

i S;" 8:1 R ‘
D’r — IS S 2 . 9’1 I —
|
8'h—1 §r. 8 or—2
/31 2 2 3ﬂ3 PO (2r —_— 3) ﬂzr—:jf, (27' —_— 2) [)’2,_2
1 Bar—a Ber—s

1 2. l
=10 B 28... (2r—4)Par—s (2r — 3) P2r—s !
; |

0 0 0...(mM—7r+2)f—s (M —r—+1)—1!
pour 1 <7 < m'.
3. Bw—2v > 0 et tous les fBu—2—1 positifs ou tous égaux

s g f—1
a zéro pour 0 < v < [-"12———]

4. Déterminons par la division progressive le plus grand
commun diviseur

diy) =dy* + dyy—t+ ... + d;

de deux polynémes g¢g(y) = ¢(2%), h(y) = h(A?), I'un formé des
termes aux puissances A paires, I'autre formé des termes aux puis-
sances A impaires de I’équation F(1) = 0, F(A) = g(A2) + Ah(A?).
Désignons par ¢ =z —» la signature de la forme quadratique

T

é=1
ol les s sont les sommes des puissances des racines du plus grand
commun diviseur d(y) = 0, & le nombre des permanences des

signes et » le nombre des variations des signes dans la suite des
subdéterminants principaux

D.D.y ...D.D,=1

M-l

Se+n—2YEYn,
n=1

du déterminant

So 81 oo 8z—1
Sy ... 8¢
D, = :1 2 |
|
Sz—1 Sz .. . S2:—2 |

ui sont calculés au moyen de 1’équation
3y



80 81 .. 87-._.1

8 Sy...8
D, =]: - =
Sr—1 Sp .. . S2r—2
dl 2([2 3d3 e (27‘ —_ 3) (12,»_3 (27‘ —_ 2) (12,_2
. 1 dy dy dy... dor—y 2r—3
= e 0 dy 2d,... (2r —4)de—y (2r — 3) dgy—3

0 0 0...(v—r+2)dy (1—7r-+1)drs
pour 1 < r < 7; on doit avoir

A4,> 0 pour 1 <» < m' — 29,

ol
ﬂl ﬂ3 ﬂs LI ﬂ2v—-1
A: 1 182 4"'/3211—2
TTl0 51193'--52;-3
1 }31 1

Remarque. Si g > 0, I’équation caractéristique a strement
au moins deux racines imaginaires; done, dans ce cas, la condition 2.
est satisfaite d’elle - méme et on peut la supprimer dans ’énoncé
du théoréme.
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