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ZAKLADNI ROVNICE RAKETOVE THEORIE
. ZDENEK PIRKO, Praha.
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0 1. Defmlce rakety. Zskladni predpoklady Ra.ketou budeme
rozumét jen takové zaifzenf, které je schopné pohybu v désledku re-
aktivnfho piisobeni proudu vytékajictho plynu. Plynu se dostalo rych-
losti néasledkem fysikdIng-chemického procesu & nésledujicf expanse
uvnitf rakety. Viechnu zdsobu latek, jichz je zapoti‘ebi k vytvoreni ta.-
kového proudu, nese si raketa s sebou.

O povaze d&j& uvnité rakety nedinfme zvlé,étnich véeobecnjch
ptedpokladii. Pokud se v dalsim. ukéZe nutnost takové predpoklady
zavést, vytkneme je na pifsluSném misté. Utinime viak dileZité pred-
poklady, které se tykaji prosti-edi jimZ se raketa pohybuje, a systému,

v némi jeji pohyb. pozorujeme. Jsou to: ,

" a) Na raketu neptisobf v'néjéi sily (Raketa se pohybule v prosti'edi
prézdném & bezt{iném.) '
.. b) Pohyb rakety je pHmodary v systému, ktery je sp]at 8 mistem )
startu, (Nebude na tjmu obecnosti nagich tvah, budeme-li predpokld- .
'dat %e raketa vystupuje svisle vzhiiru vzhledem k pevné a rovné Zemi.)

. 0,2, PouZité oznaZeni. Pro jednoduchost budeme pfgdpoklé,dat
ie raketa jo kontinuitniho typu, to jest po vstupu v &innost tuto”,
ukon¥f ai po apotl'ebové,ni celé zésoby pohonnych I:itek V. t.éto fé.zi
émnoetl rakefy necht znaéi \

‘ éas‘ B L ",‘:.“ |

M= M(t) okamixté.hmotarakety, PR s
0= v(t) okamixté. rychlost rakety vzhledem k pevné Zemx, .

o ) . ’




¢ =c(t) okam%itd vytokovd rychlost plynu vzhledem k systému,
.o ktery je spjat s raketou;
"m = m(t) okamZitd hmota vyproudiviich plynt;
w = w(l) okamiitd rychlost vyproudiviich plynt vzhledem k pevné
Zemi.
Pii extrémnich rychlostech v zavedeme ve smyslu specidlnf theorie
relativnosti tato dalsi oznadeni:
y = 3.10' cm sec—! rychlost svétla v prizdném prostiedi;
M (t) resp. °m(t) klidové hodnoty hmot M resp. m;
v, Tesp. ¢, resp. w, rychlosti » resp. ¢ resp. w méfené rychlostf svétia

v c w
(U*”——:;, C*-":;-, wlll::?)"

V okamziku startu (! = 0), pfipadné v okamziku ukonéem ¢inmosti
rakety (¢ = T') oznadime:

M, = M(0) poddtetni hmota rakety;
u = M(T) konetnd hmota rakety;
V= v(T) koneén4 rychlost rakety vzhledem k pevné Zem1

Ny= —u poéé,teém hmota pohonnych latek;
”  hmota M, méfens koneénou hmotou rakety %= —%)
. "V tase 0 < ¢t < T budeme uvazovat jedtd tyto velidiny: #
= — (—1(%{ intensita hofeni [_l = I¢)];
R - reaktivni sila [R = R(¢)];

a = a(t) okam?ité zrychleni rakety vzhledem k pevné Zemi;
s =s(t) - drdha rakety méfend od mista startu;
A = a(T) resp. S = s(T') koneéné hodnoty veli¢in @ resp. s.

I,I. Z4kladni soustava a zdkladni rovnice raketové theorie
(klasicky). Za piedpokladii 0,1 plati zdkony klasické mechaniky: (1)
zékon ‘zachovéni hmoty, (2) zdkon zachovani lmpulsu, (3} soudtovy

“ theorém o rychlostech:

dm = —dM )
d(Mv) =dm.w|(0<t<T). (2)
w=c—v . , . 3)

Tato soustava (zdkladni soustava raketové theorie) za uvedenych okolnosti
popisuje iplné a obecnd pohyb rakety v dob& 0 < t < T'.
" Eliminujeme-li z rovnic (1), (2), (3) veliiny m, w, obdriime zdkladni
' rovmici ralcetové theorie; ;
CN , o ) - dM . de
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sinfegrdlem - ,
L dv} - : e
M = konst. exp (— —c—) : -
- 1,2. Zakladni soustava a zdkladni rovnice raketové theorie
(relativisticky). Za ptedpokladd 0,1 a pro rychlosti v souméfitelné s rych-
lostf svétla plati zdkony relativistické mechaniky: (1) zdkon zachovan{
-energie, (2) zdkon zachovan{ impulsu, (3) souétovy theorém o rychlostech: -

Oy ' ’°M?2 i '
d —_—] = -——d —_— 1 . ]
A(Vl—w%) (Vl——v: ) oo
M m : .
=)=~ e
, . 1c—v ~ : @) "
. — CyVy :
’ "0 <t<T).

Tato soustava (zdkladut soustava raketové theorie relatzmsncky Icongovami)
za uvedenych okolnosti (a za predpokladu, %e v <<y pro ]akékohv t)
poplsu]e pohyb rakety v dobé& 0 <t<Tipné a obecné. -

—i—m—", w*, obdrzf-

*
me zdkladni rovnici raketové theorie relativisticky korigovanou:

Ehmmujeme li z rovnic (1), (2) (3), veli¢iny

. ay - dv
M c(1—02)
8 integrdlem : ' . ‘ - :
. ‘ : do | o
) 7 . —
. ‘ ‘M kogst e_:fp( fc(l—-v )) (4)

" Pro vi({y plejde relativisticky vztah 1,2(4) v klasicky vatah -
1,1(4); totéZ plati i o disledcich z této rovnice udinénych.

-Podle rovnice (4) se vyskytuji v relativisticky komgové.né theorii
rakety jen hmoty klidové; mﬁieme tedy exponent 0 napiists vynechdvat. -

2,1. Rakety se stilou vytokovou rychlosti. Dé&jt uvnitf rakety. -
tyks se tento béind &inény piedpoklad: Dé&j v raketd budit ¥zen tak e
vyjtokovd rychlost ¢ je v d’ase 0 <t < T stild.

Za predpokladu, Ze ¢ = konst plyne z rovnic | I(4) resp [} 2(4)
N . M= = konst. exp ———:—) R f(‘U'
h ’ ‘ (klasicky), R s ‘

 D2gs -




resp. .
_ 1 14 v, g
M = konst. exp ( %o log 1 —v,,) (2)
(relativisticky).

Prejdeme k dusledkum techto rovnic.
2,2. Po&iteéni podminky; zdkon ubyvini hmoty s rychlost[.

Arbitrérnf konstantu v rovnicich 2,1(1), (2) odstranime vhodnou volbou
poé’ated’nich podminek; prijiméme tu

prot = 0jev = 0 (a oviem M(0) = M.
Obdrzime tak zdkony ubjvdni hmoty s rychlosti:
M = M, exp (——:—) (c = konst., 0 < v < V) - (1)
: . (klasicky),
M = Mexp(—~2—l—logi+v*)(c——konqt O<ev <<V <y (2)
(relativisticky).
Odtud ' _
: M, A
v =.¢ log 574 (¢ = konst., 0 < v< V) (3)
(klasicky), ‘ R
] f
~\, M,
v,:;—:——j—l"—%‘—'l‘g(c,logM)(c_—_konst O0<v<V <y) (4)
(.
(relativisticky). : S

-2,3. Kone<né podminky; rovnice Cjolkovského a rovnice Acke-
retoV_ak Z rovnic 2,2(1), (2), (3), (4) plyne pro koneéné podminky

prof— Tijev = V(a.ovéem MT)=up)

) ]edna.k ]
p= Moexp (-—-—«—) (c= konst) T I (1)
(klasxcky), i ) . : '_. A .
= M,,exp( ! — lo gl+—&) (c:konst‘, .V*=—-‘,V<y) (2)
(relatlvmtlcky), - i




jednak

V=clog % =clogx | (c = konst.) ' (3)
(klasicky),
 ETEsvea— e
1— (—’f—)
M M
Vo= —F"5 = Tg(c*log -———) = Tg(c,logx) (4)
o
M,
(c = konst., V, —;, V< y)
(relatlvustlcky).

Rovnice (3) nazyvé se rovnice Cjolkovského; relativisticky korigovand
rovnice Cjolkovskeho (4) nazyvé se rovnice Ackeretova. Pro theorii rakety
maji obé vyznam zikladnf.

Za predpokladu, Ze vytokové, rychlost m4 touZ hodnotu pro raketu
tidici se zdkony klasickymi, i pro raketu, pro niz plati zakony relativis-
ticky korigované, a za pfedpokladu, Ze pomér hmot » je pro obé rakety
stejny, plyne z rovnic (3), (4) tento vzédjemny vztah obou koneénych
rychlosti:

; |4
V*(rel.) = TgV*(klas.) (c = konst., V, = 7, V< y). (5)

Vzhledem k ¥4dové velikosti poméru ¥, lze odtud odvoditi tento pfi-
blizny vztah: ’

Vigery ~ V(klas)—-—z-V”(km.), : (5")

ktery miize slouzit k posouzem vlivu relativistické korekece.

3,1 Rakety €= konst., I = konst.; zékladnf vlastnosti. Pred-
pokladu 2,1 odpovidé nejspise pi'edpoklad e mtenszta hofeni | je v ase
0<it< T stala.

Ze vztahu

, d:

vzhledem k poditeénim podminkédm 2,2 plyne pro tento typ raket zalcon ’
ubgjvdni hmoty 8 fasem

M = Mo-—u (¢ = konst., | = konst., 0 < ¢ < T'); (1)
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vzhledem ke koneénym podminké,m 2,3 dospivéme k vzta.hn mezi
konstantamx My, p, No, I,T: .
‘ My—p=N, —IT (¢ = konst., l——konst) (2)\
Za pi‘edpokl&du, %e vnitfni mechanismus rakety, vy]édf'eny rovnicf
_{1) (a oviem i rovnicf ¢ = konst.), beze zmény lze pienést i do obecné
platnych relativistickych vztahi odvozenych v predchizejicich odstav-
cich, nalezneme pro rakety ¢ = konst., I = konst. tyto zdkladni vlast- -

’ ) nost1 .
* ” Spojime-li rovnici 3,I(1) s rovnici 2,2(1) resp. 2,2(2), obdrifme

My, — It = M, exp (——:—)

(c = konst., I =konst., 0 < t< T, 0< v < V) (3)

(klasicky)
resp.

l—uv,

M‘——M—_-Moexp(-——ilgl_*-v") )

(c—-konst l—konst 0<t<T 0<v<V<y) (4)

(relatxvxstlcky),

sp011me-h rovnici 3,1(1) s rovnicf 2 2(3) resp 2,2(4) [nebo i pfimym vy-
poétem z predché.ze]ioich rovnic (3), (4)] obdrz.ime o

v=clo M,
- e W — ,
(c—-konst, l—-konst 0<t<T, 0<v<V) (5)

o (klaswky)
s resp. '

. M, ’ - : ’

v‘ = Tg(C* lOgM 't) ' .
(c—-konst I—konst O<t<T 0<v<V<y) .. (8)
(relatlvxstlcky) ' ) :

- ,': ~ Rovnice Cjolkovského 2,3(3) a rovnice Ackeretova 2,3(4) zﬁstéva)i '
oviem nezménény

3,2. Pohybovi rovnlce. Né.sobme rovmcl 2,2(1) zleva — %—




Ma.—-cl (c——konst I—-konst 0<t< T) '(!)'\
(klasmky) : '

To je pohybova rovnice raket €= konst I = konst. Z ni vzhledem k pi'ed
pokladm 0,1 plyne ihned pro reaktxvni sflu.

R = ¢l (¢ = konst., | = konst.,'0_< t< ™) - {2)
(klasicky). o B
" “Tym2 postupem plyne z rovnic 2,2(2) a 3,1(*)

Ma:-.c(l—-v*) (c = konst., I = konst., 0 <t < T, v<y) (3)
. (relativisticky) .

a tedy
—c(l-—-v*)l (¢ = konst., I = konst., 0<t<T v<y) (4

(relativisticky)

Pro v Ky relatlwstlcké vysledky (3), (4) preché,zeji ve vysledky
klasické (1), (2).

" 3,3, Prvni a druhy integrél rovnice 3,2(1) resp. 3,2(3).
a) Z rovnic 3,2(1) a 3;1(*) plyne pro-zrychleni rakety vyraz

='—c-':ﬁ (¢ = konst., I = konst., 0 <_t<.T) . )
(klasicky); :
odtud spemé.lne pro podétek a konec &innosti rakety
, a(O)—_'_ “a(T) = A=:‘_' : ; ‘2)

lntegracl rovnice (1) za poéé.teénich podminek 2,2 do;deme k vzta-
* hfim jiZ zndmym:

v=_c log—;M."— (c "‘—_-i'anSt.,(' = konst., 0 < ¢ < T) (3',1(5)')‘ '
: M—1It U .
» (klasicky), I T ‘
~ specidlné : o _
‘ v(0) =0, v(T) = V= clog %’ =c logx. h (2 3(3))

To je prvnd mtegml (zé.kon rychlosti) pohybové rovmce 3 2(1)

Dvo1i integraci rovnice (1) za poditeénich podminek 2,2 (k mmi -
nynf ovéem pfistupuje podminka. 8= 0 prot = 0) obdriime ~

a=ct\-———(Mo—-lt)log (c—-konst l-konst 0<t<T) (3)

M,—
(klasxcky). o

o Dm ',,,



’specié.lné pro konec dinnosti rakety

M,
8(T) =8 =¢T — —plog=—"*
! ,u u
nebo, vzhledem k rovnici 2,3(3),
S =T — %V (¢ = konst., I =‘konst.) (4)
(klasicky). -

- To je druhy integrdl (zékon drihy) pohybové rovnice 3,2(1).
Koneéns z rovnic 3,1(5) a 3,3(3) plyne tento vztah mezi drahou a

rychlosti:
.3.::?%-‘0[6-—-(6-4‘- v) exp (——z—)] (5)

b) Tymz postupem (a za pfedpokladu vyté¢eného v odst 3,1 z rovnic
-3 2(3) a 3,1(*) plyne pro zrychleni vyraz

(l — v*) I
. T M, —1t
po vyloudeni vi pomoci rovnice 2,2(4) bude .
o 1 . .
= M0 It i, (@)

Cos? (c*log ,— It)

(c = konst., | = konst., 0 <t < T, b<y)
. (relatlwstlcky),
specié.lnéprot:Oat—~T
g cl 1

a(O) ——T,’ a(T) = T ou “u Cos*(cplogx)’

)
. Jako prvni integrdl pohybové rovnice 3,2(3) nalezli bychom opét
3,1(6) s déisledky 2,3(4) (a oviem v,(0) = 0).

- Pro druhy 1ntegrél pohybové rovnice 3,2(3) plyne z rovnice 3, 1(6)
nejprve

ds =y Tg(c,,l log MM_ M) da; .. o (*)

.= 7 obdrZime"

n gubstltuci Cx log Mo— T ’ h -

ds = yg%‘Tgt exp,(-—'—::) 'dr,



‘substltuci exp T = 19 obdrzfme -

Mo'l’ —0’

ralire ¥

ds =

(a—l-—cl,ﬂ——:-l—-—-l-).

* Cx
" kde pHslu¥nou.integraci lze provést nekonednou fadou.

Podobns viak, jako v odst. 2,3, pouijeme i zde s ohledem na ¥a-
dovou velikost argumentu funkce Tg na pravé strané rovnice (*) této
aproximace: / -

M, M, & . M
s_—0
y Tg(c*logM u)wclogM =i 3 3108 M—0t

Tak obdrifme misto rovnice (*) ptiblizny vatah

’ ' M, _é M, o
3 =
s ~ konst. 4- cflogM -—M 3,3 flog T, —i dt. ‘ (**)

Nepiihlizime-li k integraéni konstant$, pak prvni integril na pravé
strand rovnice (**) nenf nic jiného ne# pravé strana rovuice 3,3(3), to
jest dryhy integrél klasické pohybové rovnice. Druhy integrdl na pravé -
strand rovnice (**) je tedy aproximace - pro relatnwstwkou korekm

Piteme-li postupné

M, v 1y
, ,mlog(l—{- »)NE(I—.EEI_‘;‘)"

~

' - 1-' ’3 3, ,3
31 4 — J— 3 3
1og (1 Mo t) ~ Mos (1 /2M0 t) t Moat ’

log

obdriime pro relatlvxstlckou korekcx (velm1 hrubé) —_ 418, 8 tedy,, '

3
2 122 M8
nyni u vzhledem k poéé.teénim podminkém 2,2 (a, dalif podmince 8(0)
‘ e - M, N L
R € --—(M lt) logM "-,“ -ﬁ?(m) t‘.. . (8)
- (c=konst l_konst 0<t<T v<y) ’

(relativxstxcky)

Dol



AT T
) ‘Sp'e}ciélné pro konec tinnosti rakety - - T
- c3 3 . :
Sasel —Ey— Ll T* (c = konst., | = konst.) (9)
T 1A\ : _ S
‘ (relativisticky). :
‘Rovnice (8) je druhy integril pohybové rovnice 3 2(3)

, ',4,I. Rakety c= konst., a = konst. O vnitinim d&ji v raketé
Ize. (mimo pfedpokladu, Ze vytokové rychlost je stdld) udinit oviem .
i jiny pfedpoklad, nez byl ns3 dosavadni 3,1, V praxi m4 jesté také vy-
gnam, predpoklédéme-h, Ze zrychlent a je v Case 0 < t < T stdlé.

5 42, Klasick4 theorle. Ve smyslu klasické theorie plyne z rovnice
. 2,2(3) vztah
) . dv = —¢ (21' ; :
vzhledem k ptedpokladu 4,1 je vSak dv = a df (@ = konst.), takZe in-
tegrovanim rovnice (*) vzhledem k poddtednim podminkim 2,2 obdriime
zalcon ubyvani hmoty s Casem

*)

M = Moexp(———t)(c—-konst a_konst 0<t<T) (1)

-

L (klasicky).

: 'i‘entyz vysledek plyne ovéexﬁ pfimo i z rovnice 2,2(1) a vztahu v = at
(a = konst.). Jako-disledek rovnice (1) méme tento vztah mez1 komtan- )
fameo,p,a c, T

s,

. a .
e S 7_=%.-—-exp(?ft'). .
2 dM
Plﬁme rovmcl (*) va tvaru —II— = — —c— dt; ve Spo:eni s rovni-

f-ci (l) nalezneme tedy pro mtensxtu hof'em

5 T dt c/
(c-—konst a-—konst 0<t<T) . (2)
- (klasmky) : e
l<0) =2 Mo. e



" 7 rovnice (1) ﬁlyﬁe M a =aM o éxp(——- —;i t ), tgakig'vzhle'(lem k pfed-_
pokladu 0,1 nalézéme pro reaktivni sflu vztah
R=aM = aM ,exp (—— —Z—t) (c = konst., @ = konst., 0 < t < T) (4)

, (Klasicky)
a specidlné ‘ )

, RO) =ady, RT) =op. 5)
Doplnme jedt&, e z predpokladu 4,1 plyne tento prvm a druhy in-
tegral piislusné pohybové rovnice raket.c = konst., a = konst.:

v= at0 <t<T), specidlndV =aT ,

8= }at? (0 < t< T), specidlng S = }aT?

- (klasicky).

(6

4,3. Relativistick4 theorie. Otdzka relativistickych korekei nemd
u raket ¢ = konst., @ = konst. smyslu. Ve specidlni theorii relativnosti
odvozuje se vztah, ktery pfi konstantnim zrychleni a uddva rychlost
jako funkei &asu; zni -

~

V, = T —t " . (l)
* -g 7 '
Formélné bychom k nému dospéh také tak, Ze bychom do rovnice 2,2( )
zavedli klaswky vztah pro ubyvini hmoty s asem 4,2(1).
‘ Pro dréhu by pak podle rovnice (1) platxl vztah

.

’ a . "
ds = Tg —t)dt - - .
e o
" &l L ' i

8 =

a]Y

lo Cos L 2)
g y _ )

P

Pro Gvahy tohobo druhu neméme véak zvlé.étm’ho duvodu

5,0, Zivér. Vysledky, které j Jsme nadli v pfedchéze]icich odstavcich

pro oba zakladni typy raket ‘¢ = konst., | = konst. a ¢ = konst., ..

@ = konst. shrneme. Relativistické korekce, které je ‘tfeba uvaiovat pﬁ
extrémn(ch rychlostech pﬁpo;ime 1en v ne;dﬁleixté:éich pﬂpadech

o

v P . . IR

-

P



"»5,|; Kiasicks theorie raket se stﬁlou vytokovou rycﬁlosti a

stilou intensitou hoFeni. Tabulka obsahuje vysledky odstavcd 2,1

a% 2,3 a 3,1 az 3,3 ve smyslu klasické theorie.
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© 5,2, Relativisticks theorié’raket se stélou vjtokovou rychlostf
a stilou intensitou ho¥eni. Tabulka obsahuje wysledky odstavei

2,1 a2 2,3 a 3,1 aZ 3,3 ve smyslu specidlni theorie relativnosti.
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53 Klaslckﬁ theorle raket se stilou- vftokovou rychlosti a
stilym zrychlenim. Tabulka obsahu]e vysledky odstavol 4,1 a 4,2 ve

lmyslu kla.sxoké theone . .
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neum ot pendant le nouvement reehhgne) s'exprime toujours par un systdme des -
- équations 1,1°(1, 2, 3) ou- 1,27(1, 2,°9). Dans I'article précédent nous. appliquons -
' osttes équatwnn dans les_cas les plus (réquent.s. dea iuaées &. combustxon ‘constante
et cotwi l'moﬂémtxon constante. ~ ° . .
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