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Řešení úloh. 
a) Z mathematiky. 

1. 
Ěešiti jest soustavu rovnic 

A y A x 

x — 4 — = «/ — 4 — = a. 
x 9 y 

f Prof. Rudolf Hruša. 

1. Ř e š e n í . Zaslal p. A. Hýska, stud. VII. r. v Praze VIL 

Jest výhodno položiti tzzzy/x, čímž dané rovnice obdrží tvar 
4 -** 

x — itzzzy -zzza. 
4 

Z rovnic těch plyne x — a + 4 ,̂ y zzz a + — 

ř 

« + — 
a t e d y V = Í = T+IT 

Po snadné úpravě obdržíme pro t rovnici 
U3 + ať1 — at — 4 = 0, 

což je rovnice reciproká, s jedním kořenem 1, jejíž levou stranu lze 
rozložiti 

( í — 1) (4*2 + (tt + 4) f + 4) = 0. 
, ,, M - , i , — (a + 4) ± V (a— 4) (a + 12) 
1 dostáváme *-. = ! , í « , 8 = — * — — - * @ — — :  

kdež • - řtt í 3 = 1. 
I bude xx = a + 4, yx = a + 4 

4 
a?2 = a + 4fa, y9 = a + — = a + 4.í8 

r 2 

4 
rr3 = a + 4í3, y3 = a + — = a + 4řa 

4 — a ±\j(a — 4) (a + VI) 
*" j ' #2,3 g 

_ 4 — a + V(o — 4) (a + 12) 
y . , s - — 8 

Tyto kořeny budou reálné, při a reálném je-li 4 ^ 4 neb 
< — 1 2 . 
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2. ftešení. Zaslala si. Miluše Jašková, stud. VI. dívč. r. g. 
v Plzni. 

Odstraníme-li jmenovatele obdržíme soustavu rovnic 

1.) xQ — iy — ax = 0 
2.) y2 — ix — ay = Q 

a z nich odečtením 

x2 — y2 + 4 (a? — s/) — a (x — y) = 0 -
t. j . (x — y) .(# + y + 4 — a) = 0. 

Tomu lze vyhověti buď pro 3.) x — y = 0 neb pro 4.) 
x + y + 4—a = 0. 

Rovnice 3.) spojena s jednou z rovnic 1.), 2.) dává 

#1 = Ih — <* + 4-
(Hodnota x=.y=.Q nemá pro rovnice předložené významu). 

Rovnice 4.) pak podobně kořeny sc2f 3, #2,3-

Pan Jan Rov (VIJ. r. v C. Budějovicích) poznamenává, že 
rovnice 1. 2. představují paraboly, jak vidno z -toho, uvedeme-li je 

na tvar I x | - j = 4 ly + -^-j 

(^-í)2=4(^+^-)' 
tak že se jedná o určení průsečíku těchto dvou parabol. 

2. 

Jsou dána ohniska JF,, .F2 ellipsy resp. hyperboly a libovolný 
bod M na křivce, budtež úhly « = < / ^ M , /J = < F\ 
JP2 Jř; jest dokázati relace pro ellipsu a hyperbolu (e = num. 
éxcentricita.) 

''• i - » Ť * j - * £ + * £ 
a)BE= . o . , « , 0 ; 6 ) ť g = , « -0 ' 

Karel LerL 

ftešení. Zaslal p. ,4. .flfy.táa, VII. r. v Praze VII. 
Pro ellipsu resp. hyperbolu platí F~M + MF2 = 2a> -f\F9 = 2e . 

dle rovnic Cagnoliových lze psáti 
24* 
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pro ellipsu 
a4-ß a в . « . ß 

җғ2 : _ , = c _ c w ' - т - _ Д 0 ' т c ^ t - m > ^ Г и l т 
ғlk 4- мғ„ « «— ß a ß . • a • ß ' 
•*• 1 -™ T^ -«- a cos •——!- COS -д COS jr- + Slľì-ş sin ^-

< * a . ß 

l + tditgl-' 

pro hyperbolu 
. «4-/9 . « /? « . £ 

^ _ _ _ _ _ e =

a _ _ : =

s i n - f c o s i + c o s ¥ s m ¥ ^ 
F Í _ I Ř a . a—/í . « |? a . ji 

1 • - s i n ~ T ~ s m ¥ cos"f — c o s 2- s i n - f 

" _ ^ T _ _ _ T 

^y-^T 
čímž uvedené vztahy jsou dokázány. 

3. 
V klínu rovinných zrcadel «,"/? nalézají se body ^, 5 ; 

jest vésti z bodu A na rovinu d paprsek tak, aby po úplném 
odrazu dopadal na rovinu /3 a zde odrážel se do bodu JB. 

Karel LerL 
Ř e š e n í . Zaslal p. Ant. Dvořák, stud. VI. r. v Telči. 
Paprsek odražený od roviny a musí procházeti bodem Ar sou­

měrně sdruženým podle roviny a s bodem A á paprsek dopadající ha 
rovinu /3 musí podobně procházeti symmetrioky položeným bodem 
J5' podle roviny /? s bodem B. Tudíž spojnice A'B' určuje dráhu 
paprsku mezi oběma rovinami a průsečíky její s rovinami a, /? body 
C resp. D jsou body dopadu. Dráha paprsku jest ABCD. Prochází-li 
spojnice A!Bf průsečnicí obou rovin jzrcadel nebo neprotíná-li je vůbec, 
není žádaného řešení. 

4. 
Je-li ve čtyřúhelníku o stranách a, 6, c, d a úhlopříčkách 

«> A a + 7 = -Q fi -f # = 3 I?, pak platí vztah; 
(a . •<•)• ,+ (b . dy = (e I /)*. 

Praf. Ani. Lochmann. 
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Ř e š e n í . Částečně dle p. Vojtěcha Vikára, stud. V1IL r. g. 
v Trenčíne. 

Ze vztahů mezi úhly plyne cos y = sin a, cos d = —- sin /3. 
Rozložíme-li daný čtyřúhelník vždy ve dva trojúhelníky, obdržíme na 
základě věty cosinové 

e2 = a 2 + d2 — %a& cos a = h* + c2 — 2ftc sin « 
f> = a 2 + b2 •— 2ab cos /? = c2 + d 2 + 2cd sin /i. 

Odtud lze určiti 

l . ) « n « - = — W c , c o s « = — j -

'. , c
2 + d 2 - / 2 ••' fl«+ft«—/» 

l ) s m l 3 = - ^ g — , cos/9 = j - . 

Na základě vztahů sin2 « + cos2 a = 1, sin2 0 + cos2/j = 1 do 
staneme dvě rovnice, které lze snadným počtem uvésti na tvar 

3.) De* — 2Ae* + BC=0 
k)JBf* — %AP + CD = 6, 

kdež kladeno A[ = a * 6 V + b2c*d2+ c 2 d 2 a 2 + á V6 9v £ = a2b2+c2d, 
C = a*e9 + d262, 7) = aH9 + b2c2. 

První z těchto rovnic násobme f2 a druhou c2 a odečtěme 
I dostaneme 

(c 2 / 2 — C) (Bf9— Dcq) = 0 

odkudž plyne hledaný vztahu 

e*f*=C = a*c*+b*d* 
za předpokladu, že druhý činitel 

Bf*~ De
2 + 0. 

Abychom fo dokázali, budeme uvažovati plochu P čtyřúhelníku, 
která musí býti kladná. 

I jnáme nejprve 

P = AABD + ABCD = \ (ad sin a + bc cos a) 

a užijeme-li výrazů 1.), obdržíme 
A Pí*® 

P = -JS^p- a J e ž t 0 P> 0, musí býti 5) A > De\ 

Jest však též 
P = AABC + -&CĎA = | (ah sin /? - cd cos 0)-
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a pomocí 2.) podobně 

Z 5.) a 6.) plyne pak Bf > De*. 
Mimochodem uvádíme : 
Z obou výrazů pro plochu P plyne vztah De2 + Bf* = %A. 
Na základě nerovnic 5., 6. je z rovnic 3., 4. určeno e2 a / 2 

jednoznačně 

, A—УA*—BCD Л Л + V^ 2 -
e — . 2 ) ' ' — B 

BCD 

p _ \ІA*- BCĽ 
iaЪcd 

5. 

Které úhly vyhovují rovniei V 3 = 4 sin x — -tgxЧ 

Prof. Ant. Lochmann. 

ftešení. Zaslal p. Bohumil VoženileJc, stud. VII. r. v Praze-II., 
Ječná ul. 

Ježto \/3 = tg 60°, lze psáti rovnici v tvaru 

tg 60° + tg x = 4 sin #. 

' Použijme vzorce tqa-\- tq &=— { . Odstraníme-li 
/ y ' y r c o s a c o s f 

zlomky, dostáném sin (60° + x) = 4 sin x cos x cos 60°. 
Jelikož 2 sin ác cos x = sin _#, cos 60° = *, zjednoduší se 

rovnice na tvar sin (60° + x) = sin 2#. 
Z toho plyne buď 

%x= 60° + 3 6 0 ° . n 
t . j . x= 60° + 360° .n 
neb 2a? = 180° — (60° + x) + 360° n 
t, j . 3x = 120° + 360°.rc 

# = . 40° + 120°.n 
(n libovolné číslo celé). 

V intervalu od 0° do 360° máme tedy řešení 

40°, 60% 160°, 280°. 

Ostatní řešení pak dostaneme, připočteme-li k těmto libovolné ná­
sobky 360°. 
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6. 
Nalézti dvojciferné číslo, aby arithmetický průměr jeho 

číslic byl o 1 větší geometrického průměru těchto číslic. 

Prof. Ant. Lochmann. 

ft e š e n í. Zaslal p. Bohumil Vošenílek, stud. VIII. r. v Praze-II. 
Číslice hledaného čísla buďtež x (první), y (druhá). Danou 

podmínku lze pak vyjádřiti rovnicí 

l(x + y)-l = \Jxy 
tedy x + y - 2 \Jxy = 2, t. j . (\Jy — \Jx)2= 2 % 

odtud \jy - V ^ = ± V*» V#=V# ± V* 
y = x + %±$\/2x'. 

Aby bylo y racionální, musí hýti \2x Číslo racionální = u 
t. j . %x = u2. Z toho je viděti, že musí býti u sudé, u = 2v, tedy 
x = v2, kdež v je celé číslo ^ 0. 

Bude pak # = 2v2 -f 2 + 4r = 2 (t? ± 1). Ježto má býti 
1 SL x ^L 9, obdržíme pro v podmínku 1 ^L 2v2 ^ 9, čemuž hoví 
jen t ? = l , 2. 

Při v = 1 dostáváme as = 2, ?/ = O neb 8 ; 

při v = 2 dostáváme jen a? = 87 y = 2. 

Dané úloze vyhovují tedy čísla 20, 28, 82. 

Z plechového pásu o šířce a zhotoviti okap, aby jeho 
průřezem byly 1.) rovnoramenný trojúhelník, 2.) kruhová úseč 
maximálního obsahu. 

Prof. J. Kroupa. 

Ř e š e n í . Zaslal p. Vladimír Macků, stud. Vllb I. st. r. 
v Brně. 

1. Průřez okapu je rovnoramenný trojúhelník o ramenech ~ a. 
Označme x úhel rameny sevřený. Plocha toho trojúhelníku je tedy 
| a 2 sin x. Z průběhu funkce sin x ihned poznáváme, že maksi-

mum nastane pro ÍC = -^-; t. j . když je průřez trojúhelník pravoúhlý 

rovnoramenný. 
2. Průřez okapu je úseč kruhová z kruhu o poloměru r a 

uhlu středovém x (v míře obloukové). Plocha té úseče je pak 
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\r2(x — sin#), délka oblouku a = rX, tak že pro plochu úseče do-
., , i o x - sin x • -

stáváme - a* -n . 
2 x* 

x ——— sin x 
Nutno tedy uvažovati funkci f(x) = - v intervallu 

xl 

O < # < z*. Zde je 
„, 2 sin x — x (1 + c o s ^ ) 2 cos | # (2 sin \ x — x cos § .z) 

_ 2 cos \ x(p(x) 
~ 1* 

kdež klademe (p(x) = 2 sin \ x — x cos \ x\ 

Pro funkci 9 (x) máme (p'(x) — \ x sin \ as, tedy qp'(cc) *> O 
pro O <: x < : 2T7, tak že tp(x) y onom intervallu stále roste. Je pak 
9? (0) = O, tedy v onom intervallu (p (x > ;> O. 

Může tedy /*(«) = O v intervallu O <, x •< 2* jen když 
cos ^ # = 0, t. j . při # = n; při tom cos \ x tedy i f(x) pře­
chází od hodnot kladných k záporným, t. j . pro 0 < # < z r funkce 
f(x) roste, pro sr•< o? < 2/7 /(x) klesá, tak že skutečně nastane 
maksimum. Okap pak má za průřez půlkružnici. 

8. 

Jaká musí býti základní hrana a vý&ka čtyřbokého jehlanu 
přímého s pravidelnou základnou, aby jeho obsah byl maximální, 
jel i dán jeho povrch P ? 

Prof. J. Kroupa, 

R é š e n í . Zaslal p. R. Řehák, YIll. r. g. v Kolíně. 
Obsah onoho jehlanu bude V — \x* v, kdež v je strana zá­

kladny, v výška. Označme h výšku pobočné stěny, tak že h = 
= = V^ 2 + ( i 0 2 - f*a^ J e povrch jehlanu P = x*1 + 2x A = # 2 + 

. . -. , \l p* . _ 2 P o?2 

~f- x y 4v 2 -f-# 2 ; odtud pak 1; = ~ , tak že F = 
-=.\\^P(Px* — 2u?4). F nabude největší hodnoty, nabude-li výraz 
pod odmocninou f (x) . = Px2—2j?4 největší hodnoty. Zde je 
f (v) = %Px — 8.r3 = 2£ (P — 4 ^ ) . Z kořenů rovnice f_(x) = O, 
totiž x = 0 , * x = Hh f V P má zde význam jen # = |- ty P , JěžtQ 
/"(x) = 2 P — 24 c2 a f'(\ \I~P) < : O nastává skutečně' maksimum. 

Pakje v~\JJP, h = *\JP, F = ^ | p . 
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9. 
Nalezněte geom. místo středů rovnostranných trojúhelníku 

vepsaných do dané ellipsy nebo hyperboly. Podejte konstrukci 
takových trojúhelníků! 

f Prof. /. Pilnáček. 

ftešení. Zaslal p. 7. Kubelík, VIII, r. v Ces. Budějovicích. 
Uvažujme případ ellipsy: 

x2 yq 

Ellipsa(l) - 2 + 4 + — 1 protíná se s libovolnou kružnicí (2) 

{x — pY + (y — qY = r 2 obecně ve 4 bodech, jichž souřadnice 
(*i 2li)> (X2'y>i)> (*3-9.s)i (^'VA) vyhovují současně rovnicím 1.) a 2.) 
Eliminací y dostaneme k určení x rovnici 4. stupně 

a0 # 4 + ax u3 + a2 x* + a3 x + a 4 = 0, 
kdež a0 — ď1 — b2j al == — 4a 2 p. 

Platí tedy pro součet kořenů této rovnice 

•-Ti + ^ 2 + Xz + # 4 •= — - L = ~ a — f i j P../ (3) 
"o 

Podobně bychom našli 
4^2 

žli + y « + ya + ^ = — - T H - ^ . 9- (4) 

(Ostatně rovnici pro y a tento výraz lze nalézti z onoho při x 
zaměstnáme-li spolu p-.a. q, a a h.) 

Střed rovnostraríného trojúhelníku je středem kružnice opsané 
a těžištěm. Označíme-li (pyq) souřadnice středu, r poloměr kružnice 
opsané trojúhelníku rovnostranhému, budou pro průsečíky kružnice 
opsané s ellipsou, z nichž tři (r2 yx), (x2 y2), (x3 yz) jsou právě 
vrcholy trojúhelníku, platiti rovnice 3.), 4.) a vedle toho, ježto střed 
je zároveň těžištěm 

*i + * i +-a?a = 3p (5) 
& + & + • & • = 3« (tí) 

4a-
Z rovnice 3.) ' a • 5.) plyne 3_p + # 4 = -jf—r^ P- tedy 7.) 

a 2 + 3/>2 

* a a — a2. 
3a2 _L ,t« 

Podobně ze 4.) a6.) plyne 8.) y4 — — 2 _ , 2 9* <hsžtq bod 

(# , y.) leží na elipse, splňuje rovnici 1,). Tak doataneme pro p, q 
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p2 q2 

njeh trojúhelníků vepsaných do ellipsy 1.) je zase ellipsa ~~2 -f- —^ = 1 

Z toho vidíme, že geometrické místo středů (#>, q) rovnostran-

A*^ B* 

o poloosách A = -rT-Sp, B = 3a<t + f),. 

Snadno lze dokázati, že při a>b je též A> B. 
Konstrukci oněch trojúhelníků rovnostranných lze provésti takto: 
Bod (xv yé) leží na ellipse 1.), tak že lze klásti 9.) xA = 

zzi a cos á, # 4 = fc sin ó. Ze 7.), 8.) plyne xé = ap/i4, # 4 = b#/iřr 

tak že 10.) p izr „á cos cS, Í/ = —- A sin ó. 
Vyjdeme-li od d, lze podle 9.) snadno najíti (xv ?/4) a z 10,) 

p, q, odtud pak poloměr kružnice opsané. Její průseky s ellipsou 
jsou pak vrcholy trojúhelníku rovnostranného. 

Případ hyperboly dostaneme, píšeme-li- — b2 místo 62. Geo­
metrickým místem středů (p, q) trojúhelníků rovnostranných ve-

pl 02 

psaných do hyperboly bude obecně ^hyperbola -j-ř — —^ = 1, kdež 

- a ( a a + ft2) D 6 ( a 2 + l'a) D . . , , , . ' a . . . . 
j á = T ? ^ 3 F i | ' B " = iSSTTiiT- P n a 2 = 3fc-> * = y f ( u h e l 

asymptot, v němž hyperbola leží je 60°) bude oním geom. místem 

q* zzz — Bq, což je dvojice přímek imagirních q — 4--1i- zz: + i ——z. 

Při 62 = 3a2, a z r y B (úhel asymptot, v němž hyperbola leží 

je 120°) bude oním geom. místem p2 tzz A*, p ~ -4- -j i což je 

dvojice přímek rovnoběžných s osou y. 

10. 

Y kružnici k, dán pravoúhlý /\_áJ3(7. Osa pravého úhlu 
při C stanoví na kružnici A, bod D. Spojnice BD seče odvěsnu 
JLC v bode i?. Kružnice h2 opsaná z bodu D jako středu poloměrem 
DĚ určuje na odvěsně J.C ještě bod G a na odvěně jBČTbody 
F, H tak, že platí vztah: 

m+m=^ 
Prof. Eduard Pleva. 

ftešeni. Zaslal p. Jar. Slaný, stud. VIIL, I. č. st. r. v Plzni. 
ftešme případ obecnější. Opišme z libovolného bodu D v rovině 

daného trojúhelníka pravoúhlého kružnici o libovolném poloměru 
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a označme průsečíky její s odvěsnou AC E, G, s odvésnou BC 
FaKa dokažme, že platí obecně FČ2 + G IP = &ĎE*. 

I mohou nastati dva případy: 
1. Když E, G a F, H jsou na rážných stranách vrcholu C, 

jest čtyřuhelník E F G H tětivový, s úhlopříčkami k sobě kolmými, 
o němž předložená relace dokázána byla již ve XXVIII (XLIX) roč. 
»PříIoh}« (úloha 12. od téhož autora). 

2. Když E, G a F, II jsou na téže straně vrcholu C, jest 
čtyřuhelník A G F H tětivový, se stranami E G a F H k sobě 
kolmými. 

Veďme bodem D průměr EM. Pak platí: EH* + 7TM* = 
= EF,X + FM2 — 4r*. 

Poněvadž FH±EG *.MG_±_EÉřjest MG\\ FH zpralo 
HM = FG, FM—GH, načež F,j?2 + F£* = Eí*+ GB* — 
= 4UE2. _ _ 

Případ třetí, aby E, G byly na téže straně a F, IJ na různých 
stranách vrcholu C a naopak, není možný. 

Předložená úloha jest zvláštní případ prvního případu. 

11. 

Různoběžky a, b proťaty jsou třetí c, jež stanoví na a bod 
A a na b bod B. Libovolná příčka d\ rovnoběžná s c protíná 
a v bodu Ax b v bodu Bx. Jaké geom. místo určují průsečíky 
kružnic, opsaných nad průměry ABX, AXB? 

Prof. Eduard Pleva. 

ftešení. Zaslal p. Jiří Kůst, stud. VIII. r. g. v Domažlicích. 
Průsečík různoběžek a, b budiž S. Kružnice opsaná nad prů­

měrem ABX necht protne přímku a v bodě Q a v bodě P. Protože 
BP\\BX Q ±a, platí: 

SÁ.. AB SP PB 
SAX~ Ax Bx> SQ~ QJ3X 

Z podobnosti /\ A PB a /\AXQBX plyne: 

'. ' AB _ PB 
AXB~ QBX\ 

Proto SA SP . . . ' . 0 ^ " „i 
ŠA=ŠQ^SA.SQ = SP.SA1. 

Tato rovnice'značí, že bod S má stejnou mocrřbst k oběma 
kružnicím, čili, leží na jejich chordále. A poněvadž středná těch 
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kružnic je rovnoběžná s přímkou O, jest jejich chordála kolmá.na 
přímce. .C, tedy pevná pro všechny kružnice a jest tedy hledaným 
místem geometrickým. 

J i n é ř e š e n í , Zaslal p. V. špaček, stud. VII. r. v Hradci 
Králové. 

Spusťme z bodu A kolmici na přímku ba označme její patu A0. 
Kružnice nad průměrem ABX prochází pak bodem A0. Pohybuje-li 
se tedy bod Bx po přímce br tvoří kružnice ty svazek kružnic pro­
cházejících body A A0. Podobně tvoří kružnice nad průměrem Ai B9 

pohybuje-li se Ah po A svazek kružnic jdoucích body B B0. Chor­
dála libovolné kružnice jednoho svazku a jakékoliv kružnice druhého 
svazku prochází tedy průsečíkem přímek A A0 a B B0. Jde-li o kruž­
nice v úloze uvažované, je jich cetrála | | A B, tedy chordála j _ 4 5 
a tedy pevná. Tato přímka je pak hledaným místem geometrickým. 
Vedeme-li c průsečíkem 8 přímek af b, (tak že Ay i Bx splyne s-S), 
shledáme, že ono místo geometrické je kolmice spuštěná z bodu $ 
na přímku c. • . — 

12. 

Letos (r. 1920.) byla v únoru pětkrát neděle; v kterých 
letech tohoto století to bude opět. 

ftešenívZaslal p. Jan 7ř0?;t stud. VII. r. v G. Budějovicích. 
V únoru 1920 byla pětkrát neděle. Tento případ může zase 

nastati, když únor má 29 dní, tedy v přestupném roce, a jen tehdy, 
když neděle připadne na prvního února. 

„ Rok obyčejný má 365 dní, proto na totéž datum v lednu a po­
čátkem února následujícího roku připadne jméno dne následujícího 
(365 zz: 52.7—F 1). Po roce přestupném nastane posunutí o dva 
dni, tak že ve čtyřletí obsahujíeím rok přestupný, tedy jistě uvnitř 
jednoho století, pět dní. 

Po 2 čtyřletích nastane posunutí o 10 dní, t. j . ježto 10 = 7 -f- 3, 
o 3 dni, po 3 čtyřletích o 8 dní; t. j . o 1; po 4 o 6 ; po 5 o 11, 
t. j . o 4; po 6 o 9, t. j . o 2, po 7 o 7 t. j . datum zůstane ne­
změněno. I vidím, že vrací se tytéž dni v týdnu na totéž datum 
v periodě 28 let, tak že bude v únoru pětkrát neděle v tomto sto­
letí ještě v r. 1948 a 1976. 

.13. 

Které je geom. místo středu podobnosti kruhu příslušných 
"jednomu svjízku s pevným kruhem jiným. Provésti diskussi 

J Prof. J. Schmer. 
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Ř e š e n í . Zaslal p. Vladimír fifacM,stud. Vllb I. st. r. v Brně. 
Svazek kružnic budiž definován body (0. b), (0,—b), jimiž 

všechny kružnice z něho pocházejí. Středy jich leží na ose x. Úsečka 
středu budiž u, tak že poloměr je \btl-\~u*. Pevná kružnice měj 
střed (p} q), poloměr r. 

Jsou-li (x. y) spustřednice středu podobnosti (vnějšího neb 
vnitřního), platí pro ně 

y _x-u \ frg+.tfa_ (x — u)*+y* 
-fq—p — u- '} r* —(X^p)*+(y — q*)\ 

Hledané geometrické místo dostaneme vyloučením ti. 
X)\l "-— QJC 

Z 1.) vypočteme u = — — a dosadíme do 2.). 
?/ — _ J 

Po snadné úpravě obdržíme 

3.) V1 (y —ff)2 + (tPV — qxY = . r y , 
tak že hledané místo geometrické je křivka stupně druhého. 

Rovnici její možno psáti ve tvaru 

q*x*— Spqxy + (b2 + p2 - r2)y* - ±h'2qy + bV = 0. 

f ť* -P<I, . o 
1 bude —ji?, ^ + ^ —>-2; _ f c ^ 

I 0, —b*qr. b*q*-

—- _ ••ь«g*r*, 

což bude r|z 0 pro b_|iO, 'qz\zO, rz]zO. Jen v těchto případech 
obdržíme kuželosečky (nedegenerované). 

Dále je î i — PQ _ „ . / , « ^ч 

z čehož vidíme, že dostaneme pro r*>b hyperbolu, pro r — b para­
bolu, pro r<^b ellipsu (a to vždy reálnou). 

Možno však provésti diskussi na základě 3.). Odtud plyne 

4.) qx = py ±V(r s—-ft 9) ?/2 + 2>>% — b*q*. 

Pro g = 0 je ze 3. ihned plyne, že nedostaneme kuželosečku 
vlastní. 

Uvažujme tedy dále případ, kdy # = 0. 
Ve 4.) lze odmocnění provést, bude-li výraz pod odmocninou 

čtvercem lineární funkce, což nastane, bude-li diskriminant té kvadra­
tické funkce 64 + b<x (r 2 — &a) = 6 V roven nulle. Pak se asase ku­
želosečka rozpadá. 

Kuželosečku nedegenerovanou dostáváme tedy při ^ + 0 t ř + 0 . 
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Také je snadno vidéti, že při r>Ъ dostáváme hyperbolu (výraz 
pod odmocninou je pro dosti velké y kladný) při rzzzþ paråbolu, 
pfi tzzzb ellipsu. 

14. 

Do pevného kruhu vepsán lichoběžník s úhlopříðkami 
kolmými navzáj m a s j dním pevným vrchol m. Které geom. 
místo opíše průsečík ramen aúhlopříeek? 

Prof. J. Schuster. 

ftešení. Zaslal p. Jar. Slaný, stuđ. VII. tř. I. ő. st. r. v Plzni. 
Onen lichobêžník bude rovnoramenný. 
У každém rovnoramenném lichob žníku .Јest AUzzz BU, kde 

A, Bf C, D jsou vrcholy a U průsečfk úhlopŕíček onoho licho-
béžníka. A ponévadž v našem případ jest ješt AU± Bü, jest 
v trojúhelníku ABÍ) stále obvodový úhel ABUzzzШ0. Rameno AD 
jest tedy pro všechny možné lichob žníky pevné (a rovné stranê 
eЧverce vepsaného do kružnice — neboť бtverec jest také zvláštní 
případ t chto lichob žníků) a proto geometrickým místem prûsečíkû 
ramen jest přímka AЬ. 

Protože /SьAUD jest pravoúhlý, s pevnou preponou, jest geom. 
místem průsečíků úhlopříček kružnice opsaná nad rámenem AD 
jakožto prům rem. . _ - , 

15. 
S čísti řađy: 

x sin x -f- çAx% sin 2x Ą- Зæ3 sin Зx + . . . 
x cos x -f- 2xІŁ cos 2x + Зx3 cos Зx + . . . 

Dr Josef Štěpánek. 

ftešení. Zaslal p. Zden k Chládek, kand. fil. 

ftada 2nxn konverguje patrn pro | x | < . 1, tím spíš budou 
"-=?1 00 ^ 00 

konvergovati řady Ænxn sin nx a 2nxD eos nx -*— označme je stručné 
1 1 = . I I , 

2\> Јľa — pro — 1 < ; x <* 1. Užijeme-li vzorcû sin nx -=: 
š . s i n (n — 1) x cos x -f- cos (n — 1) x sin æ, cos nx — 
.rr cos (n — 1} x cos x...,—\ sin (n — 1) x sin x na jednotlivé 
cleny našich řąd. snadno odvodíme vztahy 

1.) Җ . ( 1 — x cos x) — J£2 . x sìn x ~ Ą, 
2.) .:jSt . x sin x -\- .2*2. (1 — x cös x) = - Д , 
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kde Sx = 2xn sin nx, # a = 2 xn cos nx. Použijeme-ii uvedených 
n=l B=1 

vzorců opětně na tyto řady získáme pro jich součty vztahy 

Sx (1 X COS .X) Š2 . X8ÍTL X ~X sin íT, 
S, x sin # + <S2 (1 — x cos #) .= # cos a\ 

•„ . I -_, . o X S U 1 X ct X COS X X2 

Z nich obdržíme S, = s r - o ? #2 = l s i — í » 
1 1 — 2a: cos a; + a:2 ? 2 1—2a;cosa: + a;2 

Z 1.) a 2.) plyne 

V _ Q _ L . 0 Q C _ j g ( l - g g ' ) 8 i n a ? 

-тî = i-łs1- + я,-
_ # [ ( ! + a : 2 ) cos a; — 2a] 

" " v T - - ^ c o s í r + < r , i ) 2 

Známe-li součty řad Sj a č>2 můžeme ku výpočtu součtů Ex 

a 2?,2 použíti též vztahů 

dx — x 2 *' dx — x l + 2 ? 

jež snadno odvodíme. 

J i n é ř e š e n í . Zaslal p. Oldřich Burian, stud. VII. tř. 
I . č. r. v Plzni. 

Užřjeme-li jako dříve označení 2lf 22, bude 
1.) 2 = 22 + i 2V = xq + 2 # 2 g 2 + 3a?3?3, , kdež 

kladem q = cos a + i sin a*. Jest totiž 

cos nx + i sin nx = (cos ar + i sin a:)fl = qQ. 

Z 1.) plyne násobením # ? . 
2.) 2xq = a: V + 2a: 3 ? 3 . 3a: 4 ? 4 + . . , . , odečtením pak 1.) a 2.) 

^^(i-^) = *í + *v + *V+-'--.=j^9. 
Je tedv 2 - - Xq — X9Ú-**-*)* 

Jest však 

(1 — xq) (1 — xq~l) = i + - a ? ( í + ?- ' ) + a;2 = 1-— 2a? cos a? + a;2 

q (1 — xq"1)* = ? — 2a: + a: 2 ?- 1 = 
= (1 + x'x) cosa: —- 2a? + i (1 — a>2) sin av 

Jmenovatel v .2 je reálný, tak že lze ihned odděliti část reálnou 
od ryze imaginární a tak nalézti 2X a 22. 
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5) Z d«8kriptivRÍ geometrie. 
J ' « . 

Sestrojiti rotační paraboloid, daný dvěma body povrchťi 
á osou á proložiti témi body rovinu tak, aby paraboloid protínala 
v nejhezčí ellipse (aneb v ellipse o daném poměru os.) 

Prof. Ant. Bokk. 

Ř e š e n í . Zaslal p. Erlebach Jan, stud. r. g. v Jilepánici. 
. Osa paraboloidu buď o a dané body A, B. Bod B otočme kol 

o do roviny určené osou o a bodem A a dostaneme bod h\ Osou 
o a body A, Bf určena nyní parabola, jejíž rotací vznikne hledaný 
paraboloid. 

Parabolu z osy o a bodů A, B* možno sestrojiti různě. Se­
strojme body.A x , B\ souměrné k A a B* dle^-osy o.- Dle věty 
Pascalovy možno sestrojiti v bodě A tečnu, ježto známe pět bodů 
paraboly A, B', B\f Ax a ůběžný bod osy o. 

Jednodušeji lze postupovati následovně: Spojnice Abf seče o 
v bodě P a spojnice AB\ seče ji v bodě Px i jsou ty body harmo­
nické vzhledem k parabole a proto vrchol V půlí vzdálenost PPX. 
SL tohoto snadno' určíme tečnu a ohnisko. 

Jiné řešení této úlohy aaalyt. geometrii podal p. Jan Nechutný, 
z I. reálky v Plzni. - -

Má-li rovina Q procházející body A, B protínati paraboloid 

v ellipse o daném poměru os - musí rovina ta svírati s rovinou 
b 

kolmou k o tíhel af pro nějž cos a z : - i ježto .průmětem ellip&ý ha 

rovinu kolmou k 0 je kružnice o poloměru b. Takové roviny jdou 
spojnicí AB obecné dvě. Kdyby ellipsa průsečná měla býti nejhezčí, 
musilo by a* = %h% a tedy a ==: 45°. / 

2." 

Sestrojiti rotační paraboloid, dány-li tři body potrchu 
a yrcholová rovina tečná (na př. půdorysna re.) -

. - l , Ďr jú$e[ KHiw*-:i 

/ f t eše ni. Zaslal p. V. Stéelík, stud, VII. tř. reál. vťíes^Bu#* 
jovidcte. ^ ' " \ ' * • .-"' ' .- ..' - v •' ";L:' -^ 

BwStet d,J$t Č7 body dané na povrchu paraboloidu a ^ vřcjto-
fová rovíina teéhái Iřrtmék roviny ý'^.£A'BC) s parafeofe^^ Je 
éfli|^^TjeŽ se do # prómitá kolmoi jako kružnice^ ^ r Rovífaa tíř^^ 
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procházejíeí středem ellipsy e protíná tuto v bodech D a E a plochu 
v meridiánu parabolickém určeném body D, E a vrcholovou tečnu p°r. 
Analyticky dá se snadno dokázati, že geom. místem ohnisek parabol 
procházejících daným bodem na př. D a mající společnou tečnu pa 

je opět parabola, jejímž ohniskem je bod D a vrcholová tečna pa. 
Ježto stejně pro E dostaneme parabolu je v jich průsečíku ohnisko 
meridiánu, patrně úloha dvojznačná. 

Jinak možno určiti vrcholy V a * V dvou parabol jdoucích 
body Z) a i? a mající v pa vrcholovou tečnu tím, že určíme prů­
sečík P spojnice DE s pa a tu je FV2 = P^V2 = PD PE. 
Viz ku př. v XLV1II. roč. t. čas. od Dr. V. Jarolímka: »Čtyři 
úlohy o parabole<. Tento vztah prostorovou úvahou dokazuje p. A. 
Hyška, stud, VIL tř. reál. v Praze-VII. následovně: Z průsečíku P 
spojnice DE s vrcholovou tečnou pa opišme hledanému paraboloidu 
kužel, tu bude se tohoto dotýkati podél ellipsy Je, jež patrně jde 
vrcholem paraboloidu V a jež se bude do TO promítati jako kružnice 
k1 o středu P a poloměru, jenž se rovná délce tečny z P ku kruž­
nici 61? jež je půdorysem dříve určené ellipsy e. Úloha patrně dvoj­
značná. 

3. 
Sestrojte klenec, který jest dán nejdelší úhlopříčkou ^G, 

aby jeho hrana AB svírala s půdorysnou úhel a a s nárysnou 
úhel p. 

Prof. «/. Kroupa. 

ftešení. Zaslal p, VoHech Vikář, st. r. g. v Trenčíně. 
Polohu strany AB dostaneme jako průsek kuželových ploch 

o společném vrcholu A takých, že jedna má odchylku a od rov. n, 
* TV 

druhá p od rov. y. úloha je možná, jen když a -f- /3 < -~. 
Já 

Klenec určený nejdelší úhlopříčkou i C a polohou strany AB 
sestrojíme takto: Středem 8 úsečky AC vedeme rov. Q kolmou na 
AC. Vyhledáme průsečný bod i?, = [AB X Q] a sestrojíme pravi­
delný šestiúhelník v rov. Q daný vrcholem Rt a středem S [Rt R2... R6], 
Průsečný bod B •= [ARxx rov. RB R% G] je vrcholem klence; též 
C = [GR2 x rov. Rx R3 A] i ostatní vrcholy dostaneme podobným 
způsobem. 

Jiné řešení klence podal p. Slaný Jar, stud. I. r. v Plzni* 
V jedné třetině úhlopříčky AC sestrojme rovinu Q kolmou 

k AC, v níž jsou vrcholy Ě, D, E klence, tvoříce rovnostranný troj­
úhelník se středem v úhlopříčce AC. Na základě rovnoběžnosti hran 
doplníme snadno klenec. 

25 
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c) Z fysiky. 

1. 
Soustava tří spojných Čoček, jež lze považovati za nekonečně 

tenké, má krajní čočky s ohniskovými vzdálenostmi /, a f3 ve 
stálé vzájemné vzdálenoti D. Kam mezi ně se musí vložiti čočka 
/*a, aby soustava nabyla optické mohutnosti nejmenší a které? 

Prof. J. Schuster. 

í l e š e n í z části dle Miloslava Nekoly, stud. VII. tř. I. čes. 
st. r. v Plzni. 

Mezeru mezi obrazovým ohniskem Ff
1 a předmětovým Fa 

označme x, podobně buď Fr
2 F3 = y, tak že 

x + y = D-f1-2fi-ft. (1) 
Ohnisko Fx má obraz druhou čočkou vytvořený Fv

a, tudíž je-li 
obraz tohoto V ve třetí čočce od J F ' 3 vzdálen o u, platí 

»y = n (2) 
a body F1 a V jsou sdružené. 

Dopadá-li na první čočku paprsek rovnoběžný s osou, vytvoří 
se druhou čočkou obraz Z, vzdálený o g od F'a, tak, že 

xg = fl (3) 
a tento vytvoří v třetí čočce obraz V, od Fr% vzdálený o v dle 
vztahu 

(y-g)v = fl 
z něhož dle (3) 

fl* 
vy — ň 

Paprsek, který dopadne rovnoběžně s osou na třetí čočku, vy­
tvoří obraz VV, vzdálený od F± o 

f\y 

Ohnisková dálka celé soustavy se obdrží ze součinu úseček 
f\W. WTV neboli 

/a o, i /2 j - - - t\y i f\* tW 
xy — fl\xy—f\ »} 

% íehož po jednoduché úpravě 

i _{*y-t\)\ 
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a ježto je systém obecné kollektivní, 

_ _ _ _ _ ? 
F~ hht 

2- (4) 

Extrémům tohoto výrazu závisí na hodnotě xy, jejíž činitelé 
mají dle (1) stálý součet. Jde tedy o extremní obsah obdélníka při 
daném obvodu, jenž je maximem pro 

x=y=D-\-f*-U 
Střed vzdálenosti obou vnitřních ohnisek Fv

1 a F2 odpovídá 
tedy maximu, jež tím přirozeně hodnotou /2 co do polohy není 
určeno a má hodnotu: 

1 _ (D ~ A - U) (D - A —/, - 4tá) 

Z toho plyne dále, že minima mohutnosti vzniknou, když se 
druhá čočka přiloží buďto k první nebo třetí, při čemž jest 

a pak 

resp. 

* = — (/i + /.), resP- «/ = — (A -f-A) 

A _ _ - > ( / i + / . ) - / . A - A A - A / a 
F- A/./. 

1 _ ->•(/. + /.) -/./.- U A - /, /. 
I ^ " - A / 2 / 3 

Ovšem nejsou to minima odpovídající nullovým prvním deri­
vacím, nýbrž nejmenší hodnoty daného intervallu. 

Ostatně ve specielním případě, kdy x y — f\} má systém týž 
účinek co deska planparallelní. Je to zároveň bod, kde přechází systém 
z kollektivnosti v dispersivnost. 

Na přístroji Feilitzschově mějte trubice nade rtutí objemy 
a a 6, jsouce otevřeny. Pak obě vzduchotěsně uzavřeme a zdvi­
hejme rameno B> Jak souvisí stoupání rtuti v rameni A na tomto 
zdvihání ramene B} předpokládáme-li, že celý děj jest dostatečně 
pomalý, aby byl isothermický ? 

Prof. J. Schuster. 

Řešení . Zaslal p. Jar. Slaný, stud. VII. tř. I. čes. st. r* 
v Plzni. 

Zdvižená ramene Box zvýší hladinu v A o y1 tak že objem 
trubice A je pak a — y a následkem státého úhrnného objemu 
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rozepne se vzduch v B na objem b + y, při čemž rozdíl hladin 
činí x— % , neboř stoupnutí rtuti v B je jen x — y . 

Byl-li p původní tlak vzduchu v cm Eg, je nyní tlak v A 
a b 

p , v B pak pz—-—, a jejich rozdíl dán rozdílem sloupců, 
ta—ú b + y1 ť 

tedy 

nebo 

x = y\(
 P ( g + ftj—, + 4 *\(a —y) {b + yy f 

což je hledaný vztah. 

Co nastane spojíme-li velmi úzkou trubičkou kulovou 
bublinu z mydlinek poloměru Es druhou poloměru r < Rl 
Jak bychom mohli z měření přetlaku uvnitř bubliny určiti povr­
chové napětí mydlinkové vody? 

Prof. J. Schuster. 
Ř e š e n í . 

4 F 
a) Přetlak uvnitř bubliny je roven -—-, je-li F povrchové na-

K 
pěti, je tedy v menší bublině větší a nastane proud vzduchu do větší 
bubliny, jejíž konečný poloměr x se pak určí z rovnosti množství 
vzduchu. 

Je-li a hustota vzduchu za tlaku barometrického p, je hustota 
í 4jFl 

jeho uvnitř bubliny ú\\ -) -} a celé množství se určí znásobením '{•+£} 
4iT 

objemem -q- JR3. To vede k rovnici 
4F 4F 

R* + r 3 ^ ^ 1 ( ^ 2 + r2) _ ^3 _| ^ 

Ta dovoluje z daného F počítati- x, nebo měřením # (na př, 
promítne-li se pokus na stínítko z obloukové lampy a spočítají-li se 
z měřených rozměrů ,stfnů poloměry bublin) naopak určiti F. Ježto 

ÍF 
však je poměr — řádu 3*2.10~4, smíme řešiti horní rovnici přibližně 

2 

tak, že za x2 na právo dosaádíme (fi3 + r 3 ) 3 , což dá: 

aí3 = i ž 3 + r 3 + — í R* + r*~ (R* + r*j*\ 
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Naopak F dáno lineárně. 
b) Kdybychom dvě bubliny spojili s rameny spojitých nádobj 

dal by přetlak /\p k určení napětí F rovnici: 

Д í> = --Є-i> 
4. 

Různost specifických tepel pro dvé látky se ukazuje dife­
renciálním thermoskopem tak, že dva stejně téžké kusy různých 
kovů zahřáté ve vodní lázni na 100° C ponoříme do dvou nádobek, 
které obsahují stejná množství 15° C vody. Kolik vody třeba 
vzíti, aby rozdíl mezi olovem a mědi se jevil nejnápadněji? 

(Spec. teplo mědi Cx = 0*093, olova C9 = 0031). 

Dr. Marian Haas. 

ftešil Jos. Slaný, stud. VII. tř. I. čes. st. r. v Plzni. 
Buď M hmota každého kovu, x množství vody. Dle směšova­

cího zákona je výsledná teplota 
. _ 100 MCy + 15a?_ , _ . Q , MCx 

**- x + MC~~ + 8bF+M^[9 

resp. *2 = 15 + 85 MC*-
x+MC2 

Vyšetřuje se rozdíl obou veličin, jehož derivace dá po annu* 
lování : 

C2 (x + MC,)* =Cx(x + MC2yy 
z čehož po vyloučení záporného kořenu 

x = M\jajT2. 
Pro méď a olovo obdržíme: 

x = M V0093.0 031 = M. 0-0537. 
Rozdíl teplot je pak: 

yc\ + yc2 \j3 + i v } -

5. 
Po střeše délky s a sklonu a k horizontále valí se bez 

smykáni plná koule poloměru E. Jaká jest její další dráha při 
pádu se střechy (volném) s výšky h ? V jaké vzdálenosti od 
dpmu dopadne na horizontální půdu? 
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Jak by tomu bylo, kdybychom kouli nahradili plným válcem 
téže hmoty M? 

Moment setrvačnosti koule o poloměru R jest a/5 MR2, 
válce o poloměru r pak 1f<lMriX. 

R. 

ftešení. Zaslal p. Jar. Slaný, stud. VII. tř. I. čes. st. r. 
v Plzni. 

Nehledí-li se ke tření a odporu vzduchu, je práce, vykonaná 
při pádu podél střechy, rovna součtu energie postupního a rotačního 
pohybu, tak že následkem vztahu v izz Rw, je-li Je R poloměr setrvač­
nosti, platí 

2g s sin a == v'1 (1 + Jc% 

z čehož' v-\lk*™^' 

52 1 0 4 
Pro kouli je . — -._-, pro válec ~, 

Cítáme-li pak i/ dolů kladně, platí pro další dráhu 

y =rr v t sin a + \ g t2, x z= i? £ cos a, 

a rovnice její zní: 

y — xtga + 
$0* cos* a 

v cos ct 
což je parabola o parametru p = , s vrcholem v bodě 

(-•^ s i n 2 «>-5 s i n a 4 
Ve hloubce h dopadne těleso ve vzdálenosti horizontální 

— vúna + \/g v-sm2 a+ 2gh 
d = v cos a UJL*L__ !—_£__ 
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