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Regeni tloh.
a) Z mathematiky.

1.
Rediti jest soustavu rovnic

—4Y =y 4% =
z—4 =Y 4 y = a. |
T Prof. Rudolf Hrusa.

1. Resent. Zaslal p. A. Hyska, stud. VIL r. v Praze VII,
Jest vyhodno poloziti # —= y/x, ¢imz dané rovnice obdrzf tvar

x——4t::y—7:a. -

Z rovnic téch plyne z—=a + 4f, y = a + —ét—

a -}——;L—
a tedy —Z— =t= T
Po snadné tpravé obdriime p1:o ¢ rovnici

443 4 at? —at — 4 =0,
coz je rovnice reciprokd, s jednim kofenem 1, jejfZ levou stranu lze

rozlozifi
(t—1) 4+ (a+4) t+4H=0.
1 dostdvime - ¢, =1, t.‘s_—(a+4‘)+\é(2a”4) (a+12)
kdez tQ¢3_1 .
I bude wl—a+4 yl——a+4‘
wﬁ—a+4{m ya—“+———a+4et
x3=a+4t3, y3=a+—:@+4fﬁ
g Zos = a+V<a8 ) @+ 19
4d—a+\Va—4 @+ 12
yza— 3

-Tyto kofeny budou reélné, prl a reélném ]e~h =4 neb
a=—12. .
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2. Reseni. Zaslala sl. AMiluSe Jaskovd, stud. VL. divé. r. g.
v Plzni.

Odstranfme-li jmenovatele obdrzfme soustavu rovnic
1.) 22 —4y —az=0
2) y*— 4x—ay=0
a z nich odedtenim ' ,
?—y'+d@—y)—a@@—y=0 -
t. j. (x—y) @+y+4—a)=0.
Tomu lze vyhovéti bud pro 3) z — y = O neb pro 4.
x4 ¥+ 4— qg=0. .
Rovnice 3.) spojena s jednou z rovnic 1.), 2.) davd
=y, =a-+4
(Hodnota z — y = 0 nemd pro rovnice predloZené vyznamu).
Rovnice 4.) pak podobné& koteny ws 3, ¥s, 3.

Pan Jan Rov (VI r. v C. Budégjovicich) poznamendvd, Ze .
rovnice 1. 2. predstavuji paraboly, jak vidno z toho, uvedeme-li je

a\? a’
na tvar . (x—-——g—) =4 (y + W)

( a)? a?
) =sfer )
tak Ze se jedni o urceni prisectku téchto dvou parabol.

2.

Jsou déna ohniska F,, F, e]lipsy resp. hyperboly a libovolny
bod M na kkivece, budteZ ubly « —= < F,F\M, 8 = < F,
F, M; jest dokdzati relace pro ellipsu a hyperbolu (s_num
excentrlclta 2

B a
L—tg5tsg 5+t
a) & = ; b) &, = .
«_ B " @ B
tthgly o~y
_Karel Lerl.

Resent. Zaslal p, A. Hyska, VIL r. v Praze VII,

Pro ellipsu resp. hyperbolu plati F,M + MF, _2a, FF, F =2 -
~dle rovnic Cagnoliovych lze psati:

24*
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pro ellipsu

Fl—F; __e_—e_cos n-;ﬂ_.cos-;—— cos—f;——_‘sin g —g_—
F,M+MF, & “cos,a;ﬂ_cos%cos_g;ﬂm ;S,n%_
—1—'tg—;—tg—g
| 1+tg—;—tg—%’
pro hyperbolu ' ’
B TP s o s S
14— _Fn @ sina—;ﬂ sin.-g—cos%_cosg g
gty
gty

¢fmz uvedené vztahy jsdu dokdzany.

3.

V klinu rovinnych zreudel e, § nalézaji se body 4, B;
jest vésti z bodu A na rovinu d paprsek tak, aby po {plném
odrazu dopadal na rovinu 8 a zde odrdZel se do bodu B.

Karel Lerl.

"Reseni. Zaslal p. Ant. Dvordk, stud. VI r. v Telei
_ Paprsek odrazeny od roviny a musi prochdzeti bodem A’sou-
mérné sdruzenym podle roviny ¢ s bodem 4 a paprsek dopadajici na
rovinu 3 musi podobné& prochdzeti symmetricky polozenym bodem
B’ podle roviny 8 s bodem B. Tudiz spojnice A’B’ urcuje drihu
paprsku mezi obéma rovinami a prise¢iky jeji s rovinami «, § body
C resp. D jsou body dopadu. Dréha paprsku jest A BC'D. Prochazi-li
spojnice A’B’ prisecnici obou rovin zrcadel nebo neprotins-li je vibec,
neni zidaného reSeni. ' .

4. ,
Je-li ve ttytahelniku o strandch a, b, ¢, d a whlopttkach
e, f,et+y=R, 3+ 8=23R, pak plati vztah:
| @'+ . dp= (e |
Prof. Aat. Lochmann
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Resent. Cistetné dle p. Vojtécha Vikdra, stud. VIL r. g,
v Trenc¢iné.

Ze vztahG mezi vhly plyne cos y =sin «, cos § = — sin . -
Rozlozime-li dany c¢tyfihelnik vidy ve dva trejuhelniky, obdriime na
zdkladé v&ty cosinové

e? =a? 4 d? — 2ad cos &« = h% 4 ¢2 — 2b¢ sin «
fP=—ua%+4 b — 2ab cos f=1c* + d®+ 2cd sin §.

© Odtud lze urditi

2 2__" A2 2 2__ p?

1.) sin & = b +2cb ¢ , COS @ :a——_%%———c—
. c!l d!}_ 4 a!l bQ___ f2
2)sin  =— +26d—-—————f2, cos B = +2ab ! .

Na zdkladé vztahd sin? @ + cos?e =1, sin?B -+ cos? =1 do
staneme dv& rovnice, které lze snadnjm poctem uvésti na tvar

3.) De* — 24e* 4+ BC=0
&) Bft— 24f*+ CD =0,
kdezkladeno 4 = a%b%c?+ b2¢*d?4- c%d%a’+ d%a?b? B= a®b’+cd,
C=a%" 4+ d*»®% D=a%d% -+ b%"
Prvni z t&chto rovnic ndsobme f? a-druhou e? a odectéme
I dostaneme

(e**— C) (Bf*— Dc*) =0
odkudz plyne hledany vatah: ‘
‘ » e?f?—= C = a%%*+ b%d?
za predpokladu, ze druliy cinitel
Bf* — De?==0.

Abychom fo dok4zali, budeme uvazovati plochu P ¢tyrihelntku,
kterd musf byti kladn4.

I méme nejprvé .
P=AABD + ABCD-=1} (ad sin & 4 bc cos )

a uzijeme-li vyrazd 1.), obdrzfme '
P= A4 bge“ a Jeito P> 0, musi byti ) A > Det.

Jest viak téz
P=AABC+ ACDA =1} (ab sin 8 — cd cos: )
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a pomoci 2.) podobné

_ B4 Sy By
P = Tabed 2 tedy 6.) Bf?=> A.
Z 5.) a 6.) plyne pak Bf? = De®
Mimochodem uvidime :
Z obou vyrazii pro plochu P plyne vztah De* + Bf‘—'QA
Na zikladé nerovnic 3., 6 je z rovnic 3., 4. urceno e? a f%
jednoznacné -

—\Var— BCD P A+VA“ BCD

=
D B
p— V4% \/‘-1g " BCD
7 dabed
5.

Které thly vyhovuji rovnici \/3 = 4 sinz — tg x?

Prof. Ant. Lochmann.

Resent. Zaslal p. Bohumil VoZenilek, stud. VIL r. v Praze-ll.,
Jecnd ul. .
Jezto \/3 = tg 60°, lze psiti rovnici v tvaru

tg 60° 4+ tg x = 4 sin «x.
sin (« + B)
“cos « cos 8

zlomky, dostanem sin (60° 4- x) =4 sin x cos z cos 60°,
Jelikoz 2 sin @ cos @ = sin 2z, cos 60°=1, zjednodusf se
rovnice na tvar sin (60°--z) = sin .

‘ Pouzijme vzorce tgo - tgf = Odstranime li

Z toho plyne bud
2= 60° 4 360°. »

t . D z= 60°-L 360°.n
neb 22 = 180° — (60° + z) -+ 360° »
toj. o 32 =120° + 360°, x

. z= 40°+ 120°. %
(n"libovolné ¢fslo celé), ' ’

v mtervalu od 0° do 360° mame tedy resenf
400, 60° 1609, 280,

Ostatni i‘eseni pak dostaneme, pripocteme-li k témto hbovolné na-
sobky 360°, .
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‘ 6.
Nalézti dvojciferné ¢fslo, aby arithmeticky primér jeho
tslic byl o 1 vétsi geometrického priméru téchto islic.
Prof. Ant. Lochmann.

‘Resen i. Zaslal p. Bohumsl Voéenilek, stud. VIII. r, v Praze-IL.

Cislice hledaného ¢isla budtez z (prvni), y (druhd). Danou
podminku lze pak vyjadriti rovnici

dty)—1=Vay -
tedy 4y —2Voy =2, t.j. Vy—\o)=2
Odsud V- Va= V2, \y=Vz+ V&
: g/:m—l—ﬁigvga;

Aby bylo y raciondlnf, musi byti \2z cislo racionalni = u
t. j. 22 —=wu® Z toho je vidéti, Ze musi byti « sudé, u — 2v, tedy
@ = v? kdeZz v je celé ¢islo =0,

Bude pak y=2v*+2+ 4dv=2 (v 1). Jezto md bjti
1 =2=<9, obdrzime pro » podminku 1= 21}2<9 ¢emuz hovi
jen v — 1 2

Pri v =1 dostavime 2=2, y=0 neb 8,
pfi v = 2 dostdvdme jen x = 8, y = 2.

Dané tloze vyhovuji tedy ¢isla 20, 28, 82,

1.

Z plechového pdsu o 3fice a zhotoviti okap, aby jeho
prifezem byly 1.) rovnoramenny trOJuhelnik 2.) kruhové tsed
maximélniho obsahu

Prof. J. Kroupa.

‘Resenf. Zaslal p. Viadimir Mackda, stud. VIlb I, st. r.
v Brne, g

1. Pritez okapu je rovnoramenny trojihelnik o ramenech 1 «
Oznadme z thel rameny sevreny. Plocha toho trojuhelniku je tedy
1 a? sin x. Z pribéhu funkce sin z ihned poznivime, Ze maksi-

mum nastane pro ac:—%, t. j. kdyz je prirez trojihelnik pravoiuhly

roynoramenny.

2. Pritez okapu je use¢ kruhovi z kruhu o poloméru r a
uhlu stredovém 2 (v mire obloukové). Plocha té usede je pak
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1r%(x — sinx), délka oblouku a = rz, tak Ze pro plochu usece do-
r — sinz .

. stévime 1 a®

& — sin

x
—— v inter vallu

Nutno tedy uvazovati funkei f(x) = o

0 <2 <27 Zde je

2sing — 2 (14cosz) 2cos iz (2sinizx—2x cosiz)

)=

z3
2 cos 2z (x)
= a3
kdez klademe ¢ (r) =2 sin } x — z cos ; 2.
Pro funkei @(z) mime ¢'(x) =} « sin j x, tedy ¢’(x) > 0

pro 0 <<z << 2m, tak ze @(x) v onom mtervallu stale roste. Je pak
@(0)=0, tedy v onom intervallu ¢ (2 > 0.

Maze tedy f'(x) =0 v intervallu 0 << << 2z jen kdyz
cos 3 2=0, t.j. pii £ ==; piH tom cos } x tedy i f'(z) pte-
chazi od hodnot kladnych k zdpornym, t.j. pro 0<C z << 7z funkce

f(x) roste, pro # << & <« 27 f(x) klesd. tak ze skutedn& nastane
maksimum, Okap pak md za prirez pilkruznici.

8.

Jaks musi byti zdkladni hrana a vy$ka ctyFbokého jehlanu
_ pfimého s pravidelnou zdkladnou, aby jeho obsah byl maximdlni,
je li ddn jeho povrch P?

Prof. J. Ki oupa.

Resent Zaslal p. R. Kehdk, VIII. r. g. v Koling.

Obsah onoho jehlanu bude ¥ —1z%v, kdez v je strana zd-
kladny, » vyska. Ozna¢me A vysku poboc¢né stény, tak ze h =
=V 24 G +)% Pak je povrch jehlanu P=1x*-4 2z /= 2%

VP*—2Pa*

+ z \/4ev’2 + z%; odtud pak v = —y tak Zze ¥V =
=1VP(Pa* =255 V nabude nejs}étsi hodnoty, nabude-li: vjraz
pod odmocninou f ()= Px® — 2x* nejvetsf hodnoty. Zde je

f' (r) = 2Px — Bx® = 2x (P — 4x*). Z kofeni rovnice f' (z) =0,
totiz x =0, x_+‘VP mé zde vfznam jen x=3\/P. Jestq
f"(z) = 2P—241% a f" (1 P) <O nastdvé skutetne maksamum

VPakJev.:V P, h=2\P, V__ng.
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9.

Naleznéte geom. mfsto stfedii rovnostrannych trojihelnikd
vepsanych do dané ellipsy nebo hyperboly. Podejte konstrukei
takovych trojihelnikd !

'f‘ Prof. J. Pilndéek,

Resen{. Zaslal p. J. Kubelik, VIII r. v Ces. Budgjovicich.
- Uvazujme pripad elhpsy

'2
Elhpsa(l) s + 3/‘1 =1 protind se s libovolnou kruznici (2)

—p)2+(y — q)Q —r % obecné ve 4 bodech, jichz souradnice
(x, y,)y (25 ¥y, (x5 ¥5), (2, y4) vyhovujf soucasné rovnicfm 1.) a 2.)
Eliminacf y dostaneme k urCeni z rovnici 4. stupng

a2t +a P+ ay 2 +a; 24 a, =0,

kdez a, =a*—b% a, = — 4a?p.
Plati tedy pro soucet kofend této rovnice
- ‘ a 4a® .
x1+f’a+w3+x4:_‘“l:"g‘“‘zﬁp-~ )]
a, a” —
Podobné bychom nasli
452
Gttt htu=—cg—7t 4)

(Ostatné rovnici pro y a tento vjraz lze nalézli z onoho pri x
zaméstname-li spolu p.a ¢, @ a b))

Stred rovnostranného trojihelnfku je stredem kruznice opsané
a tézistém, Oznacime-li (p, @) soufadnice stredu, r polomér kruznice
opsané trojuhelnfku rovnostrannému, budou pro préseétky kruznice
opsané s ellipsou, z nichz tH (r, ¥,), (%, ¥,), (3 ;) jsou pravé
vreholy trojihelntku, platiti rovnice 3.), 4.) a vedle toho, ‘jezto stred
je zdroven tezistém

x, + 7y -2y, = 3p : (5)
Y +y2_+ya:3q _ (®)
Z rovnice 3.) a 5.) plyne 3p -} z, :%b—q p, tedy 7.)
a® 4 352
U e
: - 342
Podobné ze 4.) a6.) plyne 8) Y= e +l/3 q. Jetto bod

‘ (.v,, 7) lezf na ehpse, spliiuje rovnici 1) Tak dostaneme pro p, ¢
a* + 3b%\p 3u® +b:\q
)u” {

romlcl (m T ) bg—"' 1.
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Z toho vidime, ze geometncké misto stredd (p, q) rovnostran—

nych trojihelnikd vepsanjch do ellipsy 1.) je zase elllpsa + B = =1

a(a®— h? B_b(aﬁ—b“)
a* 436 7T a4 bt

Snadno lze dokdzati, ze pfi a > b je t62 A > B.

Konstrukei onéch trojiheluikd rovnostrannjch lze provésti takto:

Bod (2,, y,) lezi na ellipse 1.), tak Ze lze kldsti 9.) =z, =
= acos d, y, = b sin 0. Ze 7.), 8.) plyne x, = ap/4, y, = by/B,
tak ze 10.) p=Ad cosd, = — Asind. .

Vyjdeme-li od 4, lze podle 9.) snadno najiti (z,, y,) a z 10,)
p» @, odtud pak polomér kruznice opsané. Jeji priseky s ellipsou
jsou pak vrcholy trojuhelniku rovnostranného.

Pripad hyperboly dostaneme, piseme-lii — 4% misto % Geo-
metrickfm mistem stredd (p, ¢) trojihelnikéi rovnostrannych ve-

o poloosich A =

2 2
psanych do hyperboly bude obecné “hyperbola r_ 1 = 1, kdez

AT B
a(a“+b") b(a2+bY) . L e, @
[a? — b‘{ B= Ba®— b7 Pri a®=—3b"% b_V§ (Ghel

asymptot, v némz hyperhola lezi je 60° bude onim geom mistem
2\/”3'
Pri b2=3a% a=\/3 (thel asymptot, v némz hyperbola lezt

A=

(= — B?, coz je dvojice pfithek imagirnich ¢ — -+ 1 =+

je 120% bude onfm geom. mistem p“‘—A“ p= -_i—_ g col je

dvojice ptimek rovnob&inych s osou y.

10.

V kruznici %, dén pravodhly ,\ ABC. Osa pravého thlu
pii C stanovi na kruznici #, bod D. Spojnice: BD seée odvésnu
AC v bodé E. Kruznice , opsané, z bodu D jako stiedu polomérem
DE uriuje na odvésng AO jettd bod G a na odvéné BC body
F, H tak, ze plati vztah:

SN2, AT\ 2 .
() + (&) =7
- Prof. Eduard Pleva,” k

Regeni. Zaslal p. Jar. S}any’, stud. VIIL, 1. &, st. r. v Plzni.

‘ Resme pripad obecngjsf. Opisme z libovolného bodu D v roving
daného trojuhelntka pravoihlého kruznici o libovolném poloméru

§ o
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a oznacme priseciky jeji s odvésnou AC I, G, s odvésnou BC
F a H a dokazme, e plat{ obecns FC® + GH:—=A4DE?2

I mohou nastati dva pripady:

1. Kdyz E, G a F, H jsou na raznjch stranich vrcholu C, .
© jest ctyrihelnik ' F G H tetivovy, s uhloptickami k sobé kolmymi,
o ném? predloZend relace dokdzdna byla jiz ve XXVIII (XLIX) roc.
»Prilohy« (dloha 12. od téhoz autora).

2. Kdyz E, G a F, H jsou na téZe stran& vrcholu C, jest
ctyrihelntk 4 G F H tetivovy, se stranami E G a # H k sobé
kolmymi.

Vedme bodem D pramer £ M. Pak plati: E H® 4 H M* =
= EF* + FM? = 4r2,

" Ponévadi FH | EGaMG | EG jest MG || FH a proto
HM=FG, FM—=GH, natez EH*+ FG*=EF*+ GH*=
=4 DE2

Pripad treti, aby %, G byly na téze strané a F H na rdznych
stranich vrcholu (' a naopak, meni{ mozny.

Predlozend uloha jest zvldstni ptipad prvniho pripadu.

11.

Riznobézky «, b profaty jsou tfeti c, jez stanovi na a bod
A a na b bod B. Libovolnd ptitka d, rovnobéins s ¢ protini
a v bodu 4, b v bodu B,. Jaké geom misto uréuji priseéiky

kruZnic, opsanych nad prﬁméry AB,, A B?
Prof. Eduard Pleva,

Resen{. Zaslal p. Jiri Kist, stud. VIIL r. g. v.Domazlicich.
Prasecik roznobszek a, b budiz S. Kruznice opsani nad pra-
mérem A B, necht protne p¥mku @ v bodé @ a v bodé P. Protoze
BP|| B, @ 1 a, plati:
SA __ AB SP__ PB
4, 4,B; 8¢ @B,

Z podobnosti A\ APB a A\ 4,098, plyne:

AB _ PB
L : . QB
Proto S4 bP ,
g4, SQ eili SA.8Q = SP. S4,.

. Tato rovnice' znac¢i, Ze bod S md stejnou mocrost k ob&ma
‘krugnicim, ¢ili, lezf na jejich chorddle. A ponévadz strednd téch
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kruZnic je rovnobéind s ,pi‘in.lkoqu, jest jejich chorddla kolm4 na
- pt{mce C, tedy pevnd pro viechny kruznice a jest tedy hledanym
mistem geometrickym.

Jiné fegenf, Zaslal p. V. gpacek, stud VIL. r. v Hradci
Kralové.

Spustme z bodu A kolmici na pfimku / a oznaCme jeji patu A,,.
Kruznice nad pramérem AB, prochazi pak bodem 4. Pohybmeh
se tedy bod. B, po pfimce b, tvor{ kruznice ty svazek kruZnic pro-
chazejicich body 4 A,. Podobn& tvori kruznice nad promérem 4, B,
pohybuje-li se A, po A4 svazek kruznic jdoucich body B B,. Chor-
dila libovolné kruiZnice jednoho. svazku a jakékoliv kruznice druhého
svazku prochdzi tedy priisecikem primek 4 A, a B B,. Jde-li o kruz-
nice v tuloze uvaZované, je jich cetrila || A B, tedy chorddila | 4 B
a tedy pevnd. Tato prfmka je pak hledanym mistem geometrickym.
Vedeme-li ¢ prisedtkem S primek a, b, (tak ze A, i B, splynes.S),
shledime, Ze ono misto geometncké je kolmlce spusténa z bodu §
na prfmku c.

12.

Letos (r. 1920.) byla v tdnoru pétkrat nedéle; v kterych
letech tohoto stolet{ to bude opét.
R.

Resend. Zashl p. Jan Rov, stud. VII, r. v C. Budgjovicich.

V tnoru 1920 byla pétkrit nedele. Tento pripad mize zase
nastati, kdyz dnor md 29 dni, tedy v prestupném roce, a jen tehdy,
kdyz nedéle pripadne na prvntho tnora.

_ -Rak oby¢ejny md 365 dni, proto na totéz datum:v lednu a po-
¢dtkem nora nasledujictho roku pripadne jméno dne ndsledujiciho
(3656 = 52.7 4+ 1). Po roce prestupném . nastane posunuti o -dva
dni, tak Ze ve ctyrletf obsahujieim rok prestupny, tedy jisté uvnitt
jednoho stoleti, pét dnf,

Po 2 étytletich nastane posunutf o 10 dnf, t. 3 jezto 10 =17 4 3,
0 3 dni, po 3 ctyrletich o 8 dnfy t.j.01; po 4 0 6; po 5 o 11,
t.joo4; po6o09 tj o2 po7o7tJ datum zfstane ne-
zménéno. I vidim, Ze vraci  se tytéz dni v tydnu na totéz datum
v periodd 28 let, tak ze bude v tnoru pétkrat nedé!e v tomto sto- -
letf’ Jesté vr, 1948 a 1976

13.

- Které je geom misto stfedu podobnosti kruhd pi'islusnych
- Jednomu svazku s pevnym kruhem jinym: Provésti dxskusm

Prof J, Sch:mrr. e
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Reseni. Zaslal p. Viadimir Macki, stud. VIIb 1. st. v, v Brog. -
Svazek kruznic budiz definovin body (0, b), (0,—5), jimiz
vsechny kruznice z n&ho pochdzeji. Stredy jich lezi na ose . Usecka

sttedu budiz u, tak ze polomér je \/b“—{-—u“ Pevna kruznjce méj
stted (p, q), polomér r.

Jsou-li (. 7) soustrednice stredu pbdobnosn (vnéjstho neb
vnitfnihe), plati pro né

1)l_w——u' 2) b“«l-»u2 (x—u)+ 9y
Tq T p—u T @) —a9)
Hledané geometrické misto dostaneme vyloucenim .

Py —q \

Z 1)) vypocteme u —
) vyp ¢ v —q

a dosadime do 2.).
Po spnadné tpravé obdriime
3) b*(y— )" + (py—q2)* = r’y?,

tak ze hledané misto geometrické je kfivka stupné druhého.
Rovnici jeji mozno psati ve tvaru

@2t —2pqry + (O + p* — 1)yt — 207y + b*¢* = 0.

l. q — Py, 0 l
I bude | —pq, be4p2—1r2, —hY| = — b2q%?,
' Oa —b* °q, b* q-

coz bude == 0 pro b7z ﬂ, q=z]z0, rZ]z0. Jen v téchto pifpadech
obdrzime kuzeloseéky (nedegenerované)

q y T
—re b“+p —r
z Cehoz vidime, ze dostaneme pro r=> b hyperbolu, pro » = b para-
bolu, pro r <6 ellipsu (a to vzdy redlnou). )

Mozno vsak provésti diskussi na zikladé 3.). Odtud plyne

4) qxr =py iV(r”—hq) Yy 24 202 QJ?bQ 2,

Pro g=0 je ze 3. ihned plyne, ze nedostaneme kuzelosecku
viastnf,

Uvazujme tedy dale pripad, kdy ¢=20.

Ve 4.) lze odmocnéni provést, bude-li vjraz pod odmocninou
¢tvereem linedrni funkce, coz nastane, bude-li diskriminant té kvadra-
‘tické funkce b* <45 (r? — b“) = b%* roven nulle. Pak se zase ku-
Zelosecka rozpadd.

: Kuielosecku nedegenerovanou dostdvdme tedy pi‘l q:j:O ¥ :.*,:0

Dile je

= ¢*(W*— %),
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, Také je snadno vidéti, Ze pfi » > b dostdvime hyperbolu (vyfaz-
pod odmocninou je pro dosti velké y kladn§) pfi r=45 parabolu,
pfi r=10b ellipsu,

14,

Do pevného kruhu vepsdn lichob&Znfk s uwhlopfitkami
kolmymi -navzdjem a s jednim pevnym vrcholem. Které geom.
misto opife priselfk ramen a blopfitek?

Prof, J. Schuster.

Resent. Zaslal p. Jar. Slany, stud. VIL tr. I. ¢, st. r. v Plzni.
Onen lichob&znik bude rovnoramenny.

V kazdém rovnoramenném lichobé&zniku .jest AU=38 BU, kde
A, B, C, D jsou vrcholy a U prasectk thlopticek onoho licho-

bézmka. A ponévadZ v nasem pripads jest jests AU | BU, jest

v trojuhelntku AB/) stile obvodovy thel A BU=45° Rameno AD
jest tedy pro viechny mozné lichobé&iniky pevné (a rovmné strané
¢tverce vepsaného do kruznice — nebot ctverec jest také zvldstni
pfipad téchto lichob&inikéi) a proto geometrickym mistem présecikii

“ramen jest pfimka AB.
Protoze A\ AUD jest pravouhly, s pevnou preponou, jest geom.
mistem prise¢ikd uhlopticek krudnice opsané nad ramenem AD

Jjakozto primérem,
15.
- Setfsti fady:
z sin x + 9z sin 2z + 8.703 sin 3x + .
x cos x + 2x* cos 2« -+ 3x3 cos 3x +.

Dr Josef gtepanek

Reéeni Zaslal p. Zdenék Chlddek, kand. fil.
Rada Snan konvergu_]e patrné pro | z | << 1, tim spi§ budou

o=l
konvergovati fady mc" sin nx a Zn.z" cos na — oznadme je strucné

2, 2 — pro — l<az<l Uzljeme li vzored sin nr =
=sin (n — )z cos z 4 cos (n— 1) z sin » cos nz =
==cos (n — 1)z cos z.— sin (n— 1) z sin  na Jednothvé

¢leny nasich fad. snadno odvodime vztahy

1) 2, . (1 —zcosz) — 3, .xsxnxﬁSl.'
2) 2 .xsine + 2. (l—zcos2) =5,
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kde S, = 2" sin nx, S,= 27 cos na. Pongeme -li uvedenych
n=l1 n=1

vzorcd opétné na tyto rady ziskdme pro jich soudty vztahy

S, (1 —zcosx) —8,.zsinzr=—grsin z,
S,2 sin x4+ 8, (1 —x cos 2) = x cos z.

z sin z, S —  cos x — x?

'Z P —
nich obdrzime S =12 csata” =1 3zcosz L 2"

Z‘l.) a 2.) plyne

. v _ r(l—aYsina
5 =8 +255, = 1 -—2x cos x + z%)?’
z [(1 4 2% cos x — 27]
(1—2xcos +x")" ’

3, :1-—Sl‘z+ S2=

Znime-li soucty fad S, a S, mazeme ku vypoctu soudth X,
a X, pouZfti téz vztahi

ds, 1 . as, 1 .
R T a
jeZ snadno odvodime. . »
Jiné reseni. Zaslal p. Oldfich Burian, stud, VIL tr
L.-¢ r. v Plni,
szjgme-li jako drive oznaceni I, 3, bude
) 2=23+412 = xq + 22%* + 3233, ..... , kdez
kladem ¢ — cos 2 - ¢ sin x. Jest totiZ
cos nx - i sin na = (cos z 4 i sin x)" = g~

Z 1.) plyne ndsobenim xq.
2,) Zxq=12%" + 22"¢®. 3z¢* + ... ., odectenim pak 1.) a 2.)

T _ —_ 2,2 1 3,3 . x
S (1 —xyg) = xqg + 2% -+ 2% +""—1—.wq'

xq xq (1 — zq—)*

Je tedy 2= 1= xq)’ [ -xq) (1 - wl_l)Jn

Jest viak

A—zg) (1 —'xq“)-—l —z(q+q-)+ 22 =1— 2 cos z + x*
g1 —zg )= gq — 2 4 2% =
= (14 2*) cosx — 2w+ (1 — 2% sina. )

* Jmenovatel v 3 je reslny, tak ze lze ihned oddaliti cast redlnou
od ryze imagindrni a tak nalezti 3, a 3.
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SeBtl'OJitl rotaéni parabolmd dany dvéma body povrchu

2 086U 4 groloiitx témi body rovinu tak, aby paraboloid proﬁnaia :
v nejhez { ellipse (aneb v ellipse o daném poméru 08.) -

Prof. Ant, Bozels

Resen( Zaslal p. Erlebach Ja'n, stud. r. g ¥ Jxlemmcx &
.~ . Osa paraboloidu bud ¢ a dané body 4, B. Bod oto¢me kol_
0. do roviny urcené osou 0 a bodem 4 a dostaneme bod #’. Osou’

0 a body A, B’ urdena nyni parabola, jejiz rotact’ vznikne hIedany- 7
pax'abolmd '

Parabolu z osy o .a bodit 4, B’ moZno sestrojiti. rozné,  Se--
strojme body. 4,, B’, soumérné 'k 42 B ‘dle_osy o.- Dle vty -
Pascalovy moZno sestrojiti v bods 4 tednu, Jjezto zndme pét bodi
paraboly 4, B', B',, A, a iibémy bod osy o, ‘
. Jednodusep lze postupovati ndsledovné: Spojnice AB sete o
7 bodé P a ~spojnice AB’, sete ji v bode P, i jsou .ty body harmo-
nické vzhledem k parabole a proto vrehol V pal vzdalenost PP »
«.Z tohoto snddne uréime te¢nu a ohnisko,

Jiné teseni této.tlohy analyt geometm podal p- Jtm Nechutny, '
z-1, redlky v Plzni.

_Md-li rovina ¢ prochizejici body A B protinan 'paraboloxd.f‘

b

v ‘elhpse o daném poméru o8 d musf rovma. ta sviran $° TOVinou .
: kolmou k 0 lihel a, -pro né;i oS o =< b, jeZto ,pn‘imétem elllpsy na N

‘_,rovmu kﬁlmon ko je kruznice o poloméru 5. ‘Takové roviny Jée'u =

‘spojnici 4B ‘obecné dvé; ‘Kdyby ellipsa prﬁsedné méla bytx ne)hezéi
musilo. by a’ Qb’l a tedy o =45% -

9.

Sest;roﬁti rotaéni paraboloxd dany li ti body pov:rchnk :
2 vrchelové. ruvma teéna (na pi‘ pudorysna n)

udiez, A, B O body dan e poﬂ'chlx parabqlmdu
1 teé‘né‘ Prtgek roviny- Q=(4B80C) = Jparabolo@j
jez se-do 7 z pmmiui kolmo Jako krulmce»‘e Ro
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prochézejfei sttedem ellipsy e protind tuto v bodech D a E a plochu
v merididgnu parabolickém uréeném body D, E a vrcholovou te¢nu p?.

Analyticky d4 se snadno dokdzati, Ze geom. mistem ohnisek parabol
prochazepcich danym bodem na pf. D a majici spolednou teénu p
je opét parabola, jejimz ohniskem je bod D a vrcholovd te¢na p°.
Jezto stejné pro E dostaneme parabolu je v jich pruseciku ohnisko
merididnu, patrné uloha dvojznacna.

Jinak mozno urciti vrcholy V alV dvou parabol jdoucich
body D a E a majici v p? vrcholovou teénu tim, Ze urcime prd-
seclk P spojnice DE s p° a tu je PV®= P'V*= PD PE.
Viz ku pr, v XLVIL ro¢. t. ¢as. od Dr. V. Jarolimka: »Ctyri
tlohy o parabole<. Tento vztah prostorovou tvahou dokazuje p. A.
Hyska, stud, VII. ti. real. v Praze-VIIL. nisledovné: Z prisediku P
spojnice DE s vrcholovou te¢nou pZ opisme hledanému paraboloidu
kuzel, tu bude se tohoto dotykati podél ellipsy %, jez patrn& jde
vrcholem paraboloidu V' a jez se bude do sz promitati jako kruznice
k, o sitedu P a poloméru, jenZ se rovnd délce tecny z P ku kruz-

nici e,, jez je ptdorysem drive ‘urcené ellipsy e. Uloha patrng dvoj-
znaénd.

3.

Sestrojte klenec, ktery jest dén nejdeldf whlopFitkou 4G,
aby jeho hrana AB svirala s plidorysnou thel ¢ a 8 nérysnou
ahel f.

Prof. J. Kroupa.

Reseni. Zaslal p. Voitech Vikdr, st. r. g. v Tren¢ina.

Polohu strany AB dostaneme jako prisek kuzelovjch ploch
o spoletném vrcholu A takych, Ze jedna md odchylku e od rov. 7,

drubd § od rov. y. Uloba je mozni, jen kdyz a + ‘6<%

Klenec ur¢eny nejdelsi uhloprickou AC a polohou strany AB
sestrojfme takto: Stfedem S usecky AC vedeme rov. ¢ kolmou na

AC. Vyhledéme prisecnj bod R, =[AB x ¢] a sestrojime pravi-
delny sestithelntk vrov. ¢ danj vrcholem R, a stredem S [R, R, ... R,].

Prﬁseény bod B = [4R, x rov. B, R, G] je vrcholem klence, téz
= [GR, zrov. R, Ry A] i ostatni vrcholy dostaneme podobnym
zpﬁsobem
Jiné resenf klence padal p. Slany Jar, stud. I r. v Plzni.
V jedné treting dhlopricky AC sestrojme rovinu @ kolmou
k Z_C'—, v nfz jsou vrcholy B, D, E klence, tvorice roynostranny troj-

helnfk se sttedem v uhlopficce AC. Na zakladé rovnobéznosti hran
doplnfme snadno klenec.

25
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¢) Z fysiky.

1. ‘
Soustava tH spojnych totek, jeZ 1ze povazovati za nekoneéné
tenké, m4 krajni Eotky s ohniskovymi vzddlenostmi £, a f, ve

stdlé vzdjemné vzddlenoti D. Kam mezi né se musf vloZiti ¢otka
fy, aby soustava nabyla optické mohutnosti nejmenst a které?

Prof. J. Schuster.

Resen{ z ¢dsti dle Miloslava Nekoly, stud. VII. tr. 1. ces.
st. r. v Plzni.

Mezeru mezi obrazovym ohniskem F’, a predmétovfm F,
oznaéme z, podobné bud F', Fy —y, lak Ze

t+y=D—f —2—fs M)

Ohnisko F', m4 obraz druhou cockou vytvoreny F”,, tudiz je-li
obraz tohoto U ve treti ¢occe od F”, vzdilen o wu, plati

wy=1, @
a body F, a U jsou sdruZené.
Dopadé-li na prvni cocku paprsek rovnobézny s osou, vytvori
se druhou cockou obraz Z, vzddleny o ¢ od #,, tak, Ze

2=/}, ®

a temto vytvoM v tretf cocce obraz V, od I”, vzdileny o v dle
vztahu

. (y— 2)v={3,
z néhoz dle (3) .
- — 3 z
T ay— 1

Paprsek, ktery dopadne rovnobé&in& s osou na tret{ cocku, vy-
tvotl obraz W, vzdileny od F, o

w::——f;—y .
cy—/i
Ohniskova dilka celé soustavy se obdrif ze soméinu usedek
F W. U.V neboli _
- p=_1Y ( fiz _f_i)’,

Cay—fi\ey—ri ¥
‘s ¢ehoz po jednoduché dprave

1 __(@y—1)"
P e
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a jezto je system obecné kollektivni,

‘ | _zy—f
- =2 ()
F=Fhits @
Extremum tohoto vyrazu zivisi na hodnoté ry, jejiz Cinitelé
maji dle (1) stdly soucet. Jde tedy o extremni obsah obdélnika pri
daném obvodu, jenZ je maximem pro

xzy:lt_fﬁﬁé_fe,

Stted vzdalenosti obou vnitfnich ohnisek F”, a £, odpovidd
tedy maximu, jeZz tim prirozené hodnotou f, co do polohy neni
urdeno a md hodnotu:

i:(D_.fl — 1) (D "“fl _f3-4f2)
F A 1 1 '

Z toho plyne déle, Ze minima mohutnosti vzniknou, kdyz se
druhd cocka prilozi budto k prvni nebo tretf, pii demz jest

e=—(f,+ fz'), resp. ¥y = —(f; +./3)

a pak .
i=___ D(fx +fz) _“fzfa‘_:fafl —fl fa
¥ hhats ’

resp.

L__Do(fa‘{‘fn) “fq/s“'fafl_fn f,
B Fitats ’

Ovsem nejsou to minima odpovidajici nullovim prvnim deri-
vacfm, nybri nejmensi hodnoty daného intervallu.

Ostatné ve specielnim pripads, kdy xy = f;, md system tyz
ucinek co deska planparallelni, Je to zdroven bod, kde prechazi system
z kollektivnosti y dispersivnost.

2.

Na piistroji Feilitzschové méjte trubice nade rtuti objemy
a a b, jsouce otevieny. Pak obé& vzduchotésné uzavieme a zdvi-
hejme rameno B. Jak souvisi stoupdni rtuti v rameni 4 na tomto
zdvihéni ramene B, ptedpokliddme-li, Ze cely d&j jest dostatetnsd

pomaly, aby byl isothermicky ?
: Prof. J. Schuster.

Reseni. Zaslal p, Jar. Slang, stud. VIL tr. L ces. st. r,

v Plani. .
Zdvizeni ramene B o 2 zvysi hladinu v 4 o y, tak Ze objem
trubice 4 je pak @ —y a nasledkem stitého uhrnného objemu

26.
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rozepne se vzduch v B na objem § 4y, pri cemi ‘rozdil hladin
¢ini & — 2y, nebot stoupnuti rtuti v B je jen x — y.
Byl-li p pavodni tlak vzduchu v em Hg, je nynf tlak v 4

P a iy’ v B pak p 5 _I')_ m a jejich rozdfl din rozdflem slouped,
tedy
N 2
p(a—-y H—y)_ac v
nebo , 4
_ p(a—+b) 91
x‘y{m——ﬁ e+ tey

cot je hledany vatah.

3.

Co nastane spojime-li velmi tzkou trubitkou kulovou
bublinu z mydlinek poloméru R s drubou polom&ru » < R?
Jak bychom mohli z mé&feni pfetlaku uvnité bubliny urditi povr-
chové napéti mydlinkové vody?

Prof. J. Schuster.

Resent.

a) Pretlak uvnitf bubliny je roven ‘}RE, je-li F' povrchové na-

péti, je tedy v mensf bubling vé&tdf a nastane proud vzduchu do vétsi
bubliny, jejiz kone¢nj polomér x se pak uréi z rovnostl mnoZstvi
vzduchu,

Je-li ¢ hustota yzduchu za tlaku barometrického p, je hustota

jeho uvnitf bubliny 0‘{1 + ;—f{} a celé mnozstvi se urdi zndsobenim

objemem &R“. To vede k rovnici

ot L =a0 420t

Ta dovoluje z daného F pocitatic z, nebo méfenim x (na pr,
promitne-li se pokus na stinitko z obloukové lampy a spocitaji-li se
z méfénych rozmérd ,stindi poloméry bublin) naopak uréiti I7. Jesto

viak je pomér %—f—' fadu 3-2.107¢, smime resiti hornf rovnici priblizné
2
tak, ze za x® na pravo dosaadime (R3 - r%)*, coz da:

e=wt 4l o)
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Naopak F' déno linearng.

b) Kdybychom dvé& bubliny spojili s rameny spojitych nddob;
dal by pretlak A\ p k urceni napé&t{ [ rovnici:

Ap:w(;——%).

4.

Riznost specifickych tepel pro dvé litky se ukazuje diffe-
rencidlnim thermoskopem tak, Ze dva stejné tézké kusy ridznych
kovii zaht4té ve vodnf 14zni na 100°C ponofime do dvou nddobek,
které obsahuji stejnd mnozstvi 15°C vody. Kolik vody tfeba
vziti, aby rozdil mezi olovem a médi se jevil nejndpadnéji?

(Spec. teplo médi C, = 0-093, olova C, == 0-031).
Dr. Marian Haas.

Resil Jos. Slany, stud. VI t&. 1. ces. st. r. v Plzni.
Bud M hmota kazdého kovu, z mnozstvi vody., Dle smésova-
ciho zskona je vysledna teplota

__ 100 MC, + 15z MC,
’1—7‘;71&; =15+ 8 e
resp. =15-485 _1*_’[?”0

Vydetfuje se rozdil obou veli¢in, jehoz derivace di po annu-

lovdni :
C' (@ + MC)*=C, =+ MC))?,
z ¢ehoZ po vylouceni ziporného kofenu
z= M\T G,
Pro méd a olovo obdrzime:

= M\/0093.0 031 = M.0-0537.
Rozdil teplot je pak:

VC VC'- \_@___ 85 (2 — \/3)=22°8 C
STV e AT VD=
5.

Po stfefe délky s a sklonu « k horizontdle vali se bez
smykéni plnd koule polom&ru R. Jakd jest jeji daldf drdba pii
-pddu se stfechy (volném) s vysky A? V jaké vzddlenosti od
domu dopadne na horizontdln{ pidu?
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Jak by tomu bylo, kdybychom kouli nahradili plnym vdlcem
téze hmoty M?

Moment setrvatnosti koule o poloméru R jest %/, MR?,
vdlce o polomé&ru » pak ?/,Mr®.
‘ R.

Regenf. Zaslal p. Jar. Slany, stud, VIL tr. I ces, st, r.
v Plzni.

Nehledi-li se ke treni a odporu vzduchu, je price, vykonani
pti pédu podél strechy, rovna souctu energie postupniho a rotacniho
pohybu, tak Ze ndsledkem vztahu v — Ru, je-li £ B polomér setrvac-

nosli, platf
2g s sin @ = v2 (1L + k9),

z dehoz — gq_ssina'
14 k2"
g e 2 10 )
Pro kouli je 1—_-*_-70;—77—, pro vilec 5

Citame-li pak y doli kladné, plati pro dalsi drahu
y=vitsna-Llgt? x=vitcosa,
a rovnice jejf zni:
2
Y=ot o 20" cos?
v2 cos’ ¢

9

coz je parabola o parametru p = —, s vrcholem v bodé

———‘visin'*l a, — »” sin?
2 , % o)
Ve hloubce & dopadne téleso ve vzddlenosti horizontlaf

—vsina 4 \/gv2sin2a-2gh
=5 .

=vcosa
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f. 1—5; panové: Jaroslav Miksch, stud. VI.b r. v Brng, d.: 1, 3;
Jan Mikulidek, stud. VHI. g. v Prerové, m.: 1, 2, 3, 6; Vlia-
dimir Najman, stud. VII. r. v Plzni, m.: 1, 2, 3, 58, 10, 11.
13, 14, d.: 1-3, f: 2, 3, 4, 5; Jan Nechuiny, stud. VIL r.’
v Plzni, m.: 1—8, 10—15, d.: 1—3; Miloslav Nekola, stad. VII,
r. v Plzni, m.: 1, 2, 8, 5, 6, 7, 8, 10—15, d.: 1-3, f: 1-5;
Frantisek Novotny, stud. V1. g. ve* Vysokém Myjté, m.: 7, 8, 12;
Josef Pavel, stud. VIL r. v Plzni, m.: 1—3, 6—8, 10—14, d.
1—3; Ol iz‘echman, stud, VIL r. ¥ Plzni, m.: 1—10, 12, 15;
Jan Prodiek, stud. VHI. g. v Hradei Krdlové, m.: 1, 2, 5, 6, 7,
8, 12; Frantilek Rieger, stud. VI b r. v Praze II[, m.: 6; Jun
Rovw, stud. VIL r. v C. Budgjovicich, m.: 1, 2, 4—9, 1215, d.:
13, f: 1—5; Rudolf Rychly, stud. v Cachoting, m.: 1-3,
5—7a, 8, 10, 11, 12, 14; Rudolf Rehdk, stud. VIL r. g v Ko-
ling, m.: 2, 4 7a, 8, 10, 12, 14;. V. Santholzer, stud. VH. r.
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v Pardubicich, m.: 1—3, 5, 7, 8, 11, 13, 14, d.: 1, 2, f: 1, 5;
Jaroslav Slany, stud. VII. r. v Plzni, m.: 1—8, 10—15, d.: 1—3,
f. 1—5; V. Smola#, stud. VIIL r. g. v Brandyse n./L., m.: 1—14;
Ladislay Suchdnek, stud. VH, r. v ML, Boleslavi, m.: 1, 5, 6, 8,
10, d.: 2; B

" 0L. Spagek, stud. ze Smitic, m: 1—15, d: 1—3; Josef
Tikal, stud. VL. r. v Novém Mésté na Morave, m.: 1, 6, 12; Fran-
tiSek Vdvra, stud. VIL r. ve Vel. Meziti¢i, m.: 1, 3, 5, 6, 7, 10, 14;
Vojtéch Vikdr, stud. VH. r. g. v Trenéiné na Slovensku, m,: 1—8,
10—14, d.: 1—3, £.: 1-5; Jan Vokas, stud. VI. g. Vyséké Myto,
m.: 6, 12; Bohumil VoZenilek, stud. VI r. v Praze v Jethé ul,
m.: 1, 5, 6, 7, 8, 12; Bohuslav Weidner, stud. 1V. g. v Hradci
Krélové, m.: 1-3, 5, 7, 8, 14; FrantiSek Zivny, stud. VIIL r.
g. v Nachods, m: 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12,

Udéleni cen.

Redakce tloh, prihlizejic nejen k poctu, ale i k jakosti reseni,
pfisoudila témto reditelim ceny, vypsané vyborem »Jednoty ceskych
mathematikd a fysikd.«

Z mathematiky:

Ceny prvni. Panové: Oldrich Burian, stud. VIL L. r. v Plzni.
A. Hyska, stud, VIL r, v Praze VII. — Vliadimér Mackd, stud.
VIIb I. r. v Bmé. — Jar. Slany, stud. VIL. L r. v Plzni, —
Ol. Spadek, stud, Smirice 203.

Ceny druhé. Pénové: Jaroslav Lev Kubelik, stud. VIL r.
v Ces. Budéjovicich. — Jiri Kust, stud. VIIL. r. g. v Domailicich.
E. Ldsek, stud. VII. r. v Praze 1II. — Jan Nechutny, stud. VIIL.
I. r. v Plzni. — Miloslav Nekola,-stud. VIL. I. r. v Plni. —
Jan Rov, stud. VIL r. v Ces. Budgjovicich. — V. Smola#, stud.
VIIL. r. g. v Brandyse n. L. — Vojtech Vikdr, stud, VIIL r. g.
v Trenéiné.

Z deskriptivni geometrie.

Ceny prvni. Pdnové: Jan Erlebach, stud. r. g. v Jilemnici.
A. Hyska, stud. VI. r. v Praze VII. — Oldf¥ich Burian, stud.
I r. v Plzni. : _

* Ceny druhé. Pénové: Jar. Slang, 1. r. v Plzni. — Jan Rov,

VIL r. v Ces. Budéjovicich. — Jan Nechutny, 1. r. v Plzni.

Z fysiky:
_Ceny obdrzi: Pinové: Jar. Slany, Mil. Nekola, J. Kubelik,
Jan Rov. . :

Z fondu Jaromira Marese:

Cény obdrzf: Panové: Jar. Lev Kubelik, z VIL r. v Ces,
Budsgjovicich. — Viadimir Mackd, z 1. r. v Brne.
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