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GASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

O Jedne tiidé funkeci spoptych

* - Vojtéch Jarnik.
(Doslo 8. ledna 1934.)

Tento &lanek je psdn tak, aby jej mohl &isti kazdy &tenaf,
znaly zakladu diferencidlniho poétu; prosim proto zkusSenéjsiho
dtenafe za prominuti, bude-li se mu vyklad zdati zbyteéné obsuny
Ukolem jeho jest, seznimiti &tenife na dvou jednoduchych pti-
kladech s jednou metodou funkcionédlni analysy, kterd se v posled-
nich letech osvéddila pii mnoha podobnych otazkich. Tato metoda
spoéwa, na teorii bodovych mnoZstvi v ,,prostorech® obecné&jsich,
neZ jsou prostory, vysetfované v klasické geometrii; v tomto .
éldnku budeme potrebovatl zéklady teorie _t. zv. metrickych
prostori. Ctenad¥ nemusi z této teorie nic znéti; viechno, co budu
v dal§im potfebovati, odvozuji v §2 (tnv;alm pomocnou vétu,
jiZz je vénovan § 1, uvddim zvli$té jenom proto, abych nemusil
prerulovati myslenkovy pochod v §2). V § 3 — jenz tvoii hlavni
&ast tohoto ¢lanku — uvddim jednu aplikaci zminéné metody;
abych ukazal &tenafi, jak rozmanité jsou problémy, pii nichZ lze
této metody pouziti, uvidim v § 4 jesté jednu aplikaci (podotykam,
Ze obsah § 4 neni puvodm — blizéi viz v §4). O jaké otdzky jde
a jak Vypada jejich - fefeni, vyloZim podrobnéji na zaéitku §3
a § 4, az budeme miti piipraveny potifebné pojmy..

Poznédmka. (Pnpo]ena 24. ledna 1934.) Véty paragrafu 3 budou
uvedeny — v jiné souvislosti — téZ v pojednén{ Uber stetige Abbildiingen
-der Strecke, je¥.mé vyjiti v Monatshefte fiir Mathematik und Physik.

§L Pbinccné véta.

‘Jsou-li x(t), y(t) dvé funkce proménné ¢, spojité vAlntervalu
[0 1] ) oznaéme znakem - g(x(t), y(t)) cislo. x(t) —y(t) |-

- 1) [a, b] znadf mno¥stvi- véech &isel ¢, pro né%. plati a<t<Z b; (a,b)
zna&i mnoZstvi viech &isel ¢, pro n&% plati a < ¢ < b. V oznadeni, tyka,,]lcim
se teorie mno¥stvi, pfidriuji se jinak knihy K. Petr, Polet integrélni, -
2. vyd., str. 667-=662 (tyto stréanky lze éisu nezévisle na ostatnim textu). -
Mimo to zavadim je$t toto oznadent: a ¢ A zhamené: ,,a je prvkem mnoz-
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— Pomocnﬁ vita 1. Jsou-li funkece x,(t), Xs(t), X4(t), . . . spojité
v intervalu [0, 1] a lze-li ke kazdému kladnému & nalézti &islo 7,

tak, %e pro viechna n > n, jest o(xXa(t), x,,,(t)) < 0, potom existuje
funkce x(t), spojitd v intervalu [0, 1] ta,kova, Ze hm g(x,,(t), x(t)) = 0.

Dukaz: Z predpokladu plyne, Ze posloupnost X, (2), X,(2), -
je v intervalu [0, 1] stejnomérné konvergentni. Tedy funkce
x(t) = lim x,,(t) je spojité v intervalu [0, 1]. Ze stejnomérné konver-

gence plyne ke kazdému & > 0 lze nalézti n, takové, Ze pro viechna
% > mg a pro viechna ¢ intervalu [0, 1] plati | xa(¢) — x(¢) | < 6;
tedy je téZ o(xa(?), X(¢)) < d pro vSechna n > n,, jak bylo dokdzati.

! § 2. Metrické prostory.

I. Budiz E mno#stvi; budiz kaZdému paru z, y prvki z R
piifazeno urdité ¢&islo o(z, y). Potom nazyvame R metrickym
prostorem, jestlize &islo o(x, y) ma tyto vlastnosti:?) :

1. Je-li ¢ R, jest g(x, ) = 0.

2. Je-li zéR, ye R, x & y, jest go(x, y) = po(y, ) > 0.

3. Jeli zeR, yeR, zeR, jest p(x,2) Loz, y) + oy, 2)-

Prvky metrického prostoru R nazyvame téz body; &fslo
o(%;, y) nazyvame vzddlenosti bodu x, y.

II. Budiz R metricky prostor; budiz Xy, &3, . . . posloupnost
bodii z R. Ex1stu3e-h bod z ¢ R takovy, ze hm g(x,,, x) = 0, fikdme,

~ %e posloupnost z,, z,, . . . je konvergentni a bod z nazyvame jeit
limitou (znadka lim x,, = z).%)
7= o® .

- III. Budi# ,, ,, . .. posloupnost bodi 'metrického prostoru
R; jestlize ke kazdému kladnému &islu é existuje é&islo n, tak, Ze
pro viechna n > m, jest g(xs, xs,) < 4, nazyvidme posloupnost
y, &y, - . . fundamentdlnt poslotipnosti. Kazdé konvergentni po-
‘ sloupnost bodﬁ z R je fundamenté,lni 4. ale fundamentélni po-

stvi A (pismena. ¢ neufivém jinak ne# v tomto smyslu).. Znakem 0 zna.éim

. jednak nulu, jednak mno¥stvi prézdné; ze souvislosti je vid,y jasno, o ktery .

pFipad jde, takle nedorozuméni je vylonéeﬂo

: - ). Podminky 1, 2, 3 je mo¥no nahraditi’ ekvivalentnfmi podminkami, -
je# jsou formaind ponékud jednodusi; viz t¥eba E. Cech, PHspévek k teorii .
dimense, Casopis 62(1933), str. 277—391 (viz zv14&ts str. 280—281, odst. 5).

: -.-3) Takové ‘pogloupnost mie miti ne;vyée Jednu limitu; nebot jeli--
Lim p(2n, z) = 0, hm 9(‘”»»” =0, je podie ‘ez, ¥) ; o(z, zn) + e(zn, ¥)

;;owkddé 7, tedy (z, y) =0, ted z'=y. -
© %) Nebot: p»h hm e(x,., z) = 0 Ize ke katdému & > 0 naléztl u. tak,

.“ .!_:pioﬂzﬂomt e(w».m)<id pron>nose tedy e(wn,mm)se(z»,wH
ew, »




sloupnost nemusf{ bytl vidy konvergentnf Jestlize vé’alc Icazda
fundamentdint posloupnost bodd z R je Iconvergentni nazyvame
prostor R iplnym. -

IV, Pro nds bude dulez1ty tento piiklad metrického prostoru
Oznaéme znakem C mnoZstvi viech redlnych funkef jedné reélné
proménné, definovanych' a spojitych v intervalu [0, 1]. Je:li
x(t) e C, y(t) ¢ O, kladme p(x(t), y(t)) = Max | x(t) —y(t) | . Vlast-
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-mnosti I1a I 2 jsou zfejmé splnény, vlastnost I3 plyne takto: Je-li -

x(t)eC, yt)eC, z(t)eC a jeli 0St<1, jest |x(t) —z(t) | <
S Ix@—y@) |+ |30 —2@) | < ex®), y@) + oly), z(),

2 tehoi o(x(), 2) < e(x(t), y() T oly(), a0). Jo tedy C me: |

tricky prostor a z pomocné vety (§ 1) plyne ihned, Ze C jest
dplny metricky prostor.®)

V. Budiz R opét libovolny metrlcky prostor. Je-h ze R
ar > 0, potom mnoZstvi véech bodi prostoru &, jez majf od bodu &
vzdalenost mensi nez r, budeme nazyvati kouh (prostoru R) nebo
uréltép kouli (prqstoru R) o stfedu « a poloméru .9)

V1. Budiz R metricky prostor; mnoZstvi M ¢ R nazjvime

nekustym, jestlize ke kaZzdé kouli K prostoru R exxstu]e koule K’
tak, ze K;"C K, K'M = 0. (Na pf. mnpoZstvi prazdné je nehusté.)

Je-li M nehusté a N' C M, je zfejmé i N nehusté, nebot z K'M = 0

plyne K'N = 0. Mnostvi M CR na,zyvé,me -mnoistvim proni
kategorie, exxstu]e -li posloupnost mnoZstvi . nehustj'ch M, M,

M . tak, Ze M —-Z M,. Mnozstvi nehusté (a tedy specidlné

mnozstvi prazdné) ]e ovsem prvni kategorie, nebot M = M 4 |

+ M+ ... Jei M prvni kategorle a M CM, je. ovéem i M

@

prvni ka,tegone nebot ze vztahu M= ZM » plyne M _2 M'M,.

© =l -,,nsl.'

MnoZstvi M C R ]ez neni prvm j&ategome nazyvame mnozstmm'

druhé kategorw Mnoistvi druhé kategorie je tedy vidy neprézdné.

Je-i MCRa je- -li B — M prvnf kategorie, nazyvé se M residuel.).
Je-li My, M,, ... koneind nebo nelconecna 'posloupnost ‘mno¥stit
prvm kategone ye ] M1 + My 4 My + . mnoéstvi prvni Icate

‘) ‘Pismenem C budeme vidy znaditi tento prostor Jedtd jednodudéi
ptiklad iiplndho prostoru je n-rozmdrny cartézsky prostor (viz Petr, Pobet.

integrahii, 2. vyd., str. 692 a-nésl.), jej% viak nebudemd . tkebovati.

$) St¥ed a polomér koule nemus{ byti jednozna&né uren; ma -p¥..

skl4d4-li se prostor R ze dvou bodit a, b, prondk: g(a, b) = 1, jekoule v stfedua

& polomé&ru 2 totoiné. 8 kouli o stfedu b a poloméru 2 qté! 8 kouli C) stiedu b .. _

a polom¥ri 3~ - ..

o NJei M C M’ C Ra je- 1i M reeuduel jo- tim upﬁe M' resxduel -
neboc R M je prvni ka.begone a tedy tim ept&e "R—M AC_;R‘-—-M.;. :

. -
R

7
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O

gorie: nebot je- 1 M,,——z M,m, kde Mpn ]sou nehustd, je ZM =
=1
-—2 M, a nehustd mnozstvi Mi, lze srovnatl v posloupnost.

_ kn

Obdobné: Je-li N,, N,, ... konetnd nebo nekoneind posloupnost
" residueli, je © N;.N,.N;... residuel. Nebot RBR—N,.N,.

. N —Z R — Na) je mnozstw prvni kategorle, jeito R — N,

jsou mnozstv1 prvni kategorie.

VII. Budzz R nepmzdny uplny prostor; potom R je druhé
kategorie.

Dukaz Budiz ACR hbovolne mnozstvi prvm kategorie, '

t. j. A —Z My, kde M, jsou hehustd. Madme dokazatl, e A £ R,
=1

t. . Ze ex1stuJe aspoll jedno x ¢ R — A -
. Zvolme libovolnou kouli K®); ta ma néjaky stied z, a polomér
7o > 0. Zavedeme posloupnost kouli K, K;, K,, ... takto: je-li

koule K, (o stfedu z, a poloméru r,) pro urélte cele n >0 defi-
novana oznaéme znakem K’', kouli o stfedu- T B poloméru

1
va (%r,., ﬂ—i), |
- strojme tak, Ze Kuy1 C K'n, Kny1M,+1=0.9) Pro n >m>0je ziejms
Ko C K'na tedy o(2a, @m) < Min (fr

kouli Kn+1 (o stiedu zn41 a polomeru Tni1) Se-

1
m +7
Zy; g, J . je ziejmé' fundamentaln{; jezto R je tplné, existuje x e R
tak Ze hm Tp = . Pro n>m=>0 jest o(x, zm) < g(x,,, Tm) +

—}— o(%n, x) < lrm + Q(x,,,, x} Tedy g(x Tm) < %rm -+ hm g(x,,, x) =

= Ity < rp. Tedy jest xsKm pro vSechna m > 0 tedv (jezto
KiMy =.0) x nepatrl k zadnemu My, tedy. xeR -4, ]ak
"bylo dokézati. - ’

Disledek. Budiz R nepmzdny uplny prostor budiz M C R
residuel; potom je M druhé kategone (@ tedy M =+ 0). Nebot R — M
je prvni kategorie; kdyby i M bylo prvm kategorle bylo by i B =
=M + (R— M) prvni kategorle, coZ Je ve sporu s vétou prave

‘ dokazanou

). Tedy posloupnost

R i '8) Jde vesmés o koule prostoru R. Jeito R :}: 0 emstu_]e aspon Jedna
ko e,
T ') To lze, je¥to Mn+1 je nehusté

. 1' .

o
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§ 3. Hlavni véta.

Budeme se nyni zabyvati prostorem C. Je-li x(¢) ¢ C, potom
nabyva spojita funkce x(¢) v intervalu [0, 1] alespon pro jednu

hodnotu ¢ své maximalni hodnoty Max x(t) a rovnéz své minimalni
0=t<
hodnoty Min x(¢). Ponévadz x(t) je spopta v [0, 1], nabyva x(t)

o<t=1
v intervalu [0, 1] téZ kaZzdé hodnoty, leZici mezi hodnotou maxi-
malni a minimélni. DokdZeme nyni, Ze existuje residuel 4 takovy,
Ze kazda funkce x(t) e A (t. j. tedy kazda funkce spojita v [0, 1],
vyjma nékteré funkce, jez tvofi dohromady mnoZstvi prvni kate-
goric) mé tyto vlastnosti: 1. Funkce x(¢) nabyva své maximélni
(a téZ své minimalni) hodnoty v intervalu [0, 1] jen.pro jednu
hodnotu ¢. 2. Naproti tomu nabyva funkce x(¢) kazdé hodnoty y,
lezici mezt jeji maximdlni a minimélni hodnotou, . pro nekonetné
mnoho hodnot £.1°) Piipometime, Ze C je neprazdny aplny prostor,
takZe residuel 4 je neprazdny; t. j. existuje skuteéné aspon jedna
funkce x(¢) & C, ktera ma vlastnosti 1. a 2. Vysledky, o nichZ jsem
prévé mluvil, vyslovime podrobné v téchto tfech vétich, jez
v na,sledupcnn dokazeme:

Véta 1. Budii A, mnoZstvi onéch funkci x(t) e C jez majt tuto
vlastnost: existuje jen jedna hodnota ¢e[0, 1], pro kterow plati
x(t) = Max x(7). Tvrdim: 4, je residuel.

0=r=1

Véta 2. Budis A, mnoZstvi onéch funkct x(t) ¢ C, jeZ maji tuto
vlastnost: existuje ]en jedna hodnota te[0, 1], pro kterou platt
x(¢) = Min x(7). Tvrdim: A, je residuel.

0=<r=1

Véta 3. BudiZ A, mnoZstvi onéch funkci x(¢) e C, jeZ majh

ndsledujici vlastnost: je-li- 0 <a<p<1 a jeli Minx(r)<y<

a=1=§8

<Max x(7), potom existuje nekonetnd mnoho hodnot ¢ e [a, B],

pro néz plati x(t) = y. Tvrdim: A je residuel.11) .
Poznamka. Polozme A = 4, . 4, . 4,; 4 je tedy téZ residuel;
t. j. také ty funkce x(t) ¢ C, jez maji soucasné viechny -vlastnosti,
vyslovené ve vété prvni, druhé i tietf, tvoff residuel (a tedy mnoz-
stvi neprazdné). '
Pristupme nyn{ k dikazim. Pfipomindm predevéim znamou
vétu Welerstrassovu“) Je-li x(t) spojitd v intervalu [0, 1} a je-li

10) Misto této vlastnosti dokdZeme ve v&t8- 3 vlustnost joStd ostiejsi.

1) To je ono zostfeni, o n¥m¥ jsem mluvil v posledni poznémce pod
Garou; specielnd pro a = 0, f# = 1 dostévéme pravs vlastnost. 2, o niZ tehdy
byla fel. _

12) Viz ti‘eba K Petr, Podet 1ntegré,1ni 2. vyd. (1931), str 332/
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6 > 0, potom ex1stu]e (realny) polynom w(2)13) tak, zZe pro véechna.
te [0 1] plat{ | x(#)—w(t)| <6
Poznamene)me jesté: je-li w(t) polynom, pak existuje &islo

.p>0tak ze pro 0 <t <t' <1 platf w_(ttz_tw(t)

totiz poloZiti p = Max | w (t) | + 1; nebot potom jest podle véty

w(t ) w(t)
' —t

Téchto dVOu poznamek budeme stéle pouZivati.

Dikaz véty 1. Je-li n >1,n celé, oznadme znakem D,, mnoz-
stvi onéch funkoi x(t) ¢ C, jez maji tuto vlastnost existuji dvé
hodnoty t,, t, takové, ze platl

0K <t S ty— 8> 1/n, x(4) = x(tz) = Max x(‘r)

< p. Stadi

.osti'edmhodnoté —-]w(ﬁ)[<p, kdezt<19»<t.

Je patrno funkce x(t) eC patri aspon k ]ednomu mnozstvi
Dy, tehdy a ]en tehdy, nabyva-li x(¢) sve maximalni hodnoty

v mtervalu [0 1] asponi dva,krate ili platiz D, = C — A;. Mdme

n=2
' tedy dokazatl Ze mnoistviz D, je prvm ‘kategorie; k tomu stadi

dokézati, %e mnozstvi D, ]sou nehusts. Budiz tedy n celé, n > 1;

budii K libovolné koule prostoru C; mame sestrojiti kouli K

takovou,ze K' (. K, K'D, = 0. Budi% v(t) stfed a r polomér koule

. K. Budi% #,¢ [0, 1] jedna z hodnot, pro kterou v(t,) = Max v(z).
. . 0 0=t<1

De'fimijme fmikci Z(t) takto: pro ¢ < -to ——2i a pro ¢ > to —]—
. + on budJi z(t) = 0; pro ¢ = #, budi z(t) = 1gr v mtervalu [to

21 1 ] a rovnéi v mtervahl [t,,, to + — budli z(t) hnearni
Budxz K koule 0 stredu v(t) ~+ z{t) a o poloméru }r Budlz x(t) e K, i .
t . x(t) = v(t) 4 z(t) + f(t), kde &(¢) e C, Ma.x | &@) | < §r; ‘mime

st=1
dokézatl pfedné -2e x(t) & K, za druhé Je x(t) ¢ C — Dy. Pfedeviim
0L ¢ 1 jest | X(t) — V() l < }r + &, tedy téZ g(x(t),;
v(t)) <7, t.edy X(i) 6 - "
i 8) Vo funkce jtmérme- zd jako funkes;  defi vanévmte-_f
u*[()f 13 Thn "i-tehdy pj(g-ii pﬁvmzing fun?xce w(‘c)e def?nl::r)tfna t¥eba p:o
chria

¢ (ng pF. jé-li w(t) polynor), beru v tivahu pouze jeji hodnoty pro .
1( « inezup dodateén‘é jeji deﬁméni obor na mterval [0 1.7
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- Za drubé: pro t = ¢, jest x(t,) = v(t) + I+ &k) > v(ty) +
+ 4r, kdeito pro 0<t< 1, [t—t | > 1/2n jest x(¢) = v(f) +
+ E(t) < V() + ¥ ¥unkce x(t) muie tedy v intervalu [0, 1]

1
nabyvati svého maxima jen v bodech intervalu (to — 517—1,’ to + 0— on)

jeho# délka jest prave 1/n; tedy x(t) nepatif k Dy, jak bylo dokazati.
Diikaz v&ty 2. neni tfeba provadéti, jeito je zcela obdobny
dikazu véty 1.

Diikaz véty 3. je ponekud sloZit&jdi. UkéZi napied, Ze véta
3. je disledkem této pomocné véty:

Pomocni vita 2. Budif 0 < o < B 1. Znakem Aq,p oznaime
mnoZstvi onéch funkei x(t) € C, je% maji tuto vlastnost: je- h Mm x(t) <

<y < Ma\c x(t) potom, existuje nekoneéné mmnoho hodnot te [, ﬂ],

pro né’z plati x(t) = y. Tordim: Aqp je residuel.

Predpokladejme, Ze pomocna véta 2. je spravnd. Vsechny
intervaly [e, 8], kde e, 8 jsou raciondlnf éfsla, 0< e <f<1,
lze srovnatl v posloupnost [, B1], [@g Bsl, . . . Polotme B =

= II A%pn, B je residuel (nebot A,,u 5, Jsou resxduely podle
n=l

pomocné véty 2). Budlz x(t)e B, budiz 0< e < f <1, budiz

Min x(¢) < y < Ma,x x(t). JeZto raciondlni &isla leii viude hustd

ast=<p =)
a jeito x(t) je spopta. v [0, 1], existuje celé n > 0 tak, Ze plati
e <an < Pn<B, me()<y<Maxx(t) Jeito x(t)eA

ap=t=8, . ap=t=f,
emstu]e v intervalu [an, fs] — a-tedy tim spiSe v intervalu [a, f] —

nekonednd mnoho hodnot ¢, pro né% jest x(f) = y. Tedy jest

X(t) € Ag; tedy ]est B( A4, tedy jest také A, residuel, jak bylo

dokézati. Zbyva nam tedy provésti: ,

Ditkaz pomocené v¥ty 2. Budiz 0<a <8< 1 budlz n celé,

n > 1. Oznadme znakem K, mnozstvi onéch Funkef 'X(¢) € C, jez

maﬁ tuto vlastnost Emstu]a aspoii jedna hodnota. ye (Mm x(t) 4-

ast=8

By,

Na<t<p
méné nez n-krate.

Zre;mé ]est Z E’,. = 0 Aa,,u), stadf tedy doké.za,tl, de -
— ‘_ . on=2 :
). Nebot: je- 1 pl‘edné x(t) & En -pro néJa.ké n. ;e Jisté x(t) & 0—-«4@/}

Bt;d:z za druhé x(z) & 0 Aa,p, to znamené exlstuje y & (Mm x(t), 1'5{?’; x(t)) A

+ , Max x(f) — —) které funkce x(t) nabyva v mtervalu [a, fl
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mnozstvi B, jsou nehustd. Budiz tedy » > 1, » celé; budiz K libo-
volng koule prostoru C o stiedu v(¢) a poloméru ». Mame sestrojiti
kouli K' tak, Ze jest K'C K, K'E,, = 0. :
Existuje predevsim polynom w(t) takovy, Ze Max | w(t) —
0o=t=1 -
—v(t) | < ir. Existuje dale &éislo p > 0 tak, %e pro vSechny
hodnoty ¢, ¢, vyhovujiei vztahum 0<t <t <1, plati nerovnost
w(t') — w(t) y
———— | < p. Polozme

' —t
o = Min ( -}r) (1)
zvolme sudé &islo m > 0 tak velké, Ze plati
n -+ 2 n -+ 2 L
p <p—ua, P < 1o (2)

Definujme funkei z(t) takto:
z(%) = 0 pro s sudé, 0 < s < m;

z(%) =0 pro s liché, 1 <s<m—1;
z(t) je linearni v kaZdém intervalu
sim <t<(s+ 1))m (s=0,1,2,...,m—1).
Budiz K’ koule o-sttedu w(t) + z(¢) a poloméru o. Dokizeme,
Ze plati K'C K, K'E, = 0. BudiZ tedy x(¢) ¢ K', to jest x(t) =
= w(t) + z(t) + &(t), &) eC, Max | &(t) | < o; mame dokézati,
0=t=1
ze x(t) e K, x(t) ¢ C — E,.
Predné jest pro 0 <t <1 [podle (1)]
[x(@) —v@®) ST wE) —v@) | + [z0) | + [EO) | <
<y +o+io<r,
tedy x(t) ¢ K. Za druhé: budiz
1
Min x(¢) + < y < Max x(t) — —; (3)
ast=§8 es<t=p n’
tak, Ze funkce x(¢) nenabyva hodnoty y v intervalu [a, ] nekone&nd mnoho-
krét; potofn viak pro dostatednd velké = plati, %e y¢ (Mlltl x(¢) + %,

1
Max x(¢) — ;) a Ze funkce x(¢) nabyvé hodnoty y v intervalu [a, f] méns
ast=<p

neZ n-krat; tedy x(t) ¢ Bn pro dosti velké n.
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méme dokézati, Ze existuje # hodnot &, 4, ..., 1, takovych, %e
et <t <...<th<f, x(t)=y pro t=12,...,n To
dokézeme takto: z (3) plyne

Minw(t) —o— 40— }o 4 1—1’<y—-},‘—0 < Maxw(t)+ 0 + fo—

azit=<p as=t=p
1
— 10— -
a tedy podle (1)
' Min w(t) < y — }0 < Max w(t); (4)
. est=p ast=§
existuje tedy aspoil jedna hodnota ?, tak, ze plati
a<lt< B wt)=y—}o. (5)
Podle. (2) existuje interval [7;, 7,] takovy, Ze
Tz_len:;% e ST SHhS TSP . (6)

Nasledkem (6) existuje sudé @islo s (0 <s < m) takové, Ze

11 2

body S8 2 + - T ™ 1ot vesmés v intervalu AR
m m m m

Pisme (s +i)/m =u; (¢ =0, 1, ,m). Pro sudé i (0<i<n) je

tedy z(u;) = 0 a tedy [podle (2 (5) (6)]
X(ws) = w(w) + &) < Wt + | w — tol P+ 30 =
L sv+ P p e < wit) + o=y
kdezto pro lichés (1 <1 < ﬁ) je z(u;) = o a tedy [podle (2), (5), (6)]
X(w) = w(w) + o + f(ua)>W(to)— lw—tlp+o— o=

2
gw(to)_“n—l— p+z‘>w(to)+§°'—y

Jezto uy < u, < Uy < ..o < Up & JeZto X(u;) < y pro sudé 7
a x(ul) > y pro liché ¢, plyne ze spojitosti funkee x(t), Ze ex1stu]e n

hodnot ¢, t,, ..., tak ze plati
a§u0<t1<u1<t2<u2<t3< <un_1<tn<u,.<ﬂ,
X(k) =y prot=1,2,...,mn, ’

jak bylo dokézati.

§ 4. O spojitych funkei bez derivace.

Abych Stenéfi- ukdzal, jak rozmamté jsou aplikace metody,
kterou jsme v predeflém paragrafu ob]asmh na Jednom jedno- -

'



-

T

* duchém. ptiklads, provedu zde podobnou metodou dikaz nasle-
_dujicf véty: '

- Yéta 4. BudiZ P mnoZstvi onéch funkci x(t) ¢ C, jeZ maji aspor
pro jednu hodnotu t € (0, 1) koneénou derivacs. Tvrdim: P je mnostvi
pront kategorie.

Pozndmka 1. Mnoistvi ‘onéch funkci x(t) e C, jet nemaji
konednou derivaci v Zddném bod& te (0, 1), jest tedy residuel -
(a tedy mnozstvi neprazdné). Existuje tedy funkce spojita v inter-
valu [0, 1], jez nem4 koneénou derivaci v Z4dném vnitinim bod&
tohoto intervalu. Existence takovych funkei byla dokéazdna jiZ
dévno (Weierstrass) a sice tak, Ze se takova funkce piimo zkonstru-
ovala. Zde mame jiny, velmi jednoduchy dikaz této véty,; pii emz
nenf nutno takovou funkei skuteéné konstruovati.

Poznimka 2. Jak jsem jiZz v Gtvodu podotkl, neni tento paragraf
pivodnf. Vétu 4, ba dokonce vétu o néco ostiejsi, dokdzali Mazur-
kiewicz a Banach. 18) Diikaz, ktery zde provadim, pochaz{ v hlavnich
rysech od Banacha.

Ditkaz véty 4. BudiZz n > 2, n celé; budiz P, mnoistvi on&ch
funkef x(t) ¢ C, jez maji tuto vlastnost: existuje a,spoﬁ jedno
le —:; 1 —_712- takové, Ze mnerovnost M)E(i) <n je
* splnéna pro viechny hodnoty h, hovici nerovnostem 0<|h|< 1/n.
de-li x(t) ¢ P, existuje asporn Jedna hodnota ¢, ¢ (0, 1) ‘tak, ze x(t)
mé v bodé ¢, konednou derivaci. Pro dosti velké n jest pak ]1sté i

toe[l -1 (to+k) X(to)

> 1— —| a nerovnost < n jest spinéna

pro vechna A, pro nés plati O <|A | < l/n, t.j. pro dosti.velké n
jest x(t) e Py.

Tedy Jest P C Z P, a stadf tedy doké,zatl Ze mnozstw P,j ]sou ‘

fn==3
nehusta .Budi tedy n celd, n > 2 a budiz K libovolna koule
prostoru C o stiedu v(t) a poloméru r. Mame sestrojiti kouli K’ tak,
" %e platf K’ K, K'P, = 0. Sestrojme polynom w(f) takovy, Ze
]est Max{v(t)—w(t) | < 4r; budiz p> 0 tak voleno, %e pro -

véec}my hodnoty L, splﬁu]ici vztahy 0 <t < ¢ < 1, plati ne-

- 18y Mazurkiewicz, Sur les fonetions non dénva,bles, Studia mathem.,
I (1931), str. 92—94; Banach, Uber die Bairesche Klasse gewisser
Funktlcmenmengen ‘Studia mathem. ITI (1931), str. 174—179. Dali vy-
“gledky v tomto smdru: Auerbach-Banach, Uber die Héldersche Bedin- .
%:g Studxa. mathem. IIT (1931), str. 180——-184~ S8aks, On the functions of -
ieovitch in the space of continuous functzons, ‘Fundamenta mathem.. 19
(1932), str. 211<-219; Jarnik, Uber die Differenzierbarkeit stetlger Fm1ktxo
ZE‘undamenta mathem. 21 (1933), str. 48—58. . -
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: ¢y —w(t) | - :
rovnost .- VL(JT;V(-) l < p. Volme gsudé &islo m > 0 tak, Ze
1 1 r o '
Rg;,m.i—é>p+n, . : (7)

a definujme funkei z(t) takto:
z(s/m) = 0 pro s sudé, 0 <s < m;
z(s/m) = }r pro s liché, 1 <s<m —
z(t) ]e linearni v kazdém intervalu
s/m<t<(s+l)/m (s=0,1,2,...,m—1).
Budiz K’ koule o stfedu w(¢) + z(t) a poloméru 575 dokazeme
¢ K'CK, K'P,=0.
Budiz tedy x(¢f) ¢ K', t. j.

X(t) = wt) + 2(0) + £(0), £0) ¢ O, Max | £() | < .

Méme dokazati, Ze plati x(f) ¢ K, x(t) ¢ C — P,. -
Pro 0t <1 jest . o
| x(t) — v(t) .S [w() — v | 4 [z@) | + | &0) | <
<Ir+ it <,
1

tedy x(t) e K Za, ‘druhé: je-li t kterékoliv &islo intervalu —1- 1— w )

emstu]e jisté Sslo h takové, Ze plati 0 < | 3 | < 1/m, | z(t + k) —
—z(¢) | > 4r. Pro toto A tedy plati podle (7) prednd 0 < [A] S

< 1/n a za druhé
, » X(h%h)——i(t_)]>

L2t + ) — () | — [ Wit + B) — wit) | — | &+ W) — £0) |
, | R] : .

1 Y " 1 ) A

> iy — 21 h| =) =y Tg—P2mG—p>n

>

a tedy jest x(t) & C-— Phy.
~ Sur une classe de fonctions conﬁnues. ]
' (Extra.lt de l’article précédent)

- Dans cet article — de caractére plutét informatif — l’auteur.
demontre (optre quelques résultats connus) le théoréme ‘suivant

( § 3éme)

-
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C étant V’espace de- toutes les fonctions réelles x(t), continues
dans Yintervalle (fermé) [0, 1] (avec la définition -usuelle de la
distance), il existe un résiduel 4 C C tel que toute fonction x(t) ¢ 4
jouisse des propriétés suivantes: ‘

1. Il n’existe qu’une seule valeur 7 ¢ [0, 1] telle que x(z) =
= Max x(¢). ' ‘

0=t=<1
2. De méme pour Min au lieu de Max.
3. Au contraire, a, 8, y étant des nombres quelconques tels que
0<e< <1, Minx(t) < y < Max x(¢),
- T axst=p . esi=4
I’équation x(¢) = y est satisfaite pour une infinité de valeurs

te[e, Bl
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