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Dva vzbrce pro krychlovy obsah étyrsténu.

(Podéva G. BlaZek.)

Mezi vzdélenosti dvou pffmek v prostoru a rozméry étyr-
sténu panuje zajimavd souvislost, jiz lze, jak ndsleduje, zcela
vSeobecné dokdzati.

Budte?

T—% _ Y—y _ 2—2

b — c =r

§—& _n—m _ E—& __ @
« T f — y —°
rovnice dvou pifmek P a II, z nichZ prvni, vedeni bodem
C, (zy, ¥y, #,), uzavird s osami pravodhlé soustavy @hly, jichz
kosinusy jsou a., b, ¢, druhd, obsahujici bod Iy (£, 7, &),
tvoif s osami uhly kosinust «, 8, y. Jak zndmo, jsou tedy
v téchto rovnicich objevujfci se veliiny vdzdny rovnicemi
a*F o242 =1,
a2+ﬂ2+ 72: ,
(z—a)+ G —n)+e—gr=r @
E—&)*+w—m)+E—54)=¢"
a jest dile

a

ae+ b - ¢y = cosgp, - (6))
znamend-li ¢ Ghel pifmek P a IT.

Nejkrat$f mezi P a IT vedend pifmka stoji kolmo na obou
pifmkach; mé-li tedy s prvni bod (z, y, ), s druhou bod (¢, #, £)
spoleény, panuji vymineéné rovnice

a@—E&+bly—mn-+cl—§=0,
e@—8+BY—m+rE—E§H=0;
viadfme-li do nich za rozdfly soufadnic 2z (1) plynouci hodnoty
x—E=x,—§ +ar—ag,
y—n=t —m+br—po, @
z2—E=% —{ +cr—ye,
obdri{me, majice zfetel k rovnicfm (2) a (3),
a@,—&)+o@—mn)+cl —&)+r—ecosp=0,
a@ —&)+B8{ — )+ (& —&)+rcosg—o=0,
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a z téchto rovnic pak
rsin®g = (2, — &) (¢ cos 9 — a) - (y, —n,) (B cos p — b) -
—+ (2, — &) (¥ cos 9 —¢),
osin® 9= (2, — &) (e — acos ¢) (y — n,) (B — b cos 9) 4
+ (5,— &) (v —c cos ).
Polozime-li konecné hodnoty veliin » a ¢ do rovnic (4),
najdeme
z,— &, 0

?/1'—,7711 bsﬁ
z—§ _ y—n __ z2—f |5 —&, 06| _ R
by—ef ~ ce—ay ~ aff —ba sinZo ~ sing '

v ¢emz znemend R hledanou nejkratsi vzddlenost ptimek P a IT.

Je-li dile pifmka P vedena bodem drubym C, (z,, ¥,, 2,),
ptimka II bodem I3, (§,, 7%, &), a poloZime-li vzdilenost
C,C, =n, INI; = ¢y, pak jest o

Th—% Y=Y _ 25H—2 —y
a - b T ¢ -b
51—§z_i1_f’72__§1—§2_
« 8 gy %

Vtadime-li kone&né z téchto rovnic plynoucf hodnoty veliin
a, b, ¢, e, B, y do predchdzejictho determinantu a nazveme-li
4 krychlovy obsah tetraédru C,C,II,, pak najdeme snadno

z— & #y— @, & — 4
o Rsimg=|y, — My Y — Yoy N — N | = 64.
#—8 s —2,5—6

Krychlovy obsah clyrsténu dd se tedy vyjddiite 3estym
dilem soudinu dvow hran protilehlyjch se sinusem sklonu jejich
a nejkratsi vaddlenosti obou.

Poucku tuto, jiz ddvno znimou, dokézal analytickym spl-
sobem Grumert*), oviem na zikladé zvlastnf polohy soustavy
soufadnic, ¢imZ vzorce se stanou kratS$imi avSak nesoumérnymi.
V novéjsf dobé zandSel se se stejnym predmétem Giinther **),
jenZ na konci pojedndni svého uvadi déikaz poucky, pochazejic
od prof. Kleina, jak tvrdf nejkratsf.

¥) Grumert ,Analytischer Beweis eines bekannten Satzes vom Inhalte
des Tetraeders.“ Grunert’s Archiv, T. 45, p. 67.
*) Gunther ,Einfacher Beweis eines Satzes vom Tetraederinhalte.*
Grunert’s Archiv, T. 56. p. 25.
18
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Poslednf tuto vlastnost bych vSak piisoudil ndsledujfcimu
dikazu elementirnimu.

" Ctyrstén C,C,I, I, (obr. 31) d4 se vidy doplniti na troj-
boky hranol C,C,C,II,I;, jehoZ ttetim dilem jest, sestroji-li
‘se C,CGH NI, I,I1CC,, a utvoif-li se rovnobéinik
C,C,ILT;.

Vyska hranolu jest zdroven vzdélenost{ hran C,C, a IT,
tedy R, tdhel C,C,C, tGhlem piimek C,C, a I|I;, tedy ¢;
z téchto pi{¢in mime

4= % R. :010203= —(15_ R.C,C,.C0Csing = —(17 Bry, sin @.

Mimochodem budiZ poukizéno k tomu, Ze podobnj ndzor
vede k jednoduchému vyjadieni krychlového obsahu ctyrsténu
pomoc{ nejkratifch vzddlenosti /R,, R,, R, hran protilehljch
a ahld 4,, 4,, 4,, jez tyto mezi sebou uzavirajf.

Nebot kazdy cétyrstén C,C,INT, (obr. 32) lze také vyobra-
ziti co Sesty dil rovnobéZnosténu C,C,C,C,II,I,T, jehoZ ro-
viny rovhobéZné maji vzddlenosti R,, R,, R, a tvoif mezi sebou
thly 4,, 4;, 4;; zcela elementirni poutky sferické trigono-
metrie vedou nds k vysledku, Ze poloZi-li se

28 = 4, {4, + 4,,

Im= “—i— (1 — cos®4, —- cos®*A, — cos*A, — 2 cos 4, cos A, cos A,)

= — ¢0s S cos (S — 4,) cos (S — 4,) cos (S — 4,),
obsah krychlovy rovnobéZnosténu jest

_ BB, R,
A=V
Z toho plynouci vzorec
4= 'Rl'R2'R3
- 12VIr

fesf tedy svrchu naznaleny tkol.
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