Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

FrantiSek Graf

O jistém systému isothermickych ploch kuzelovych a jemu na zékladé
stereografické projekce odpovidajicim potencidlu rovinném

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 39 (1910), No. 3, 275--282

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/122983

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1910

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/122983
http://project.dml.cz

275

() jistém systému isothermickych ploch kuZelovych
a jemu na zakladé stereografické projekce odpo-

vidajicim potencidlu rovinném.
Napsal Ph. Dr. Frantiek Graf v Praze.

K dané piimce v prostoru sestrojime vzhledem ke kouli
o stiedu O a poloméru 1 sdruZenou poldru. Jsou-li P; (z; y; 2))

=1, 2 prisetiky dané pfimky s koulf, protindi sdruZen& po-
lala ploahu tuto v bodech II; (& 7: &), danych rovnicemi:

f,=a1% +i w2,
1,2

2 cos? %

pa— o ma|
kde i=\ —1 a (y2) znati determinant { Yy 2y | B obdobné

pro n,, a &,. Déle znadi s dhel sméri OP, a OF,. Pak lze
piimku P, P, téZz definovati co osu svazu rovin: .
E, +pE=0,
Ei=¢tx 4 ny 4+ te— 1 =0,
pii temZ, jak zfejmo, E; znati poldrni rovinu bodu IT;. Analo-
gicky jest pfimka 17,11, osou svazu rovin:
E, 4+ AE, =0,
. E —xz§+yﬂ7+z1§_1—0
a E Jest ‘polérni rovinou bodu P; Parametry 1 a « lze inter-
pretovati jako pomér vzddlenosti od zdkladnich rovin, ndsobeny
libovolnou stdlou. Protneme-li kouli O rovinou 4 a poloZime-li

povstalym kruhem kuZel, jehoZz vrchol nalézé se ve stiedu koule,
bude rovnice jeho:

lz__xxl_'-yyl ”z|_sz+y +za
xxy, + Yy, + 27, — qu + y* 4 2*
a analogickou rovnici obdrzfme pro kuZe] prochdzejici priisekem
roviny g s koulf O.

Ptipojime-li k tomu systém ploch kulovych:
v=\FFPF A=,

19*
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jest soustava Auv orthogonilni, nebof jest:

94 dp , 94 Op + 04 p

EX) 3x+'()y T 2 Dz—o

Ze ostatnd 1 a u representuji kuzele, poznime ihned, utinime-li
je raciondlnfmi; jsou homogenni a Euleriv theorem pro prvnf
derivace nenf nic jiného neZ differencidlni rovnice ploch kuze-
lovych. Jedn4 se nyni o to, zda soustavy A=1c a g = ¢ jsou
isothermickymi. Dle kriteria Lamé-ova:

av 1TV a’V 4
dl‘q?}?_ ? + IR + 922

ar [V '()V w
(3;) +(a—y) +(W) ~
vyplyvé pro parametr A:

r (x,a:2 + 1Y + 5|52) - (El -+ 1) — 4 (E2 + 1) + Ar
A+ [r—(Ey+ 1) — 2(E 4 1| 4 A [(2, 22+ 919, + 2, 2) +4]
a jest tedy tento vyraz jisté pouhou funkef parametru 4, je-li

%y + Yy + 212, =1,

coz znalf, Ze body P,, P, na kouli koinciduji, jich spojnice je
tetnou koule. Konjugovand poléra jest ddna tetnou v témze bods,
stojicf na prvé kolmo. Nez parametr A nehodi se vice k naSemu
udelu, stdvdf se veli¢inou stdlou, nebof zdkladni roviny svazu
jsou identické. Predstavme si tedy, Ze bod P, blizi se bodu P,
na kouli urtitym smérem. ProloZme touto tetnou a bodem O
rovinu s Ghly ocklonu «,8,7, & volme tuto a rovinu teinou
v bodé P, za zékladni dtvary nového svazu. Svaz rovin g md
pak za osu tetnu o sméru «,fB,7, arovnice téchto novych svazi
Jjsou*

qz4+ Byt neti @ty e — D= A+ Ti=0,
Bz 4 (yz)y + (ay) 2+ p (@2, + Yy, + 22, —1) = B+ Tp =0,
Prolozime-li priseky rovin téchto s kouli kuzele s vrcholem O,
isou tyto ddny rovnicemi:

A B

Y =r—aFy *Sy—a@TD
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a oba systémy jsou isothermické. Volime-li za parametr velitinu 4,
sezndme, Ze 44 =0 a tudiz

V=ci+4 .
Nds oviem nejvice zajimd pribéh ploch equipotencidlnich aneb

spdd potencidlu ve smérn silokfivek. Znatf-li » normédlu ku-
Zele 4, bude

24 dv\ /{24 \* AV IV\?
=V (&) (%)
_CcA _ «c
T4 T reose’
je-li @ thel mezi privoditem » pohyblivého bodu a danym
smérem @,f,7,. Tato jednoduchd rovnice poudf nds o singula-
ritdéch potencidlu V.
Chei jen krétce uvésti, ze tento systém ploch 1ze téz ob-
drzeti z rovnice potencidlu, psané v soufadnicich poldrnich, ne-
zévisi-li 7 od privodite. V tomto piipadé jest totiz: -

YV |, TV
T TR

T=rsindcospy=—rsindsing, z=rcosd,
=lgtg >
P=191 5

a dosadime-li za V funkei komplexni proménné:
Ceo +iv,

znatf reelni ¢dst jeden systém kuzeld, kdeZto koefficient imagi-
ndrni jednotky dd soustavu orthogondlni.

PonévadZ poloha bodu P, jest irrelevantni pro vSeobecnost
na§i uvahy ndsledkem naprosté symmetrie koule, volme

n=—14y=5=0=§=0 n=1L1

Pak jest:

T=—(@+41), 4=z B=—y,
__* e
A_r—|-as’ =¥

oV _ ez 1 ch

m — r4z  rcos(rZ) = T cos (rZ)
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a pro plochu koule:
4

Sezndme tedy, co znamend 4 pro uréity kuZel; tato posledni
rovnice znadf svaz paprski v roviné X7 se sttedem P, (— 1, 0),
1 jest tangenta odklonu roviny 4 k roviné XY a kuZel 2 pro-
chdzi prisekem této roviny s kouli. Otoenim rovin 4 kol osy
X o % vzniknou roviny g.

V&echny plochy kuzelové dotykaji se vzdjemné dle po-
vrchové piimky O, y — — o= a jich spoleénym vrcholem jest
stted koule O. Potencidl V neni reguldrni funkef v nekoneinu;
mluvime-li 0 nekone¢nu ve smyslu zrcadleni na kouli jako o je-
diném bodu, lze fici, Zze funkce V md v bodé O a v nekonetnu
podstatné singuldrni body, ve kterych nabyvi vSech hrodnot
mezi + o=. K tomu pfistupuje singulirni piimka O, y = — o=;
podél celé této ptimky neni ¥V funkei jednoznatnou. Stanovime-li
viak, Ze kaZdému sméru v prostoru odpovidi bod nekonetné
vzdélené roviny, zistdvd ¥V v bodé O a v nekonetnu funkef
jednoznatnou, blizime-li se k témto bodim na nékteré z =*
povrchovych piimek, vyjma singuldrni piimku S. Jak pro ne-
konetné velké, tak pro nekoneéné malé r plyne totiz z rovnice
pro 4

A= —

14

a jest tedy tato limita urditou.

x
r

Pro bod singuldrni pifmky S nabyvid V jen tehdy urtité
hodnoty, bliZzime-li se mu na plasti urcitého kuzele. Protind-li
v8ak kfivka, kterou opisuje pohyblivy baod, plochy kuzelové,
miiZeme i pruseku této kfivky s 8 piidruziti dle zdkona konti-
nuity hodnotu + <, jezto kuzel + == prochdzi timto bhodem:
blizi-li se v8ak pohyblivy bod danému bodu piimky S smérem
opatnym, mé téZ nekonelnd limita opatné znaménko. Pohyh na
piimce S vede v kazdém bodé k limit& neurtité.
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Co se prvni derivace potencidlu dle normdly tyce, jest
tato ’
c
Py
tedy nekonetnou prvého iidu pro nekonetné malé r, coZ je
samoziejmo, jeito se zde vSechny plochy setkdvaji, totéz plati
pro piimku S, kde 9% stivd se téz nekoneéné malym. V kazdém-

V
jiném bodé prostoru zdstivd %; urtitym a kone¢nym.

Pozorujme nyni rovinny potencidl, nileZejicf k jednomu'
z obou orthogondlnich systémi kruhd, jez vznikaji stereografickou
projekef kruhéi 4 a g na rovinu XY a nic v piipadé prvém,
kde body P, a P, nekoinciduji. Bodu P; odpovidd v roviné XY
bod X;, Y; bodu II; pak 5, H, Substituci stereografické pro-
jekee obdrzime:
zl’_l(X—Xl)2+(Y—Y|)2 .
22——1(X——X2)’+(Y-—-Y2)2 )
§1 —1 (X—El)z + (Y— Hl)’
L—1 X —5)+ (Y — H)
a uzijeme-li opét pro rovinu malych pismen a konstanty po--
jmeme do parametrii: : :
G —e)+ @ —y) @ —E)+—n)
@ —23)* + (¥ — )" @ — &)+ (y—mn)’
Prvni rovnice znati systém krubd s nullovymi body
P, (z,y,) & P, (2yy,),
drubd pak jich orthogonalni trajektorie s nullovymi body

11, (§,m,) & Iy (§;7,).
Relace mezi soufadnicemi objevi se pro rovinu ve formé:

xZ X, . -_ _. Xy — X
§|a="1“j2r_"2i-@y"‘l""'y2 "712=y1 ;-yz-i—" 1 5 2

1

A= —

l‘» —

w

a jsou obapolné vzhledem k dvojicim ziy; a &%s; nullové kruhy
svazku jednoho jsou zdkladnimi body svazku druhého. Tento
vztah bodd nullovych a zdkladnich odpovidd tudiz prisekim
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sdruzenych poldr na kouli. Volime-li opét 4 a n za parametry,
obdrzime na zfkladé Lamé-ova Kkriteria:

U=Clgi4 C V=Dlgp+ D,
kde C a D zpadf konstanty a AU —= 4V = 0; lze tedy vy-

razy tyto interpretovati jako koefficienty reelni a imagindrni
jednotky jisté funkce komplexni proménné z = z -} ¢y. Tvofi-

me-li na pf. g—g a integrujeme Cdstetné dle y, obdriime cyklo-

metrickou funkei, totiz arc g, ve kterou mozno vSak V" lehce

promeéniti; rozlozime-li titatele a jmenovatele zlomku g v kom-

plexni faktory a vyjddiime-li, coZz lze nadmiru snadno, & a n;

soufadnicemi z; a y;, sezndme, Ze
w=U+iV= lg-—- :‘,

- polozime-li =D =1, # =2 + ty;; w jest ovSem urleno

aZ na additivni konstantu.

Jsouli U a V potencidly rychlosti dvou konjugovanych
stationdrnich proudd v rovingé XY*) a jsou-li body P reelni, mi
v t&chto bodech proud V =— ¢ prameny, jichz vydatnost ddna
je residuem téchto bodd, délenym ¢, tedy + 27. Proud sdru-
Zeny md zde pak body virové.

Tyto body jsou opét podstatnymi singularitami potenclalu
V, ktery stdvd se funkei jednoznainou, usneseme-li, Ze pohyb-
livy bod nesmi piekroéiti jisté fezy v roviné XY ku pt. spoj-
nici P, P,, ¢imz odstranfme mnohoznatnost této funkce nd-
sledkem periodicity. Jinak bychom musili ve smyslu Rieman-
nové nad rovinou z supraponovati nekone¢né mnoho listi plochy.
Pohyb uvedeny jest dostatetné zndm z hydrodynamiky, proteZ
se jim nechceme déle zabyvati.

Tézeme se opét, co stane se s potencidly U a V, sply-
nou-li body P, a P,. Parametry stanou se opét nepotrebnyml
Piéeme-li-—vsak w ve formé integrdlu:

dz
) o= ) (F— )

*) Cf. F. Klein, Uber Riemanns Theorie der algebraischen Functionen,
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jest to Abeliv integrdl tfetiho druhu vedeny dle kfivky
—(g—2,)(2—72,)=0
(w znali zde koordinatu) kterd jest rodu nulltého; pro vie-

obecnou kiivku f(we, 2#) = 0 zni totiz integrdl tietfho druhu
s log. nekonetnostmi v bodech 2, a z, ve form& nehomogenni:

a2 Qn—o __ dz
of [w, wew| J w?
w 2, 2z, 2

1111

kde » jest exponent rovnice v homogenni formé a ¢ — O pro-
chdzi singuldrnfmi body; zde v3ak redukuje se na stdlou. BliZi-li
se bod 2z, bodu z,, stdvd se z rovnice sekanty, jeZ objevije se
ve jmenovateli co determinant, rovnice tetny a z integrilu
logarithmického algebraicky integrdl rodu drubého, totiz

a polozime-li ¢ = — 2a, 2, = 0:
U—_2a% — —2ay
R R

Radius kruhu U jest %—; oznacime-li tedy vzdalenost bodu

roviny od stiedu piisluiného kruhu », bude

U=+ i.
r
Logarithmicky potencidl U rovni se tudiZz Newtonovu po-
tencidlu hmoty a ve sttedu pohyblivého kruhu; v nekoneénu
je U funkei reguldrni. Stfed koordinat jest opét podstatnou
singularitou a spad potencidlu obna:

on — r*
Kdybychom mohli realisovati rovnovdhu fluida, jeZ pod-

léhd zdkonu potencidlu rovinného ve stavu rovnovdhy, musili
-bychom ovSem povrch rovinného konduktoru utvofit ze dvou
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kruhii U, jichz stiedy lezi na opainych strandch osy Y. Na

vodi¢i o poloméru -+ r, (stfed m4 positivni abscissu) budiz

potencidl U,, pak jest pro r = — », potencidl urlen rovnici.
Ur,—=a=1U,r,

a U, md hodnotu zépornou. Hutnost fluida md v tetném bodu

na kazdém z konduktord op&tné nekonetnou hodnotu, nebof

solenoidy kondf na povrchu obou vodii; celkovd quantita fluida

jest mnullou, protez téZ logarithmicky potencidl v nekouemu
rovnd se nulle

0 tak zvanych galvanomagnetickych
a thermomagnetickych effektech a elektro-
motorickych silach magnetisace.

Sepsal Dr. Vaclav Pose]pal, professor na Kr. Vinohradech,
(Pokragovéni.)

§ 4. Methodicky jest vyhodnéj$i prihliZeti radéji k liniim
ekvipotencidlnim nez k vldknim proudovym. Za nepiitomnosti
magnetického pole jsou tyto linie piimky rovnob&iné s kratsi
stranou obdélnikového prouzku. Vznik Hallova proudu jevi se -
pak jako disledek stoteni tdchto ekvipotencidlnich linii zpiiso-
beného ulinkem magnetického pole. 7 ndsledujiciho obrdzku
(obr. 1.), jenZ reprodukuje poméry pro listek pozlétkovy, vidime,
Ze toto stdfeni linif ekvipotencidlnich zdvisi toliko na sméru
magnetického pole, ne viak na sméru primirniho proudu. Pole
jde kolmo na papir tak, Ze jedna civka elektromagnetu jest pfed
papirem, druhd za papirem. Smér magnetujiciho proudu jest uddn
pro divdka, jenz stoji pfed papirem. Vidime, Ze v piipadech «
a b pred papirem jest pél severni, v pifpadech ¢ a d pél jizni
Jest pak u pozlitka smér otoceni ekvipotencidlnich linii protivny
ku sméru magnetujiciho proudu.

§ 5. Pracemi ¢etnych fysika, kteif s Hallovym effeltem
se zabyvali a z nichz zvl4§té sludi uvésti jména: Roiti (14)
Righi (15), Bidwell (16), Leduc (9), v. Ettingshausen a Nernst
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