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Les formules de quadrature approchée
de M. K. Petr.?)

Vaclav HruSka, Praha.
(Regu le 15. janvier 1936.)

1. Dans un article récent,?) M. G. N. Watsorn a démontré, de
deux maniéres différentes, les formules de quadrature approchée,
que M K. Peir a publiées, sans démonstration, il y a une vingtaine
d’années.l) Moi méme, j’ai esquissé une troisiéme démonstration
qui fait ’objet d’une communication au 2¢ Congrés des
Mathématiciens des Pays Slaves.?) Cette démonstration
est fondée sur une interpolation parabolique spéciale de la fonc-
tion intégrée. .

2. Dans Pintervalle fermée
2.1 021

soit donnée une fonction f(x) et supposons que ses dérivées, jusqu’a
Pordre (» + 1), y existent. Soit

2.2 Qgs Ay, Ay « . oy A,
n -+ 1 valeurs différentes dans I'intervalle 2.1. Posons

Hag, ay) = li%_}g%‘i’ Haoy @, @s) = f(az, a;)_ if)al’ @)
2.3
flao, @y, ay, a;) = f(as, @y a’l) f(as, a,. ao)

les différences divisées de f(x). La formule générale d’inter-
polation parabolique®) nous fournit

1) Casopis pro pdstovéni matematiky a fysiky, 44 (1915), p. 454—5.

2) Tbid. 65 (1936), p. 1—17.

3) Tbid. 64 (1935), p. 146—7.

4) V. Ldska-V. Hru$ka, Teorie a praxe numerického poéiténi (Praha,
1934), p. 126. aussi: Whittaker-Robinson, The Calculus of Observations
(London, 1924), p. 25.
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f(x)=Hao) + (x — ay,) f(@o, @;)+ (2 — o) (x — a,) f(ao, a1, 05) + . ...
+ oo F(x—ay)) (x—ay) ... (x—an—1) f(ag, a5, ay, ...,a,) + Ry

2.4 _(x—ag)(x—ay)...(x—ay,) 1)
£ étant un nombre de lintervalle (z, a,, a,, . . ., a,), c’est-a-dire un

nombre compris entre la plus petite et la plus grande des quantités
x, @y, @y, . . .y Ap.
3. En posant®)

flag, @y, . . ..@y, @1, 84, ...,8y, QG ..., )=
- Nt
p-fois r-fois s-fois
a”+'+‘+“"‘3 f(ao, al’ az, .. .)

T =0 —DIs—Dl.. P Ta, 0 La, 0 la,...
la formule 2.4 subsiste méme si les quantités 2.2 ne sont pas toutes
différentes. Elle est alors linéaire et horpogéne en f(a,), f(a,),
f(@o), f'(@), . . ., ["(a0), {"(@), . . ., qui y figurent.

4. Posons n = 2k — 1,

Q=0 =...=0ap—1 =0,

A = Gg+1 = ... = Qog—1 = 1,

et mettons en évidence, que le polynéme d’interpolation est li-
néaire et homogéne en '

4.1 f(0) = fo@ et fOY(1) =£®, 1=0,1,... . k—1

g9 1@ =Py@) fo+ Py2) f'o+ ... + Pry(z) fo*D +
' +Qo(x) fy + Q() f1+ . .. + Qr—1(x) L&D + Rgy,

I C ) P £

Ry = - (2k)i — f@(§), 0 < E< L

Py(x) et Qi(x) sont des polynémes bien déterminés de degré (2k — 1)
au plus; ils ne changent pas quelque soient les valeurs 4.1.

5. Pour les trouver, prennons dans 4.2 pour f(z) des poly-
nomes convenables de degré (2k — 1) au plus. On aura f¥)(z) = 0
et par suite Ry; = 0. Choisissons

k -
5.1 f(z) = a*—?(1 — x)k = Z (— 1y (f) Zk+i—p,
: i=0

p entier, 0 <p < k
et calculons

f"1)=0,1=0,1,2,..., (k—1),
f™0)=0,¢=0,1,2,...,(k—p—1),

8) V. Ldska-V. Hruska, ibid., p. 90. S



farro)=(—1pk+s—p). (), s=0,L2.. . —1.
En substituant ces valeurs dans 4.2, on obtient les équations sui-

vantes
p=1; 21 — 2)t = (k— 1)! Pey(2), .
p =2 221 — o) = — (%) (k — 1)1 Pos(@) +-(k—2)! Peslo),

p = 3; 2*3(1 — x)¥ =
= (5) e — 1)1 Pacste) — (5) (6 — 2)! Paste) + (6 — 3)! Pas()

#r(l—af = (— 1= F ) =1 P +
+ =2, F ) ke — 2 s +
+ (k—p)! Pe—sy(@).

+ =12 (B o) — 9 Pesla) + ..

Multiplions ces équations succesivement par
k+p—2) (Ic+p——3

p—1 I\ p—2 I

et ajoutons les ensuite! Le coéfficient de Pr—i(x) étant égal a

i)![(k+p—1:—l (k) (k+p.—i—2)_l_

(k— p—i1—1
6 N ek BRI W] B
’ ?,=1,2,3,.f.,(p——1),

il ne reste que l’expression (kK — p)! Px—p(x) au second membre
En effet, ce coéfficient de Pr—;(x) est en méme temps le coéfficient

de #»—i dans le produit du polynéme
(o (e

et de la série infinie
1+ G FrY)er(FTYer.. =a—o

(50

=

Par suite on a
. (1 — 2 " ki —1
62 Pagle = Sl S ()

6. Pour obtenir les polynémes Q;(x), prennons pour f(z) un
polyndéme quelconque de degré (2k — 1), c’est-a-dire un polynome,
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pour lequel les quantités 4.1 étaient choisies d’une maniére tout-
-a-fait arbitraire., Dans 4.2 on a alors Rs; = 0. Faisons la substi-
tution  =1-—1¢ et interpolons le polynéme ¢(f) = f(1 —1)
d’aprés 4.2
pt) =f1—8) =P(1—0)fo+ P(1—0)fo+ ...+

+ Pra(l — ) fo®* D + Q(1 — ) i+ Q1 — ) f'y +.. . +
6.1  + Qr—a(l —12) ¢V =

= Py(t) o + Pi(t) ¢'o + . . . + Pr—a(t) gV

+ Qot) p1 + @u(t) @'y + . . . + @r—a(t) 0.

Mais, on a
PR(0) = (— 1) 4O, (1) = (— 1) o
 i=0,1,2,...,k—1.

En comparant, dans 6.1, les facteurs des mémes valeurs arbi-
traires 4.1, on conclut que

6.2 Qi(t) = (— 1) Py(1 —1).

7. On peut donner une autre forme & 5.2 en remarquant, que
la somme dans 5.2 est précisément la somme des premiers p termes
du développement

: 1 1 \&D
(l_x')—kz(k—_l)!(l—x) ’

Lexposant (k — 1) désignant la derivée (k — 1)-iéme. Alors

-”g(kw—l)xf: 1 [ I al e
i F—)|T—2 1—z

i=0 ) [ ] (1—(1— x)}p.‘.k—l](k—l) .

e
R e [ A
- E(_-l)’ 337 i) e- 2.

On a par suite

ok k1 _
P(2) =\~————'_’l”f"15!‘ ”_)A S = ot iy ‘)(_1_—. 2.
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7.1
8. Comme, d’aprés 6.2, on a

1 _ 1 1 ‘
8.1 fP,(x) do = (— 1)«f Qi1 — z) dz = (— 1)cf Qi(t) dt = A,.
0 0 0

il vient par intégration de la relation 4.2
k-1

f fl@) dz = 3 Alfg® + (= 1 () + Rae
8.2

1
Ry = (=1 f a1 — z)k feb(¢) da =
oo

_= 1(); I:;z'n(&) f (1 — o)t da =
— 1)
- ((2k)1!) (2k(ﬁ-)1)| (&), 0<& <1,

en supposant la dérivée f(29)(z) continue danslintervalle 0 < z < 1.
C’est bien la formule de M K. Petr.

9. Pour calculer les coéfficients 8.1, supposons d’abord s > 0,
intégrons 7.1 par parties de 0 & 1

k—s—1

A== 2, ST CESY)

j xa—l(l _ w)k+i+1

E+i1+1 dz
et transformons cette somme en
1 Tt 2k —s—1) (k4i—1
A =" ‘Zo =1 ( k+ i ) ( k—1 |-
1
[ #i1— et ot
0
9.1
1 k—s—1 . i +1 % — s A + i
R —_— 1
a2 OV gl k)
) f 211 — g)t+i+1d,
4"
car, pour ¢ = — 1, le nouveau terme de la deuxiéme somme est
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égal & zéro. Dans la deuxiéme somme introduisons ¢ 4 1 =4 et
remarquons, que

t+1 k—s k—s—j
2% —s  2k—s 2k —s
Cette somme est égale alors &

k—s 1 "“”_"“(_1),- (2k—(s—-1)—- 1 (k-{-;‘—l
2k—s (s—1)! & k+9 k—1 |-
1

. f 11 — z)k+i  dx
0
k—s

Y S Ek—s—i 2%k—s k+j—1
(s—l)!'go( 1y 2k:?"(k+y')( E—1 |-
1
.fx’—-l(l—x)’“*"'.dx:
0
_k—s 1 ok —s—1) (k4+j—1
_2k—s'A"1—(8—l)!'320‘(‘—1)1( k+j (Ic—l ‘

1
.fx"—l(l — z)k+7 da.
0

Evidement, on peut omettre le terme j = k — s, car il contient le
facteur k —s—j = 0.
La premiére des sommes 9.1 est égale &
1 k—s—1

emor 2, Co T PP
' 'flx‘“l(l — ayk+ide—
0
_s.ng,g:—l(_ 1)i (Zki—iq,_ 1 (k ;ci__%_T 1) -
'flx’(l — )i dr =
L ,
“atar g, G )

1 .
.fx'—l(l — z)¥t+idx — sd,.
0
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On a, par suite, la relation
k—s

4, = o — s Ay — 84,
c’est-a-dire
1) (2k —
9.2 A, = RS 4,
Comme 1
A =——1—f 2¥=1(1 — x)k dax =
R 7 1!
1 (E—1k R
T(k—1)! 7 (2k)! T (2k)
on peut calculer de 9.2 succesivement
s+ 2)2%k—s—1
Ac ( —}‘—‘k‘)"_f_s 1 ) As+1:
s+ 3)(2%k—s—2
A8+1= ( +k)"£8—; ) A8+2:
_k(k+1) k(k + 1) k!
Ae == A =T gy
En multipliant ces équations, on obtient bien le résultat
(26 —s—1)! k!

9.3 A, = s> 0.

(2k)! (b —s—1)! (s + 1)!”

Au cas que s soit égal & zéro, l'intégration par parties devient
superflue. En procédant de la méme maniére que dans 9.1, on a

S P I g s

,, k+i FTriTl
A )

3 e ) () -
SR e s [y abg

k .
taz ) T

ST EET

=0
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k—1
de t* dans le produit de la série infinie

(TR S P PR I
et du polynéme
— (G0 — (2 ) e+ (2 ) e —- o —+
+ (%) 2] = (— 1 — e

10. En appliquant la formule 8.2 & la fonction

la somme z (— 1y b+ 7) (k T 1) =1 étant le coéfficient

h ¢ F (a + hy)7
on obtient, comme M. K. Petr et M. G. N. Watson
a+h k—1 .
f F(z)de = > hi+1 4{F®(a) + (— 1) FO(a + h)] + Ry,
. i=0

(— 1)% (k)2 h2k+1
(2k)! (2k + 1)!
les coéfficients A4; étant donnés par 9.3 et 9.4.

Praha, le 20 Décembre 1935.

*
Vzorce prof. K. Petra pro pfibliZnou kvadraturu.
(Obsah pfedeslého élanku.)

V roce 1934 upozornil jsem na 2. Kongresu matematika
ze zem{ slovanskych,!) Ze dosud nedokizané formule prof.
K. Petra pro ptibliZznou kvadraturu?) dokaZ{ se interpolacf integro-
vané funkce specidlnimi mnohoéleny, jimiZ jsem se na Kongrese
zabyval. V pravé uvefejnéném pojednani®) G. N. Watson dokazuje
formule prof. Pefra dvojim zpisobem, riznym od zptisobu mnou
sdéleného na Kongrese. Provéddim nynf in extenso dikaz toho, co
jsem na Kongresu uvedl ve vytahu.

V uzavieném oboru 0 < z < 1 méji f(x) viechny derivace aZ
" inkl. ¥4du 2. Zavedeme-li oznadeni 4.1, interpolace zminéns je
déna vzorcem 4.2, v némZz mnohoéleny P;(x) = (— 1) Q1 — 2)
jsou dokonale uréeny. Daji se psati ve tvaru 5.2 nebo 7.1. Integrac{
4.2 v mezich 0...1 obdriime Petrovu formuli 8.2, jejiz koefici-
enty 9.3 resp. 9. 4 jsou na to vypodteny. Na konec je formule roz-
&ffena na integradni obor a < z < a + h.

1) Casopis 64 (1935), str. 146—17.

%) Casopis 44 (1915), str. 454—5.
3) Ca.sopls 65 (1936), str. 1—7.

Ryt — Feb(E), a < £ <a+h,

Casopis pro péstovin{ mat,ematlky a fysiky. 3 ) 33
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