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K Brownovu pohybu torsniho zrecatka.
- Jan Potodek.
(Doslo 27. Gervence 1933.)

Necht vykonava néjaka éastice Brownuv pohyb, pfi femz.
necht jeji poloha zavisi na jediné soufadnici (pohyb linearni).
Pozorujme pohyb .¢astice a oznaéme soufadnici jeji pocatecm

polohy resp. jeji soufadnice v okamizicich 9, 29, ..., nd,.
(9 je libovolné zvolené kladné ¢islo) pismeny w,, resp. x,, Tye o oo s
e oo v Utvoime stiedni hodnotu (s. h.) aritmetického praméru

prvnich n ¢lend. Roste-li n pfes vSechny meze, ma tato stfedni
hodnota limitu, kterou oznaéime z. Tedy '
_ X+, + ..+
z =lims. h. — : p — (1)
N—r ®
Abychom mohli posouditi, ]ak se blizi aritmeticky stied hodnot ;-
¢islu z, roste-li n pies kazdou mez, nisobme &tverec rozdilu obou
¢islem n a utvoime stfedni hodnotu vyrazu takto ziskaného. Ma-li
tato stiedni hodnota limitu pro » rostouci pres kazdou mez, nazy-
vame tu limitu dispersi a ozna¢ujeme ji 4
(xy + 2o + ... + xp — nx)?
- .

$C =lims. h. (2)-
Hodnota d1sperse zavisi na délce dasového intervalu 9.

V tomto &lanku je vypodten vzorec pro dispersi u Brownova.
pohybu zrcétka, zavéSeného na torsnim vlakné. Vzorec ten je
velmi jednoduchy, takZe se po této strance hodi mnohem Ilépe
k experimentalnimu zkoumani nei obdobné vzorce pro dispersi,
odvozené pro Browniv pohyb &dstice, na niZz nepisobi vnéjéi sila
a pro pohyb &astice, podléhajief tiZi.1)

Vypodet disperse zaklddd se na nékterych vétich z teorie
Markovovych fetézi, odvozenych v obecndjdim tvaru B. Ho-
stinskym?):

) Viz J. Potodek: Pfispévek k theorii Brownova. pohybu (Contri-
bution & la théorie du mouvement Brownien), Spisy vyd. pfrodovédeckou.
fakultou Masarykovy university, ¢. 171 (avec un résumé francais).

?2) B. Hostinsky: Application du Calcul des Probabilités & la théorie
i}u molx%/vement Brownien. (Annales de I'Institut H. Poincaré, T. III, fasc. 1),

kap

.0 Markovovych Fetézech viz od téhoZ autora: Méthodes générales du -
Calcul des Probabilités, Mémorial des sc. math., fasc. LIIL.



Necht se pohybuje bod spojité po primce (ose ) v koneéném
intervalu (0, k). Necht hustota pravdépodobnosti u(x,, z,t), Ze
bod piejde za dobu ¢ z bodu z, do bodu z, je kladna, spojita funkce
‘proménnych z,, z,?, necht vyhovuje Smoluchowského funkéni
rovinicl

h - o
u(xO’ x7 tl + t2) :f u(’%s E: tl) u(Eﬁ CE, tz) df
.a necht jest ’

h
_ fu(xo, z,t)dx = 1.
0

‘Pak plati, uZijeme-li zavedeného oznadeni, tato tvrzeni:
1. Roste-li n pfes vSechny meze, ma funkce u(zy, z, nd)
limitu nezavislou na z,:

lim u(x,, z, nd) = u(z). (3)
n—> o '

2. Stfedni hodnota veli¢iny x, definovand vztahem -
h
s.h. 2y = fu(z, z, nd) z dx
‘ma limitu ' '
‘ ' h :
lim s.h. z, =« ——-fu(x) z dez. ' 4
. n—»w 0 .

3. Existuje limita 1C definovans vzorcem (2).

Pripometime, Ze disperse je konedné &islo pro koneény interval;
roste-li délka intervalu pfes kazdou mez, muze se stat, Ze i disperse
roste nad ka%dou mez [n. p. prvni priklad z prace citované

v pozn.l)].
Zname-li hustotu pravdépodobnosti u ]ako funkei veli¢in
. Xy, X, 8, lze poditati dlsper31 podle vzorce?):

30 —-fu(x) (x-—at:)2 dz +

Ah w ' '
+2 J [ Zl‘[u 2o, T, 1) — u(@)] u(2,) (€ — ) (z — ) day dz, (5)
- kde u(z) a z jsou dény vzorci (3), (4).

.~ Necht ptsobf na &astici vykonava]icl Browniv pohyb v inter- .
‘valu (— &, h) Vné)si sfla f(x), ]ez bud koneénou a i se svou prvni

- %) J. Pototek: O dispersi v theoru Markovovjrch Fetdzh (Sur la dxsper-
-+ gion. dans la théorie des ehames de Markofi), Spisy vyd. pﬁrodovéd fak‘
Masarykovy university, &. 154.
B M. Fréchet: Compléments, & la théorie des probabllltés dlscontmues
,,en chaine‘‘. Ann. scuola riorm. sup. Pisa II,s. 2, p. 131.- -

(8
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derivaci spojitou funkei x. Hustota pravdépodobnosti u(a,, z,?)
je dana diferencidlni rovnici

cu o%u
A 81: [uf()]

s podminkami na kraji

ou
D—__ﬂuf x)=0, x=—h, x=nh

a s podminkou poéatedni

lim u(z,. 2, t) = 0.
t—>0
rF .
Pri tom znamena D koeficient difuse, p je t. zv. pohyblivost
¢4stice. Redent je dano vzorcem (1. c.t), str. 7): ‘

u(,. @, t) = (”} 0) FZ Doyt Y (o3 )ygxo, 2v) Y(%; 95) (6)

e, o
kde je polczeno
)

1,, =[y‘1(x; o) yiw; ¢) da

a kde
¥(@; @) = [w'(h; @) — ab(h) w(k; @)] v(; 0v) — 7)
— [V'(k; @) — af(h) v(h; )] W(x; o)
je TeSeni rovnice

y' —af(z) y' + [0 — af' ()] y = 0, (8)
s podminkou v

y —af(x) y = 0, x=—h, x=h, 9)

=)

kteréd pifslusi charakteristické hodnoté g,; p¥i tom je fundamen-
talni systém v(z, g,), wW(x, ) volen tak, aby bylo

y(x; 0) = v(x; 0) = eaofmde -9
Charakteristické hodnoty g, jsou koreny rovnice:

[W'(— ks o) — af(— k) W(—h; )] [V'(h; o) — ef(h) v(h; )] — (11)
— V' (—h; @) —af(—R) V(—h; @)] [W'(h; @) — at(h) w(h; @)]=0.

Disperse je pak déna vzorcem:



is

= — [ y(z; 0) (x —z)2 de +
et )

)
+ IE%‘IL f (x; 0,) (¥ — ) dx)-.

Rady na pravych stranich vzorct (6) a (12) konverguji absolutng
a stejnomérné.

Uzijme nyni techto obecnych vzorci k vypoétu hustoty
pravdépodobnosti u a k vypoétu disperse, b&ii-li o Browniv
pohyb zrcétka, zavéSeného na torsnim vlakné.

Oznatime-li pismenem z dhlovou odchylku zrcatka od nulové
polohy, pismenem a koeficient torse, jest

o

(12)

f(x) = —ax.
Rovmce (8) 8 podminkou (9) pfejde v tuto:

y' +exy + (*+ )y =0,
Y +exy=0 x=—h, =0,

kde je poloZeno
A ap

: ) D"

Substituci y = ve— =" a zavedenim nové proménné vztahem

x = ¢~ ¥ obdrzime z prvni rovnice znamou diferencidlni rovnici
pro funkece parabohckeho valce‘)

52
o +( +—~—74—)v—0
Muzeme tedy vziti za fundamentélni systém funkce
. Vi@ o) = e Dyy(alfe)
| w(@; @) = e¥%" Doy (iz/e).
Podmince (10) je vskutku vyhovéno, nebot
| Dy(al/e) = e,

Charakteristickou rovnici (11) lze upraviti uZitim znémj’mh
rovnost{ '

E = aa =

D'n(z) + 1 2Dn(z) —-’nD,..‘l(z) = 0, (13)
o * Day1(2) — 2Da(2) + nDp—1(2) = 0 (14)
~na.tvar : : ' '

-4) Whittaker, A course of modern analysis, 3. ed., p. 347.
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925—;’1’,- [Dg‘/s—l(hvg) D—o‘ls(_' 'ihVG_) -
— Dyyje—i(— kY ) D_p4(ib)/e)] = 0.
Charakteristické hodnoty g,, jeZ tvofi nekoneénou posloupnost,
stéle stoupajici, jsou jednoduchymi koreny této rovnice. Ctverec
zadného z jejich kladnych kofen&i g, neni celistvym nisobkem
Cisla e, at je k jakékoli. Roste-li viak h pres kazdou mez, blizi se
posloupnost {o,%/¢} posloupnosti 0, 1, 2,3, . :
Lze to nahlédnouti, uvede- Ii se vyraz v hranaté zivorce .
pomoci asymptotickych rozvoji
Dyu(z) = e—i¥22 Py(n, 2), |argz | < =,

2n

D,(z) = e~ 12" P (n, z).— eni gld'y—n—1 P, (n, 2),

L(—mn)
§n > argz > in,
v nich# je |
. . a3
Py(n, 2) = l_n(n2z2 ) 4 ol )(2n 41 J(n—3)
P,z =14+ 2 F 0+, (D ED B 1Y)
na tvar

2 Pyr, &) ¥t .
_(_m o I'(—») cos 1’7F =1,
kde je poloZeno }
v = p?/e, &= hl/;

Vypoétéme limitu funkee y(z; g,), roste-li » pfes kaZdou mez.
Limita koeficientu pii w(z; g,) ve vzorci (7) je v nafem pifpadé —
jak se lze presvédéiti dosazenim zvlastnich hodnot a uZitim vztaht
(13), (14) — rovna nule, Ize tedy vziti

lim y(2; g,) = I(2; ) = e~ D, (z)e), v=10,1,2,.
Oznacime-h Uz, z, t) hustotu pravdépodobnosti, odpovida-

jici ptipadu, Ze Ghlovy pohyb zrcatka neni Zadnou pevnou hranici
omezen, obdriime ze vzorce (6) se zfetelem na zndmy vztah

+ o ’ . o
{ [Da(a)e) dz = V%" nln=12...

Vysledel;: , .
U(xo, z, t) = hm u(zy, z, t) = . (15) -
C = V_ e— ;w’ + vu 2 e-—D t D (%V’f) D (ZVG) e*,(z.l...z')
vul

Casopis pro péstovani matematiky a fysiky. noagnxk 6s. o - 4 o
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tento vzorec, ktery odvodili pfimo G. E. Uhlenbeck a L. S. Orn-
stein®), lze prevésti podle tamtéZz uvedeného vypoétu H. A. Kra-
_merse na zname]él a starsi tvar Smoluchowského®):

Ve _ s(z-—x.,e_D‘t)'
— e 21—e—2Dety (16)

Vzﬂ (1 — e—2De) .
Dispersi + C pro tentyZ piipad vypodteme ze vzorce (12),
piejdeme-li v ném po dosazem nadich zvlastnich hodnot k limité

U(zg, z, ¢

pro k- oo.
Jest
x =0,
27
lim/l, =\ —» »=0,1 2, ;0 =1,
h—> o &€
takZe :

lim — _\/—f e p2dx I+
h—)ou

e &, 1 1 e 2
+»% n! enDd __ ] et Dn xl/e) dz|.

—_—x

Prvni ¢len na pravé strané je roven
1/e.

Integral v zavorce muZeme, uz1]eme -li vzorce (14) napsati
takto

e f Dy(}/€) Da—i( x]/s)dx—}—v f (2} &) Dn 41( xl/s

Ponévadz je
+ o

fDm(z)D,,(z)dz= 0,mz+zn;mn=0,12...,

—_—

je tento vyraz rtzny od nuly jen pro n=1a je roven

27z

l/s O
. . 8) G: E. Uhlenbeck, L. S. Ornstein: On the theory of the Browma.n
motion, Phys. Rev. XXXVI 1930, p. 839.
¢) Smoluchowski, mege Belsplele Brownscher Molekularbewegung
. unter Einfluss dusserer Krifte. Bull. Internat. de l’ac. des sc. de Cracovie,
- KL A, 1913, p. 418—34, Ostw. Kla,ssxkerp 25.

. .
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Je tedy disperse Brownova pohybu torsniho zrcatka vy]adrena
vzorcem
D 1
1 JE——
10 = aﬂ(1+ __1). (15)
Timto vzorcem je vyjadiena zavislost disperse na délce
intervald 4, v nichZ pohyb pozorujeme.

Zavislost disperse na absolutni teploté 7' vyJadrl se jednoduse
ze znamého vztahu o

D
= =kT,
p
kde k& je Boltzmannova konstanta.
¥

Sur le mouvement Brownien d’un miroir de torsion.
(Extrait de l'article précédent.) '

Considérons le mouvement Brownien d’un miroir trés léger,

suspendu & un fil de torsion. Soient =z, x;, 2, ..., Ty, ... les
déviations angulaires du miroir par rapport a sa position d’équi-
libre, observées aux époques resp, 0,9, 28, ...,nd, ..., ou & est

un nombre positif quelconque. On appelle dispersion et on désigne
par +C une valeur limite, deflme par la formule (2) [voir les
citations (2), (3)]. .

Dans le présent article on applique au cas particulier consi-
déré du mouvement Brownien une méthode générale, développée
dans un travail antérieur (1); on retrouve l’expression (16) pour la
densité de probabilité u(xy, z,t) due & Smoluchowski (¢) — voir
aussi (})) — et on établit la formule (17), qui donne la dispersion en
fonction d’intervalle du temps #. Dans cette formule on désigne
par a le ccéfficient de torsion, par D resp. § le coéfficient de la
diffusion resp. la mobilité.
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