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Proudéni elektiiny ve vrchliku kulovém omezeném
sférickou ellipsou.

Napsal Dr. Frant. Velisek, assistent es. techniky v Praze.
(Dokonéeni.)

Kombinaci vzorcd obdrzime jako formuli zobrazovaci

z

— 2K .
w=Vksn = arc sin %

Z rovnic definujicich a, b plyne

a—be K
(éT—F‘b) =e

tedy pro konstantu Jacobiho plyne
2N
qQ= 8__1(—1
Ponévadz zobrazeni kruhu w na positivni pilrovinu ¢§ ddno
jest vyrazem

)

w= zéehoié__—z:%j_—}'

+ _‘7 —_ 17
zobrazi se ellipsa # na rovinu ¢ jednoznat¢nd. Plyne tudiz pro
funkei

[P

W=23dulg (§— &) € —E&n
Vksnu—l—l Vksnun+1
W=2zdJ,1
7 g[ Viksnu—1 V/csnun——l]

[ \/ksnu+1 \/—snu,,-i—l]

Vesnu—1 Vksnun—l

kde

2K . 2 '
u = — arc sin —,
n ¢
neb -
W=23J,1g (snu — sn u,) (k sn u sn u', — 1) + konst.

. Pro odpovidajici proudéni ve vrchlikd kulovém dluzno jen
se vrdtiti k péivodnim proménnym wu, v.
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Vyraz pro W mozno pievésti na tvar jiny. Transformu-
jeme irracionalitu Legendreovu na Riemannovu tak, %e bodim

1 1
1, T kT 1
odpovidaji resp.
1+ k)?*
®, O; 1; L@—‘U
tedy relaci
_1
7 —0 & — o g ko z2—1
1—0 " 1—w ™~ 1 1° 1
k k k
z C¢ehoz
y— 1 14 k— 2k
Tk 14k—2
Nazveme-li novy modul 4,
i = 4%
—a+n?
obdrzime vztah
j az’
/ Vo' (1—#) (1 — 2
- dz
={1+%) + el + k),

Y VA —2h) (1 — k%)
kde « znati konstantu
«=iK' — K (pH modulu k).
Klademe-li
. g=snu 2 =sn[(1+4 k)w 1],
kde

,,,.:“_:"2__2‘,

tedy

1 14k —2ksn®[(1 + k) w, 4]
% 1Tk —2nfd F k) w, A

=
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Dosadime-li do vyrazu pro 1V a pouzijeme opét vztahu
= Ja f(w) = 0, obdrzime
W=2"J,1lg {sn[(1 4+ k) w, 4) — sn2[(1 + k) 1, 4]}
{sn®[(1 + &) w, 4] — snu? [(1 + k) w'n, 4]}
Dle Gaussovy transformace obdrZime
. 4k (A 4+ k) sn (w, k)
snbL+DwW1+m4—'L+kmﬂka
a po pislusném zjednoduseni '
W=23dJ,lg (sn*w — sn®w,) (sn®>w — sn®w’,)
(1 — k2 snwsn®w,) (1 — k2 sn?w sn? w,).
Pouzijeme-li Jacobi-ho funkei © a H (Weber: Ell. Func-
tionen str. 115)
02(0) O (w4 wn) O (w— wn) = 0% (w) O (wy,) (1 — k?sn®w sntw,)
0%(0) H(w 4+ wa) H(w — wn) =k 0% (w) O2(w,) (sn?w — sntw,),
pfejde vyraz pro W do tvaru
W=2J,lg O(w~+ wa) O(w — ws) Hw + w,) Hw — wy)
Ow+ wh) (w — wh) Hw 4+ wh) H(w — w'y).
Vyjddiime-li funkce exponencielami, miizeme vzorec snadno
geometrieky interpretovati.
Ke konci uvedeme jesté, jak mozno vysledky hoiej$i ob-
drZeti pomoci stereografické projekce vrchliku na rovinu
=&+ m.
Soutadnice pravoahlé sférickych kuzeloselek byly dény
ve tvaru

——1;,— dn tdnu,

ik
x=1lsntsnu, y=— W cntenu, 52 = 7
X v

a jevi se jako priseky koule poloméru 1
2yt t=1
8 plochami kuZelovymi
xﬂ yﬂ ‘2 _
k* sni‘—t+ K¥sn®t — K dwtt o,
22 y? 22
| Wantu T i it diu
kde » lezi v mezich 0...4K, ¢ v mezich K... K + iK'
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Zavedeme-li misto ¢ novou proménnou v mezich 0... K’,
ponechéavajice oznateni #, obdrzime pro pél (0, 0, 1) jako stied
projekce '

. . z 417 snuchit <4 cnusnit
;+m:lty=k dnitjdnu )
Pouzijeme-li vzorcti (Greenhill: Les fonctions elliptiques,
str. 206)
k(snucnit + sn it enu) = \/T — & sn® u sn? it
VI + dn(u + it)] [1 — dn(u — it)]
dnu — dn it:\/l—k”sn“u@“_i_t

VI1T — dn(u + )] [1 — dr(u — it)),

obdrzime .
: 14dn(n+it) 14K 1
14 n — —_— N —
”+“]_\/1—dn(u+it)“ Eo e T e
n ixa2 )
kde
1—%
Z:-—ma

Abychom poznali, jaké kiivky odpovidaji sférickym kuze-
losetkdm w == konst, t = konst v roving, eliminujeme z formule
zobrazovaci jednou ¢, pak . Eliminace ¢ ddvd

2 dn* 1 . 2 dn’u
52yt =287 (1 g S =0 (1 g ) 10

tedy kiivku cirkuldrni 4-ho stupné.
Eliminace » ddvd

o 2dn? it 2dn? it
(52 2521 e ) 20 (14 i) +1=0. @

Tim d4na stereografickd projekce daného systému sférickych
kuzelosetek na rovinu rovnikovou, pfi ¢emz pél (0, 0, 1) jest
sttedem projekce. Pouzijeme-li téhoz pélu za stied projekce,
obdrzime tymZ vztahem projekci polokoule dolejsi, jen w se
méni v mezich 2iK’...2iK’ 4 4K. Obé projekce vypliuji celou
rovinu . Pouzijeme projekce polokoule hotejsf. Pro ¢ =0,
# = 0 obdrzime projekci stfédu promitdni, Pro # = K’

4+t -2+ +1=0 tj
492 —1)2=0,
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tedy .dvojndsobné ¢itanou kruznici, jest tedy zobrazena hotejsi
polokoule na vnéjsek kruznice

zt 4yt = 1.
Je-li mezni hodnota pro ¢t — #,, obdrzime jako projekci
vrehliku kulového omezeného kuZeloselkou sférickou rovinu,
z niz vynata plocha omezend kfivkou

2 dn?it,
et 28 (1= g ) o (1 s )+ 1=0,
(10

tedy cirkuldrni kiivkou 4-ho stupné, u niz vedlejsi ohnisko padd
v potitek soufadnic. Polozime k vili jednoduchosti

2dn® it, 2dn? it,

_azl_k"cu"i'?o’ —b=14 k% sn? it

Posledni rovnice kiivky (10) md pak tvar
f=(E+ 9% — 208" — 29 4 1 = 0. (11)

Ktivka md za dvojné body kruhové body v nekonelnu;
obdrZime totiz v soufadnicich Hesseovych
Zy
. z;’

f= (@ + 21 — 2ax? 2} — 2bz; x5 + 25 =0,

a z podminek

oFf o ¥ o
Bx,_o’ oy =0 x4 0

N
=0 1=

plyne pro dvejré body
‘ 2} 42 =0, x;=0,
tedy
=+

Ty
Pouzijeme-li druhych derivaci pro body (+ 7, 1, 0), totiz
2 - 2 2
Who s —g D —y@—w,

2! T wy — 7 oy
0 o O o 3 _
9z, oz, 8, or, dxy o x, 9z, =0
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obdrzime pro tetny v bodech dvojnych v nekonenu rovnici

sia‘ni\/“;”z()-

Pro priseky jich obdrzime 2 body v nekonetnu, ohniska
b—a
(ERAVLES )

}T__& dn it,
ksnft cn it,)’

kde

tedy vyraz reelni.

Rovnici kiivky moZno psdti
EF+9)— @+ E+9)+ 0 —a)@E —29%) +1=0,
a zavedeme-li

§+i"1=§) §—i’2=§n
obdrzime

FGE) =% — @+ b)ek +°

b —
+ g+ 1=0.
(12)
Dle Lindemanna (Sitzungsber. der physik.-6konom. Gesell-
schaft zu Konigsberg 1834) mozZno provésti konformni zobrazeni
pro kiivku £(§, §,) =0, kdyZ dd4 se urliti raciondlni funkce
F, argumenti & 7 s reelnimi koefficienty tak, Ze vhodnd potence

podilu

F(& &) f

jest opét raciondlni funkei £. Zdroveir uddno, Ze tento piipad
vyskytuje se pti ellipse a parabole (provedeno od Schwarze),
hyperbole (od Lindemanna), pak pfi cirkuldrnich kfivkdch 3-ho
a 4-ho stupné (od Gottlera: Miinch. Ber. 1900).

Z rovnice (12) obdrzfme derivaci dle proménné z (riizné
od soufadnice plochy kulové).

of de _ of dg
% dr — 2 & (13)
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kde g—ézzcc?—(a+b)cl+<b—a>:,
;{ — 9% — (B E+ (b —a)k.
Z rovnice kfivky (12) obdrzime
(+55)

v—([@“ ,,(fi;'f‘] (5T
n=2Flca\/E le = ()| |- (1—‘,;—";]

kde
_ 2dn*it,
T k® sn*at, cn® it,)’
tedy

+ %= V5 s (1+’~”)‘][cl_( 2l
e i L

Rovnice (13) nabude pak tvaru
T.. 14+ 42 1 — K\*] d¢
VI o= () | &
_ . 14 K\ 1 — K\*] d¢
-V -8

Logarithmujeme-li a differencujeme tuto rovnici (dle
Schwarze), obdrzime

—d—(zﬁ) ¢ ¢ &
=\ @) (1+k) dz gg_(l_z_k)dz

v

(14)

—dz'( iiil) o (%_—{:/L)”d;zl i _ (Cl —k k’)’(cliil
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Oznaéime-li levou stranu rovnice (14) F({, #), bude pravd
strana F({,, 2); tudiz

F(, 2) = F(&, 2).

F(¢, 2) jest tedy funkce jednoznatnd a spojitd, pro reelnf
hodnoty z jest reelnf, pokud § a ¢, jsou konjugované velitiny,
nebof pak pro bod kiivky £, dle rovnice (14) jest F(¢, 2) reelni,
t. j. funkce tato piifaduje kazdému bodu kiivky (12) bod reelni
08y roviny z. Funkce F'(§, z) mi poly v ohniscich kfivky (12),
pokud piipadaji do roviny vné kiivky. Pro uvaZovanou kfivku
jsou to body reelni osy,. projekce to ohnisek sférickych kuZelo-

1 —E, vné + 1—-};£

setek, a to uvniti kiivky + . Oznatme

v

tyto posledni krdtce

1—¥ 14 ¥
k

to—=%q * =+

Myslime-li si { jako jednoznalnou funkei 2z, a md-li bodu
{ = ¢ odpovidati bod z = A, bude platiti rozvoj

f—-c=a(z—A)t+a@Ez—-4"+..,

pro
Z toho “F o
g
a;::al+2a2(z-—-A)+3a3(z—A)"+...
az

a;,:2a2—|—6u3(3——A)+...

Dosadime-li tyto hodnoty za
d¢  a%

g; Td;’ d;“ do F(Q z)
_ax 1 ¢ dg ¢ d
PO = &~ m 0@ F_ad
dz

obdrzime pfedeviim
A%l %t b e — At o
7 A Py ey eyl G
dz
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kde P(z — A) znalf poten¢ni fadu
82 =c* 4 2ce, (¢ — A) + .
€ dt_cdaz—A)+...
¢2 —c¥ds — 2ce, l(,3 —A4)+ ... [+ 20) (= D -]

1
—A(Z )+P(Z A)?

£ df_ cHe(z—A)+..
E_cde —c’+2uc(z—A)+ Lot 2 = A ]

= P(z — 4).
Tedy dosazeno
. 1 .
I’(g,Z):'—“?—(Z—_TT)—*-P(z—A).

Podobné obdrzime, odpovidz’t-]i bodu { = — ¢ bod 2= 4"

1 ,

F(E,Z)——‘Z(z +P(Z—A)
~ Abychom vysetfili jak se chovd funkce F'(§, 2) pro
§ — oo, pfedpoklddejme, ze bodu { = o« odpovidd bod z=C.

Pak analyticky vyraz pro ¢
(=t ot a—0+ane— 07+,

z toho
d
=Gt tmE— O+,
2
= et 2 By — O+

Dosazenim obdrzime

dE\_2a(z—Cr 2, 4. o
. (_) + Pz—C).

2
dz) —aze—O0O24ea,+...7 2—C

§ & a@z—0O"'+aq+ea@z—0)+..
2—ctds ™ a®(e —CO) 2+ a2 —c* + 2eq, (2 — O) 1+ ...

[—a(s— O + o + 2, (s — O)+...]

_——2—_——6,-*-1',(3—0)‘
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Podobné pro

¢ a1 _
Tudiz FE 2)=Pk— 0),
chovd se tedy funkce F(§, z) v bodé { — oo reguldrné.

Funkce
(6 &) + gt + g1
’ 20z —A4) ' 2(z — 4)
nemd v uvaZovaném oboru polu, jest tedy vi3ude koneinou.
Jsou-li 4,, A’, .velitiny konjugované k A, A’, jest funkce
| 1 1 1
@&)=FGED + 5T s T G =)
1
NEICEY A
viude v uvaZovaném oboru konetnou, jednoznatnou a spojitou,
pro reelni z jest reelni, t. j. pfifaduje kazdému bhodu k¥ivky
(12) bod reelni osy roviny z. Dle funkénf theorie jest viak
funkce, kterd jest v celém uvaZzovaném oboru jednoznatnou, ko-
ne¢nou a spojitou, konstantou.

Tedy @D (¢, 2) = konst.
Pro urceni konstanty uvaZujme hodnotu funkce v bodé&

2z = o, kterému odpovidejz bod §{ — D. Pak jest ¢ jako funkce
z ddno analyticky potentni fadou

%

—p=% 4%
f—D=—+"a+3+-
Z toho plyne

%g = — 272 — 20,273 — Bzt — ..
2
g—zi = 2a,z7% + Gayz~t |+ ..,

tedy
a lﬁ — 20,278 + Gyt + . ..
dz\ dz — 0,27 — 200873 — . ..
§ dt__ D+ ezt a4 ..
§?—c¢*de ™ D — 4 aje® 4 20,5 + ..
[—eae2— 222783 —...]=0 pro 2 = .

=0 pro 2 = w,
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Rovnéz

¢ d¢ _ _ . L. 1
Rl 0 pro z = o, jakoz i iy atd.
Tedy pro z = o plati

@, 2) = 0.
Ponévadz pak funkce @(E, 2) jest konstantou, kterd mé
vSude touz hodnotu, obdrzime rovnici
D 2) =0,
neb rozepsino
d (l dg) ¢ de & d

dz _—gr—c“’dz—g"‘ *dz

1 1 1 1
=3 [;7+Z_W+Z—Al+z_:?l]'
Funkef touto ddno tedy zobrazeni naSeho oboru na posi-
tivni pilrovinu 2. Integraci obdrZime

lgé___l_l(gﬂ 2) (€2 — Cf)

=“"'_2‘l(z_ A)(z —A)(z— A) (s — A') + 1Ly,

kde L, znalf integratni konstantu. Opétnou integraci obdrzime,
oznatfme-li konstantu integratni L,

S
J VE— %) @ —¢)
dz
=1, _ .
B 3% /V(Z —_— A) (g _ Al) (Z _ A| ) (Z —_ A’l) + L2 (15)

" ' Prvni integrél dé se jednoduse vyjédfiti pomoef w + 7t = w.
Klademe-li

1 —F — ¥
A= 15w ] ,, obdrzime pro { — _L_ ¢
/ Vg2 —e )( — )

dﬁ, . l‘i_ll
1+/c/\/(1—§)(1 A, 27
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z tehoz
— n W
& =sn [(1 + 7'7)—2_'; l])

a pouzijeme-li Landen-ovy tfansformace

sn(w,, k) = 2sn [—1——_;:—]1 w,, /1] : [l + ¥

+ A —%) sn'-’(l—-;—k‘ w,, A‘)],

obdrzime pii sprdvném urceni znameni (na pf. pro hodnotu ¢

v ohnisku sférickych kuzelosetek, kde ¢ = + ! ‘j‘_l”')’
o [LEE ] = LGBk [T,
2 A —=FK)snw, k)" 1—Fk’ 1 — dnw,
Z toho
e = \/1+ dmo,
1 — dnw,
a ponévadZ ¢ bylo ddno vyrazem
e=\/1+ dnw
- T35
1 — dnw

plyne ze srovndni obou vyrazi
w = uy.
Dosadime-li do vyrazu (15) tuto hodnotu, obdrzime po dé-

leni obou stran ]5—

dz

=L, =+ L,.
N ofv<z~A)<z~A') Gaye—a) T

Pro uréeni konstant mozno voliti dvé dvojice odpovidajicich
si bodd ¢, — ¢, 4, A, neb po vhodné volbé L, L, urtiti pfi-
slusng A4, A’. Obrdtime-li funkciondlni zdvislost, obdrZime po
dosazeni z do vyrazu pro funkei W tyz vyraz jako dfive.

35
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