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Dikaz. Bud z € DA, u primét z na L. Pak u ¢ DA, takie v = x —
—ueDA4,vjeprimét rna RO L. Jelize RO L, vre DA, pakye L .
. DA ={dzx,y) = (z, Ay) = 0, takie Ax | L.DA. Plati viak LC L .
. DA, nebot jellize L, e > 0, existujet e DA tak, ze |z —t| < ¢ a zfejmé
pak |2 —s| < ¢, kde s je primét ¢ na L, takie se L . DA. Z toho plyne
Az | L, Aze RO L.

6,41. KdyZ A je hermiteovsky operdtor v R, pak

SUP|g =1, y|=1 | (A%, y)| = supjz—|(42, 2)|,
kde oviem x,y probihaji linedl DA.

Dukaz. Bud ze DA, ye DA, |2| = 1, |y| = 1. Pak pro vhodné «,
|| = 1je (Ax, xy) redIné, tedy, jak ihned plyne z toho, Ze pak (4x, oy) =
= (Aay, x), plati: 4(4zx, ay) = (Au, u) — (4v,v), kde u =2 + «y,
v=2x—oy. Tedy 4|(47,y)| < |(Au,u)| + [(4v,v)] < 4 supj,_1|(42,
x)|. Z toho plyne tvrzeni. '

6,42. Kdy% A je hermiteovsky operdtor v R a AR C DA, pak |A| =
= Sup|g|—1|(4a, @)|.

Dikaz. Necht ¢ >0, xe DA, |¢| = 1, |Ax| > c. Ziejmé existuji
zn € DA tak, Ze |z,| = 1, limz, = |Az|~14x, tedy lim|(4z, z,)| = |42,
takze pro velkd n je |(Ax, z,)| > c. Ve spojeni s 6,41 plyne z toho tvrzeni.

6,43. Piiklady hermiteovskych operitori. (1) Bud A4 operdtor
v prostoru H, z 2,5 a 1,17, definovany takto: pro¢, k = 1, ..., njea; € H,
A{&} = {Zaoixéi}i- 4 je hermiteovsky, kdyZ a jen kdyZ prolibovolnd
i, k je o = &g (2) Je-li 4 operator z 6,10, (2), je i4 hermiteovsky.

’ *

Linear operators I. This is the first part (§§ 1—6) of an expository article
on the theory of linear operators (in HILBERT space, mainly.) Normed linear
and unitary spaces, linear mappings and general properties of linear operators
are considered. Headings of the paragraphs: § 1. Normed linear spaces. § 2. Uni-

tary spaces. § 3. Complete unitary spaces. § 4. Continuous linear transforma-
tions. § 5. Linear functionals. Weak convergence. § 6. Linear operators.

BIRACIONALNi TRANSFORMACE A JEJICH ZOBRAZENI.

LUCIEN GODEAUX, profesor university v Liége (Belgie).
Z francouz$tiny prelozil Dr Josef Metelka.
Souhrn z prednések, ¢tenych p. Lucienem Godeaux, profesorem na universitd
v Liége, v kvétnu 1948 na Karlové université v Praze.

Tento ¢ldnek jest propracovénim jisté poznamky, kterou jsem uve-
Fejnil v roce 1942 a kde jsem zobrazil pary bodd, odpovidajicich si rovin-
nou biraciondlni transformaci, na body jisté plochy [2].*)

*) (isla v zévorkéch odkazuji na seznam literatury, uvedeny na konci.
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Udal jsem potom v ndznaku roziifeni tohoto zobrazeni pro biracio-
nédlni transformace v prostoru [3]. Tuto otdzku pievzala moje Zakyné
sl. D. Cawnvo [4]. FaNo rozvinul obdobnou myslenku v jedné pezndmece,
8 niZ jsem se sezndmil aZ po uvefejnéni svych vlastnich vysledkd, v po-
~ zndmce [1], ve které vSak neuzivd zobrazeni na plochu nebo varietu.
Zobrazeni, jichZ uZivam, se mi zdaji vhodné k zjednoduseni studia
prostorovych biraciondlnich transformaci a zd4 se mi téz, Ze si toto stu-
dium udanymi prostfedky zaslouii, aby mu byla vénovina pozornost.

I. Biraciondlni transformace v roviné.

1. Budiz T biraciondlni transformace mezi dvéma rovinami o, ¢’,
riznymi nebo soumistnymi. Budeme ptedpoklddat, ze pfimkém @ roviny
o odpovidaji v ¢’ kiivky A’ stupné ». Pifmkim a’ roviny ¢” odpovidaji
v o kiivky A4 stupné n.

UvaZujme v rqviné o uplnou linedrni soustavu kfivek

_ |D] = |a + 4],
~ t..j. Gplnou linedrni soustavu kiivek stupné n -+ 1, které se chovaji
v bodech base soustavy |4]| jako kfivky této soustavy.

Necht je r rozmér soustavy |D|. Uvazujme libovolnou piimku a;
kiivky D ji protinaji v » + 1 bodech. Aby néjaka kiivka D obsahovala
pfimku, je nutno ji piedepsat, Ze md jit » + 2 body této pfimky. Ki¥ivky
D obsahujici pfimku a zavisi tedy na r — (n» 4 2) parametrech; tyto
ktivky jsou doplnény kiivkami 4, které tvofi homaloidni sit, takie méme

r—(n+42)=2,
r=mn -+ 4.

Pritadme k¥ivky D projektivné nadrovindm linedrniho prostoru
8p+40n + 4rozmérech. Bodiim roviny ¢ odpovidaji body néjaké plochy
“F, jejiZ stupeni je rovny poétu bodi spoleénych dvéma kiivkdm D mimo
body base.

Oznadme [XY] poéet bodl spoleénych dvéma k¥ivkim X, Y. Mame

. [DD] = [aa] + 2[ad] + [4A4].

Aviak plati [aa] = 1, [ad] = n, [AA] = 1, takZe stupeni kiivky -F jest
2n + 2. ’ '

Bodim ptimky a odpovidaji na F body raciondlni kiivky C. Stupen
kiivky C se rovnd podtu priseétkii pfimky s kfivkou D, t. j. » 4 1. Na
plode F méme c0? kfivek C, které tvoii homaloidni sit |C|.

. Existuje 00? nadrovin, obsahujicich néjakou k¥ivku C, protoZe exis-.
tuje co? kfivek D, obsahujicich odpovidajici pfimku. Z toho plyne, Ze

" nadroviny, které obsahuji{ jednu kfivku C, se protinaji v linedrnim
prostoru o n + 1 rozmérech, obsahujicim tuto kfivku. K¥ivky C jsou
tedy raciondlni normalni kfivky.

N
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Bodim kiivky A odpovidaji na F body raciondlni kiivky C'. Na
plose F existuje homaloidni sit kiivek |C’|. Obecnd kiivka C a obecnd
kiivka C’ sklddaji dohromady nadrovmovy prisek plochy F, jsou tudiz
kiivky C' stupné n + 1.

Krwky D obsahujici k¥ivku A4 jsou doplnény pifmkami a; uzavirdme
z toho, Ze obecnd kiivka C’ patii do linedrniho prostoru o » + 1 roz-
mérech a Ze je normdlni.

Dvé kiivky O, C' se protinaji v n bodech, které patii do linedrniho
prostoru o n — 1 rozmérech, nebot prostory o # -+ 1 rozmérech, obsahu-
jici k¥ivky C, €', nélezi do prostoru o # + 3 rozmérech (do nadroviny
prostoru Sp44)-

2. UvaZujme také v roving ¢’ dplnou linedrni soustavu kiivek

|D'| = |a' + 4'|.

Provedeme-li 8 touto soustavou totéZ, co jsme provedli s |D|,
ptifadime roviné ¢’ plochu F’ stupnd 2n 4 2, patiici do linedrniho

- prostoru Sp44 0 » 4 4 rozmérech.

Nadroviné v 8,4 odpovidd kfivka D roviny o. Této kiivce pfifa-
zuje transformace 7' kiivku D’ roviny ¢’ a této odpovidd nadrovina
v Suyy.

Nadrovindm v S, 4, které jdou jednim bodem P, odpovidaji kiivky
D, tvofici linedrni systém o rozméru n + 3. Tomuto systému pFifazuje
transformace 7' linedrni soustavu kiivek D', kterd je rovnéZ rozméru
n 4+ 3. Kfivkdm této soustavy odpovidaji nadroviny v S,.,’, jdouci
jednim bodem P’.

Z toho plyne, Ze si body P, P’ odpovidaji v kolineaci H mezi prostory
Snt4> Snyd’. Alezi-li pfitom bod P na F,lezi P’ na F’ a psru P, P’ odpo-
vid4 v rovindch resp. o, ¢’ par bodit, odpovidajicich si transformaci T'.

Lze pfadpoklédat, Ze prostory Spi4, Spts’ jsou soumistné. Déle
lze volit projektivity mezi soustavou |D| a nadrovinami prostoru Sn+4
a mezi Systémem ]D a nadrovinami prostoru S, .," tak, ze kolineace H
piejde v identitu a Ze tudiz F' splyne s F.

Konstruovali jsme tedy plochu F stupné 2n + 2 v prostoru Sy+4,
jejtZ body zobrazuji pdry bodd v rovindch o, o', jeZ si odpovidaji transfor-
mact T

3. BudiZ O hlavni bod transformace T' v roviné ¢, ktery je s-ndsobny
pro kiivky homaloidni sité | 4|. Budeme pfedpoklddat, Ze kazds z s teten
néjaké k¥ivky A v O jest proménlivé s touto kiivkou. Za téchto podminek
odpovidaji transformaci 7' bodﬁm nekoneéné blizkym k bodu O body
hlavni k¥ivky Q' v roviné o', kterd jest stupne s & neprotind kiivky 4’
mimo hlavni body- base homaloidn{ sité |4’].1)

Ktivky D maji v O s-ndsobny bod s promenhvyml teénami.

1) O téchto otézkéch srv. mé pojednéni: ,,Les transformations birationnelles
du plan‘ (Mémorial des Scxences mathématiques, svazek XXII, 1927): Viz &islo 16
a nésl. ’

s _ ' D33



K¥ivky D, dotykajict se v O pHmky p, tvoti linedrni soustavu o roz-
mérun -+ 3; v Sp44 jim odpovidaji nadroviny, jdouci bodem P plochy F.
Ot4éi-1i se pfimka p kolem bodu O, opisuje bod P-racionilni kiivku @, -
poloZenou na F. JeZto ktivka D obsahuje s bod& soumeznych s bodem O,
protiné nadrovina prostoru S, 4 kfivku @ v s bodech a kiivka @ je tedy
stupné s.

. Abykiivka Dmdlas libovolnou piimkou (jdouci bodem 0) v bodé O
~prusedik s 4 1-nésobny, jest nutno, aby méla bod O za s + 1-ndsobny.
Takovéto kiivky D dostaneme, piedepiSeme-li jim, Ze maji mit v bodé O

- 8 + 1 rliznych teden; tyto kfivky tedy tvoi{ linedrni soustavu o rozméru

n4 3 —s. Nadrovmy, které jim odpovidajf, maji spoleény linedrni -
prostor o s rozmérech, jenz obsahu;e kiivku G. Ta jest tedy raciondlni
normilnf k¥ivka.

Pifmka v roviné ¢ neprochdz{ obecné bodem O, kiivka C tedy
obecné neprotind kiivku G. Naprotl tomu kiivka C' protind kiivku G
v 8 bodech.

Pi{mka v roviné o, ]douci bodem O, tvofi dohromady s kteroukoli
kiivkou A4 kiivku D, majici v bodé O ndsobnost s 4 1. Této kfivee odpo-

. vidé nadrovina, kters obsahuje @. Prisek plochy F s touto nadrovinou je

tvofen kteroukoli kfivkou C’ a k¥ivkou C, jez md obsahovat @ jako sou-

-. &4st. Odtud: Kfivka C, jdouci ]edmm bodem kfivky @, obsahu]e tuto

kiivku.
Kfivka @ zobrazu]e péry bodt v g, 0’, tvofené bodem nekoneénd

" blizkym k O a odpovidajicim bodem knvky Q.

Stejné tak odpovid4d hlavnimu bodu-O’ roviny ¢’, s’-ndsobnému,
s proménhvyml tednami pro kfivky A4’, raciondlni normélni kfivka G’

o stupn&-s’ na ploge F. Ki¥ivky C protinajf G’ v s bodech, kiivky C’ je

neprotinaji. Kfivka C jdouei jednim bodem kfivky G, obsahu]e tplné
_. tuto kfivku. -
4. Predpoklé,de)me,. Ze transformace 7' m4:

¢ a) V rovind ¢ celkem » hlavnich bodd 0y, O,, .:., O,, které ma]i na

Akhvkéch homaloidn{ sfté [4] respektlve nésobnosti sl, 835+« vs Sy

- b) V rovind ¢’ celkem »' hlavnich boda O/, O,, ..., O,,v', které
majina k¥ivkdch homaloidni sité [A | nésobnostirespektives,’, sy, ..., 8",
Predpoklddejme déle, Ze kfivky A a A’ maji v hlavnich bodech ve-

_ Asmés proménné tedny. Za téchto podminek odpovidaji hlavnim bodim

.04, 0y, ..., 0, racionélni normélni kiivky G, G,, ..., G, stupn& resp.
"8, 88,% .0, s, na plose F. Tyto kfivky se mezi sebou neprotina.]i jeito ]sou'
= body 0,, 0y, ..., 0, rtizné. Prévé tak odpovidaji bodim O,’ , 0, yeens O,'

" raciondIn{ normélni knvky 66y, ... G/, stupné resp .s, I K W
‘ na. plose F, jez se mezi sebou neprotinajf.

Oznaéme o podet priwedikd kiivek G,, GY. Jednomu z t&chto

. prﬁseéikﬁ odpovidé pdr tvofeny bodem P soumeznym 8 O; v ¢ a bodem

-- P’ soumeznym 8 0" v¢’. Tyto body si odpovidaj{ transformaci 7. Hlavn{

) kh_vkg. /', kterd odpovidé v o’ bodu 0;, mé obsahovat P', ¢. j. dotykat -




se v O pfimky O;'P’. A stejng m4 hlavni kfivka £, kterd odpovids
bodu Oy', obsahovat bod P. Uzavirdme z toho, Ze nédsobnost bodu 0;’
na ;" a ndsobnost bodu O; na £ jsou stejné a rovny .

5. UvaZujme né&jakou kiivku 4 v roving ¢. Lze se na ni divat, jako
~ na kiivku n, patifcf do linedrni soustavy | . a|, tvofené témito kfivkami.
Na plose F ]i odpovid4 ktivka linedrni soustavy |n . C|.

S druhé strany v8ak odpovid4 kfivce 4 na plose F kiivka C'. Divi-
me-li se v8ak na kfivku 4 s tohoto hlediska, musime vzit v dvahu, Ze
prochézi s,-krat bodem 0,, s,-krét bodem O,, ..., s,-krét bodem 0, a %e ji
tudiz odpovidd na plose F' kiivka

0 + 56, + 835Gy + ... + 8,G,
Budeme tedy psit symbolicky
. n.C= 0,+81G +S2G+ +87v

Tato rovnice znadi, Ze mezi kiivkami soustavy |n.C| existuji
kfivky, které obsahuji s,-krit G,, s,-krit G,, ..., s,-krdt G, a které jsou -
doplnény néjakou kiivkou C’. ‘

Uvazujme pravé tak hlavni kiivku £, stupng s,’, odpovidajici bodu
0,', kterd jde x,,-krdt bodem O, x,,-krdt bodem O,, ... x,1-krdt bodem
0,. Odpovids ji jednak k¥ivka soustavy |s," . C| a jednak kfivka

Gy + 61161 + 0Gs + ... 4 a6,
Budeme tedy psét symbolicky

O =6+ 0;,Gy + Gy + .. + o1Gy.

A stejne pro ostatn{ hlavni kiivky v roving o. Dostaneme tak v' 4 1
symbolickych rovnic, které napiSeme ve tvaru

C' =nC —s8,Gy —s,Gy, —...—3s,G,

G =4/C —0 Gy —0y Gy —... —a,,Gy, .
Gy =80 —01)Gy — Gy — ... — 0,6, @M.
..... d i eeetttessrstsstssescssssscrsncnn
Gy =8,'C — o0y —pyGy — ... — GG,

6. Vyjdeme-li od roviny ¢’, obdriime stejnym zpusobem v+41
symbolickych rovnic:

C =nC —8/@) —s,'Gy —...—s,G)/

Gy = 8,0 — 0 Gy — 013Gy — ... — 03y G,’ ‘
G, = 5,C" - 001Gy — xge@y — ... — gy Gy" (II)
G, = 8,0’ -——oc,lG — 0oy — ... — oGy’

Znéme li homaloidn{ sit [4| v roviné ¢, zndme transformaci
a tudi? i sit | A'|. Z toho plyne, Ze rovnice (II) maji byt diisledkem vzorch
(I) a obrdcend. Ji mym1 slovy, nahradi-li se v rovnicich (II) a6, G, )
Gy pi'isluényml vyra.zy (I, m&]i vzniknout identity,
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Prvni rovnice (II) ddva
- 82824 .. ai=n2—1
‘ 8 —8 0y — 8 0g — ... — 8y 1y = 0
8 — 8, 0y — 85 02 — o — 8y Oy = 0.
. Polo#ime-li rovny nule koehclenty u Gl, Gy, ..., G,, dostaneme po-
dobné dal¥{ vztahy
0(112 + 06122 + ceo + alp'z == 812"—' 1
Ogy? F g + .o Ko =82 —1
0‘712 + 0‘922 + oo (xw'z = '912 —1.
Se&téme tyto vzorce a pouZijme vztahu, ktery lze odvodit

82+ 82+ ... +s82=n*—1.

ZZoc,y?:nz—-v——l '
(t=1,2,..,% k=12,...,9).
Ste]né odvodime, Ze platf také :

ZZcxlk =nt—9 —1
Tk
(6=1,2, .., k=1,2,...,%).
Z toho odvodfme » =-4'. Poéet hlavnich bodii v obou rovindch je tyz.

Vzorce, které jsme dostali, se daji odvodit také vysetrovanim
prise¢iki hlavnich kfivek v obou rovinich ¢,0,.

7. Vidéli jsme, Ze pfimce p roviny o, kterd jde nékterym hlavnim
bodem, na pi. bodem O,;, odpovidd na plose F kfivka C, obsahujfcf
k¥ivku G, jako souddst. Nazveme C, k¥ivku, kterd sklddd spolu s G vy-
- Setfovanou kfivku C. Jeito pnmka p obsahuje ]en ]edmy nekonecné
blizky bod k bodu 0,, protina kfivka C, kiivku G, jen v jediném bodé&.
Ot4i-1i se pfimka p kolem bodu 01, vytvéri kiivka C’ na plose F svazek
bez bodd base.

Pi¥me N Co

' C=a, + C,.

[CG,] = 0 = [G,Gy] + [G,C4],

odkud? [(,3,] = 1.8 hledlska theorie prisediki kiivek se musi kiivka @,
* povaZovat za knvku, vytvéfejici linedrni soustavu o rozméru nula a
Fada —1.

A stejné plati zfe]mé té% o khvké.ch G,, . G, G‘l , G,’, v G,
v 8. Oznadme: znakem C; Jakobidn sftd 0] & znakem C;' Jakobidn

Dostaneme

Méme _
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sité |C"|. Je zndmo, %e pla,

# ,
G +6Gy ... +6,
G G .. G

1

II lI

C;
0
S druhé strany plati téz?)
, C; + 30" = ¢} + 30,

- to jest
G+ Gyt oo+ G +3C =G + @y + ...+ G, +3C.

Podet prasedikd téchto dvou kiivek s kiivkou €’ je stejny, take
mime
81+ 8+ ... +8 =3n—1).
Srovndvame-li podet prisedikt s kiivkami G,’, Gy, ..., G,, méme
dédle
Gpp + Koy + oon oy =35, —1
O + gp + o+ 2 =38y — 1

&1 o ...+ = 3s,/ —1.
Vyménime-li dlohy kiivek C, G a C', @', dostaneme dalsi obdobne
vztahy
8 +8 +...4+8 =3nrn—1)
ot %+ oo F X, =35, —1, ...

Jinak je snadné nahlédnout, Ze rozfeSenim na p¥. rovnic (II) podle
¢,G/, G, ..., G/, jako kdyby to byly algebraické rovnice, dostaneme
rovnice (I). .

Il. Biracionalni transformace v prostoru.

9. UvaZujme ted biraciondlni transformaci 7' mezi dvéma trojroz-
mérnymi linedrnimi prostory X, 2’. Rovindm « prostoru X v ni odpovi-
dajf plochy A’ stupné n’ prostoru 2" a rovindm &’ prostoru X2’ plochy 4
stupné » prostoru X. Soustavy |4|,|4’| jsou homaloidni.

Vsimnéme si bliZe tiplné linedrni soustavy ploch D stupné n + 1

. D] = | + 4] »

Plochy tohoto systému se chovaji v hlavnich bodech base a podél

hlavnich kfivek base homaloidni soustavy |A4| jako plochy 4.

Budiz r rozmér soustavy |D|. Plochy D vytinaji na roving « kiivky
stupné n + 1, jez majf v prisedicich roviny « s hlavnimi kfivkami base
soustavy |A| tuté nésobnost jako plochy A. MaZeme pouze stanovﬂ;
doln{ hranici p rozméru tohoto systému a méme pak dolni hra.mcl roz-
méru r = g + 4 soustavy |D|.

1) Les transformations birationnelles du plan, &éslo 34.
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7 - fﬁf&dme plochy D pf&] ektivng nadrovindm linedrntho prostoru S, .
or rozmérech Bodéim prostoru X' odpovidaji body trojrozmérné va-
riety V.

Oznadme [X, ¥, Z] podet prisetikid t¥f ploch X, Y, Z, které ]sou
proménhve s témito plochami. Stupeti variety V se rovnd -

M+Aa+Aa+AL4a%M+ﬂm%M+M%AALF
+[4,4

3(n + n') + 2.

Bodim néjaké roviny « prostoru X odpovidaji na ¥V body jisté
" plochy F, jejiZ stupen se rovné

[, + 4,06 + A] = [acaoc]+2[oc,<x A]+[ocAA]

4.5,

-t .
%+n+l )
" Plochy F tvoii na ¥ homaloidni linesrni soustavu |F|. Dvé plochy F se
protinaji v kfivece C, kterd je raciondlni, stupnd » 4+ 1 a ]e]iz body
odpovidaji bodim néjaké pfimky ze X.

Bodéim néjaké plochy A odpovidajf na V body plochy F’, jejiz
stupeti se rovns

[A; (o4 + 'A’ [»2 + A] = [a9 &, A] + 2[“: A’ A] + [A) A, A]:
b .
2n' +n + 1.

Plochy F' tvoii na ¥ homaloidn{ linedrni soustavu | F’ | a dvé plochy
F' se protinaji v raciondlni kiivee O stupné

[4, 4, zx—l—A]—-n +l.

. Jist4 plocha F m4 s plochou F” spolethou kfivku stupné n 4 »’,
ktersd nemusf byt raciondlni. ’
- Kazd4 plocha F tvoii s kazdou plochou F' jeden nadrovinovy priisek
. variety V.

Privé tak mbieme uvaZovat up]nou linesrni soustavu o' + A'|,
tvofenou v-X’ plochami stupnd »’ 4 1, a konstruovat. odpovida]ici )
varietu ¥’ obdobnou varietd V. Doké.ie se jako v pipadé rovinré -

+*_ transformace, ¥e V a V' si odpovidaji v kolineaci, a 1ze vidy zaFidit po- )
méry tak, Ze tato kolineace se redukuje na identitu.
A Vaneta V zobrazuje pdry bodu z prostom 2,2, které st odpovldayi
. tram/ormaci 7. -
.- 10. Budiz O hlavni xsolovany bod base v prostoru . Budeme tim
s> rozumét bod base soustavy, ktery miiZe leZeti na jedné nebo vice kfivkich
- bage soustavy |A|, ale ktery m4 na plochéch A vysif nisobnost, nez maji
. tyto kfivky base. Nazveme s ndsobnost bodu O pro plochy A a pFedpoklé-
déme, e tetné kuZele k témto ploché.m v onom bod8 jsou nerozloZitelné
‘a pl‘oménhvé v lmeé,mi soustavé o rozméru 3 Budeme ikat, Ze bod O je




" za techto podmmek obyéejny, 1solovany hl&vm bod base transfor-
mace T.%)

UvaZujme prlmku d, jdouci bodem O; plochy D dotykajici se této
pfimky v bodé O, tvo¥{ linedrni soustavu o rozméru r — 1 a v prostoru S,
jim odpovidaji nadroviny, které jdou jednim bodem P variety V. Opi-
suje-li pfimka d trs o vrcholu O, vytva# bod P racionélni plochu @, kterd
zobrazuje body nekoneéné blizké bodu O a jim odpovidajici body, polo-
Zené na hlavni plo§e v prostoru 2", kterd p¥isludf bodu O. o

Stupen plochy G se rovnid nésobnosti p bodu O na kfivkdch, jeZ od-
povidaji v prostoru X pifmkim prostoru 2”.

Obecn4 plocha F neprotind plochu G. Aby ji protala, jest nutno, aby
znizorniovala rovinu, jdouci bodem O. AvSak takové rovina, pfipojena.
ke kterékoli ploSe A, didvé plochu D, jeji% ndsobnost v O je s + 1 a jez
odpovid4d nadrovinovému priseku variety V, obsahujicimu plochu G.
Plocha F’ protina. @ v kiivce stupné p, plocha F tudiZ, protind-li plochu '
@, obsahuje ji celou.

11. UvaZujme v prostoru X hlavni khvku base p, kterd budiZ
prvniho druhu,!) stupné v, s-ndsobn4 pro plochy A a tudiz téZ pro plochy
D. Oznaéme g podet proménlivych prisediki kiivky y s kfivkami, které
odpovidaji pfimkém prostoru X’. Budeme piedpoklddat, ze viech s
tednych rovin k nékteré plose 4 v obecném bodé kfivky y jest proménli-
vych s touto plochou (oby&ejnd hlavni kiivka base).

UvaZujme néjaky bod P kiivky y, tednu p této kiivky v onom bodé
a rovinu w, jdouci pfimkou p. Plochy D, které se dotykaji roviny w
v bodé P, tvoii linedrni soustavu o rozméru r— 1 a v prostoru 8, jim
odpovidaji nadroviny, jdouci jednim.-bodem P’ variety V. Otdéi-li se ro-

*vina w okolo pfmky p, opisuje bod P’ racionalni k¥ivku y’ stupné s. '

Probfhd-li bod P kfivku y, vytvai k¥ivka y’ plochu H.

Abychorg obdr¥eli stupei plochy H, uvaZujme dvé plochy D, t. j
dvé plochy & + A. Piimka xx kfivku y neprotind, kazdé z kfivek zxA
protini y v » bodech a kazdému z t&chto bod# odpovidé. na H s bodd. -
Ktivka A4 protind y v ¢ bodech. Z toho plyne, Ze plocha H jest stupné .
2vs + q.

Rovma o protind y v v bodech z nich? kazdému odpovidé, na H
kiivka y plochy F tedy protinajf plochu H podél » kfivek y’: Z toho vy-
plyva, Ze plochy F’ protinaji plochu H v k¥ivce stupng »s + g. '

. 12. UvaZujme koneéné v prostoru X hlavni kiivku base I', kterd je
druhého druhu, stupné » a s-nésobn4 pre plochy 4. Je zndmo, Ze itv pro- -
storu X" odpovidé hlavni kiivka I druhého druhu, ]1stého stupné »',

-nésobné, pro plochy A’. Je déle zndmo, Ze platf , -

.8=Ar, 8 =Av

*) Srovnej mé po_]ednéni ,»Les transformations birationnelles de Vespacess, -
(Mémorial des Sciences Mathématiques, svazek LXVII, 1934), &fslo 17.
1) Les transforsnations birationnelles de Uespace, tisla 14, 15.
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a %e plochy A (nebo A4’), které se dotykaji v n&jakém bods P kiivky I"
(nebo I") ]edné te&né roviny této kfivky, dotykajf se jesté dalsich 4 —1
teénych rovin kfivky I" (nebo I'') v tomtéZ bodé.*)

) Plochy D se chovaji podél kfivky I jako plochy 4; v disledku toho
se dotyka]i plochy D, které maji v n&jakém bods P knvky I’ teénou
rovinu w, jdouci tetnou pHmkou p kiivky I' v bodé P, jesté dalsich
A — 1 rovin, jdoucich pfimkou p, a to v tomtéz bodé P. Témto plochdm
odpovidaji v 8, nadroviny, ]douci jistym bodem P’ vanety V. Jestlize
se skupina 4 uvazovanych rovin otdéi okolo pnmky p, opisuje bod P’
raciondlni kfivku y. Jezto mé plocha D v bodé P »' skupin po A te¢nych
rovin, jest kiivka y stupné »'.

Kdy% bod P probihd k¥ivku I, kiivka p se méni a opisuje plochu M.

* Stejnd tivaha se d4 provést, vyjdeme-li od kiivky I, a tak dosta-
neme na plose M raciondlni kiivky y’ stupné ».

Kiivka y a kfivka y’ se protinaji v jediném bodé, ktery zobrazuje
pér odpovidajicich si bodd v T, z nichZ jeden je nekoneéné blizky kiivee I"
& druhy nekonedné blizky kfivee I, -

Kfivky y a9’ tvoii na plode M dva svazky raciondlnich k¥ivek, které
jsou mezi sebou unisekantni.

Jezto rovina o« protind I'" v » bodech, protind odpovidajici plocha F
plochu M vy kiivkdchy. Privé tak protlné, plocha F’ plochu M v’ kiiv-
kéch y’. Z toho nésleduje, Ze plocha M je.stupné 2y»’.

13. Budeme pfedpoklidat, Ze transformace 7' mé v prostoru X

oby&ejné-isolované hlavni body 0,,0,, ..., Os, o nisobnostech resp.
71, Ty, ..., 73 Pro plochy 4;

: k obyée]nych hlavnich kiivek base prvniho druhu y4, p,, ..., Vis
o ndsobnostech resp. 8;, 8y, ..., 83 pro plochy 4;

l obyé&ejnych hlavnich krivek base druhého druhu I} 1 I, .., I
. - ‘Podobné budeme predpokladat Ze transformace 7' ma v prostoru
‘%' K obygejnych 1solovanych hlavnich bod& base O, 02', eeey Op'
" o ndsobnosti resp. r,’, y’, ..., 7’ pro plochy 4’;

k' obyéejnych hlavmch krlvek base prvntho druhu 9;, 5, ..., Y&’
.0 nésobnosti resp. 3,’, 85, ..., s’ pro plochy A4’;

1 obytejnych hla.vnich kfivek base druhého druhu Iy, I, ..., I7'.

Bodiém 0,, 0,, ..., 05 odpovidaji na variet ¥ plochy G, Gy, ..., Ga
-a'bodim 0,"; 04/, .. 0,,r plochy G/, @), ..., Gy'.

Ktivkdm p,, p,, . o VE odpovidaji na 8% plochy H,, H,, ..., Hy

- .q,khvké.myl,y,,. ,y,, "plochy H,', H,, ..., H'.

. Koneéné parim kiivek I'y a Iy, I, a Iy, ..., I a I}/ odpovidajf
. plochy M,, M,, ..., M;. -

‘ UvaZujme néjakou plochu 4. Pati{ do tiplné linedrni soustavy ploch
stupnd n a na varieté ¥ j{ odpovida n&jaka plocha iplné linedrni soustavy

]nF |-8 druhe strany Ji viak odpovid4 na V plocha F’, bereme-li v uvahu,

*) Les transformatwm birationnelles de U’espace, éislo 186.
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Ze prochézi hlavnimi body a kiivkami transformace 7. Je#to plocha 4
prochézi r,-krdt bodem O, je tteba ptipoditati k F' r,-krét plochu G,.
Praveé tak'nutno pfipoditati s,-krét plochu H, k ploSe F’, nebot plocha 4
prochézi s,-krat kfivkou y,. Koneéné je tieba piipojit plochy M,, M,,

., M;, z nichZ kazdd bude poéitina s uréitou celistvou ndsobnosti. Mdme
tedy symbolickou rovnici

nF =F' 4+ rG + ... + 1Gn + s Hy + ... + sy + 7, M, +
+ .o 4 My,

kde 74, Ty, ..., 77 jsou celd &isla.

14. UvaZujme hlavni bod O;’ a budiz p; jeho ndsobnost na kiivkdch,
které odpovidaji v 2" pfimkédm z prostoru 2'.°

Nekonedné blizkym bodéim k bodu O odpovnda]l v prostoru z
body néjaké plochy £2; stupné p;. Predpoklidejme, %e tato plocha pro-
chdzi r;-krat bodem O,, rg;-krdt bodem O,, ..., rj-krdt bodem Oy,
81;-krat kiivkou y;, 8y;-krat kiivkou y,, .. ., ski-krét kiivkou y;. Predesla
tdvaha dava pro plochu £ :

Pl = Gy + Gy + ... + Gy + suHy + .+
+ spHp 4+ 1My + ...+ My, = 1,2, ... h’)

kde 714, Toi, - - -, T2 jSOU celd &isla.

Uvazu]me ted hlavni kiivku base prvniho druhu p;". Bodim ne-
koneéné blizkym k této kiivee odpovidaji v prostoru X body jisté plochy
D;, jejiz stupeni ¢; je roven podtu proménlivych bodd, v nichZ kiivku ;"
protinaji kiivky, odpovidajici pfimkédm prostoru X.

Predpokladejme, Ze plocha @; prochdzi gr;-krat bodem Oy, a oy;-krat
kiivkou y;. Tentokrit jsme dovedeni k symbolické rovnici

¢F = H{ 4 016Gy + ... + omiGn + o1 Hy + .. + ol + t3M, + ... +
+ My, (i =1,2,..., k'),
kde ty;, ..., t;; jsou celd ¢isla.
ObdrzZeli jsme tak prvni skupinu symbolickych rovnic, které budeme
psit ve tvaru

F’=’nF——TIGI—...——T],Gh-—-slHl———...——Ska—TlMl-——...-——‘an,

G,;I =piF—'ruGl—...——r;,iG;,—-sl.-Hl———...—~5k¢Hk—rliM1—...—
— 1M, t=1,2, ..., h'), : I

H/ = ¢V —01:Gh— .. . —0niGh — 0'11,H1 ——G]cin—h,;Mi—...—f
—thMl,(’b——l k)

15. Zaménime-li dlohy prostort X, Z dostaneme druhou skupinu
symbolickych rovnic

F=nF — 1‘1'01' ——. ™ f'}.’G'h' —_— 81:H1' —_—e.— S'k'H'k' _71’M1 -_
) —_ ——Tt.Ml,
! ’
Gi=piF' — "11"?1' — ---"‘rh’i’lGh’ — 81 Hy — ... —spi{Hy' —
— Tty My— ... —1' My, (0 =1,2,...,h), (IT)
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Hs = !B F — o' — ..~ oGy — o' Hy — .. — oy Hy —
—-tuM —_— —tu'Ml, (l:= 1,2,'..., k).— :
Koeflclenty v, o' ¢, r, ¢, 0,0, 7, t jsou definovény obdobné
jako koeficienty pf'edeslé '

o Znéme-li homaloidni systém |A|, znéme celou transformaci 7', takze
vztahy (IT) maji byt disledkem vztaht (I). Neboli, nahmdime li ve

vztazich (II) F', @', H' vyrazy, ktery plynou ze vztahii (I), musime dostat
identity-

Tak najdeme na ptiklad.
o : Zripi+ Zsi'qp =nn' —1,
: . zri,raiv"*' z sj’ea]' = n'ra:
‘ Zrispi+ X sj'ag; = n'sp, 7
=12 .,k;j=12,. ., k;0a=12..,h =1,2,.. k).
A prévé tak najdeme, zamémme li tlohy vzored (I) a (II) ’

Xrips’ + 28 = nn' —1
G=1,2.,hj=12..,k). 1)

16. Nyni vy)deme od vztaht dava]ieich G;, H;, nahra.dlme tam
F', @', H' jejich vyrazy (I) a budeme hledat koeficienty u G, H; ve vy-
sledku Tyto koeficienty majf byt na obou strandch stejné.

Nalezneme '
Z"m"ﬁa + gspi'eip =rpd +1, (2
(6=1,2,.. .0 =12, k)
Je to A rovnic, neboﬁ + miize nabyvat hodnot 1,2,..,h
ZQM Sja + Eo'ﬁi Ojp = 97 '8 + 1, 3)
(x=1,2,..,0; B=1,2,..,F). ‘

’ ~ Tojek rovnic, protoZe j méze na.byva,t hodnot 1, 2 ok
) Se&téme viecky rovnice (2) a (3), pouZivajice vzta,hu (1). Dostaneme

zzra; Tia +. EZSﬁg Qtﬁ+ Zzs,aouj -+ zz@m“jﬂ
. ._.nn +h+k-——-l

o Jestlize zam&nime ulohy obou skupm rovnic (I) a (II), nezméni se.
.. levé, strana pfedeslého vztahu & na pravé strané dostaneme nn' 4+ b +
+ F—1. -, - _

, ‘Mé»me‘ tedy BN . -
i . ' h+k_h'+k' .
T N ~

Som‘!et poétu hlavnich bodu base a hlavnich krwek base je v obou dvou -

prostorech tyé’ .
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Je zbytetné rozlifovat v této vété mezi k¥ivkami prvniho a druhého
druhu, nebot podet hlavnich kfivek druhého druhu je tyz v obou prosto-
rech.

17. Oznadme znakem F; Jakobidn soustavy |F| a znakem F’; Jako-
bidn soustavy |F'|.J akoblanu F; odpowda v prostoru 2’ Jakoblén sou-
stavy |A’|. Ten se sklddd — jak je zndmo — z hlavnich ploch, odpovida-
jicich hlavnim isolovanym bodim base transformace 7' v prostoru 2, pfi
¢emz kazdd takovd hlavni plocha je poditarnia dvakrat, a z hlavnich ploch,
odpovidajicich hlavnim kiivkdm base prvnfho druhu yy,p,, ..., Ye.*)
V disledku toho obsahuje plocha F; plochu

2(G,4 +G2+—{—Gh)+H1+H2++HL

Uvazu]me n&jakou plochu F, kteréd prochézi jednim bodem plochy
na pi. M,. Tomuto bodu odpov:dé, nekonedné blizky bod krlvky Iy
a plose F odpovidé rovina «, jdouci timto bodem. Z toho plyne, Ze plocha
F, prochézi-li jednim bodem plochy M, obsahuje celou kiivku y,, kterd
jde timto bodem. A to m4é za nésledek, Ze plocha M, je soudasti Jakobidnu
F;. Stejny zaveér plati téZ pro plochy M,, M, ..., M; a je tedy

FJ'=2(G1+Gz+---+Gh)+H1+H2+ coo + Hy + M, +
+ M, 4+ ...+ M,
Privé tak mame
Fj' = 2(G1’ + Gz’ + ce Gh”) + H1' +Hzl + ...+ Hy' +
+ M+ My + ...+ M,
S druhé strany méame zdkladni vztah**)
F; + 4F' = F{ + 4F,
to jest
2(6, +’Gz +,-~ + Gi) + fll + H',z+ ---'+ Hy + 4F',=
=2(G1 +G2 +--~+Gh')+H1 +Ha + ...+ Hy' + 4F.
Tato symbolickd rovnice ddvé nékteré vztahy. Stupné ploch na -
obou strandch maji{ byt stejné, coz ddva

2p) + 2 + o+ )+ G+ +
. + 208" + ... +w'se’) + dn=
= 2(p, +p2 oot m) +0+ R+ et
+ 2(n8 + ... +”k3k)+4n',

kde »,, Ve, oo Vi jsou stupné hlavnich knvek base Y1 Ve - Vh & 7,
vy, .., v’ stupné hlavnich k¥ivek base y,, ¥y, ..., y&.

Stupne kiivek vytatych na ploché.ch na obou strané,ch rovnice
obecnou plochou F maji byt ste]ne coz davé

*) Les transformations Inmtwnnelles de Uespace, ¢islo 10.
**) Les transformations birationnelles de l'espace, &islo 36.
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2y + ...+ o)+ F oo Fors s
+ 4 =8+ ... + visk + 4n.
A tak déle.

Lze je8té poznamenat, Ze feSenim rovnic (I) vzhledem k F, G;, H;,
jakoby to byly algebraické rovnice, dostaneme rovnice (II).

111, Biracionilni transformace involutorni.

18. Podivime se, co davd predeslé zobrazeni, kdyZ se nim vyskytne
biraciondlni transformace involutorni. Budeme se zabyvat pfipadem ro-
vinné transformace a uddme rozsifeni na prostor.

Necht tedy je T' involutorni biraciondlni transformace mezi body
roviny ¢ a P, @ jeden pér pfidruZenych bodl. Pfedstavme si rovinu ¢
soumistnou s rovinou ¢’ a budtez P’, @' body roviny ¢’ soumistné s body
P, Q. MuzZeme si pfedstavit, Ze 7' je biraciondIni transformace mezi rovi-
nami ¢ a ¢’, kterd piifazuje bod @’ bodu P a bod P’ bodu @. Budiz F
plocha, kterd zobrazuje pary bodi v rovindch ¢ a o', jeZ si odpovidaji
transformaci T'. Nazveme P; bod, ktery je obrazem paru PQ’ a P,’ bod,

ktery je obrazem piru QP’.
’ Oznaéime-li | 4| homaloidni sit, kterd odpovid4 siti pfimek roviny o
prostiednictvim transformace 7', zobrazuji nadrovinné fezy plochy F
kiivky soustavy
|D| = |a + A| (a pfimka).

T méni | D| v sebe samu, ale jednotlivé kiivka D neni obécns trans-
formovéna v sebe samu.

Existuje involuéni transformace 7" plochy F v sebe samu, kterd
pfitfazuje bodu P, bod P, (a bodu P, bod P;’). Podle své konstrukee
vyménuje transformace 7" nadrovinové priseky plochy F mezi sebou
a nadto piifazuje nadrovinovym prisektim plochy F, které prochazeji
jednim bodem, nadroviny, prochdzejici opét jednim bodem. Z toho plyne,
Ze T" jest v prostoru Sy 14, obsahujicim F involuéni kolineace.

19. Involudni kolineace 7’ m4é dva linedrni prostory S, a Spis—»
samodruZnych bodi. Tyto prostory jsou rozmért resp. » a n + 3 —»
a neprotinaji se v S, ;4. Nadroviny, jdouci prestorem S, nebo Syt3—»,.
jsou invariantni pro 7" a vytinaji na F nadrovinové priseky, transfor-
mované v sebe samy transformaci 7”. Odpovidaji jim dva linedrni systé-
my k¥ivek D, z nichZ ka?d4 je invariantni v involuci 7' v roviné ¢. Nazve-
me tyto systémy | Do| a | D,|. Pokusime se je konstruovat.

Kftivka D, tvofens néjakou pifmkou a a odpovidajici kiivkou 4,
je transformaci 7' ménéna sama v sebe. Takové knvky tvoii systém
o indexu dv&, nebot libovolnymi dvéma body roviny prochazi jedna
piimka a jedna kiivka A, které nejsou obecné jedna druhé piifazeny
transformaci 7. Tento systém nalezi do linearni soustavy |Do|, obsazené
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v |D|, o rozméru aspofi 003, jehoZ kfivky jsou transformoviny samy
v sebe transformaci 7'.

S druhé strany lze uvazovat svazek pfimek a a kifivky jim odpovida-
jici transformaci 7. Tyto kiivky tvofi svazek, projektivni k svazku pi-
mek a, a prisediky odpovidajicich si elementli téchto dvou svazkd vy-
tvéieji kiivku D, soustavy |D|, kterd je transformovéna sama v sebe
transformaci 7'. Tyto krlvky D, vytvaieji linedrni soustavu |D,|, nalezici
do |D|, o rozméru asponi co2.

Poznamenejme, %e je-li U samodruzny bod involuce 7', prochdzeji
véecky ktivky D, bodem U, ktery je jednim z bodi base soustavy |Dy|.
Zv143té pak, obsahuje-li 7' nekoneéné mnoho samodruznych bod#, tvofi-
cich kiivku K, jest tato kiivka pevnou slozkou soustavy |D,|.

Nyni piedpoklddejme, Ze kiivkam D, odpovidaji nadrovinové pri-
seky plochy F nadrovinami, jdoucimi prostorem 8,, a Ze tudiz k¥ivkdm
D, odpovidaji priseky plochy F nadrovinami, jdoucimi prostorem
Sy 45—y Soustava |Dg| m4 tedy rozmér n + 3 — » a soustava |D,| roz-
mér . :

Néjaky bod, spoleény ploSe F a jednomu z prostorit S,, Spiz—y je
samodruznym pro T". MiZe tedy pouze prostor Sy.t3;—,» protnout plochu
F v konedném podtu bodi anebo v k¥ivce. ‘

Ktivky G, G,, ..., G jsou transformoviny involuci 7" na kiivky
@), Gy, ..., G). Kaidy bod, spoleény jedné z kiivek G; a jeji odpovi-
dajici G¢', je samodruiny pro 7" a patii tedy do Sy43—s-

Ktivkdm C odpovidaji involuci 7" kiivky C".

; Vsimnéme si, Ze, promitneme-li plochu F z prostoru S, na prostor

8y+3—», 0dpovidé kazdému paru bodd, ptifazenych k sobé transformaci
T', jediny bod tohoto prostoru a viecky pak vytvéafeji plochu @, obraz
involuce I,, indukovany na F involuci 7".

Yy

20. Predeslé uvahy se daji bez nesndzi rozsifit na involuéni biracio-
ndlni trnasformace v prostoru. Varieta .V, kterd zobrazuje takovou trans-
formaci, jest transformovana sama v sebe involuéni kolineaci 7", jez mé
dva prostory samodruznych bod# S,, S8,—,—1. Z téch mlZe pouze druhy
protnout varietu V v koneéném poétu bodit nebo v kiivee nebo koneéné
v ploSe.

Plochy D, které odpovidaji nadrovinovym prisekim variety V
rovinami, jdoucimi prostorem S,_,1, obsahuji plochy, vytvofené proti-
nénim rovin a svazku ploch 4, které odpovidaji témto rovindm.

Néjaké plose G nebo néjaké plose H piifazuje involuce 7" plochu &
nebo plochu H'. Priseéné body ploch G a G’ a ploch H a H' jsou samo-
druzné a patif tudiz prostoru S,—,—;. Plocha M, odpovidajici péru
hlavnich kiivek druhého druhu se transformuje sama v sebe.

Projekce variety V z prostoru S, na prostor Sp——; ddvé varietu 2,
obraz involuce indukované involuci 7",
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‘IV. Pozndmky. - -

21. V prededlém jsme uvaovali biraciondlni transformace, jejichz
homaloidni soustavy mély v kazdém bodé base viecky tedny proménlivé
v piipadé transformace rovinné nebo viecky tedné kuZele v bodech base
a vBecky te¢né roviny podél kiivek base proménlivé, kdyz §lo o transfor-
maci prostorovou. Vzddme-li se t&chto pfedpokladi, zistdva zachovéna
konstrukce plochy F v rovinném piipadé nebo.variety V v piipadé
prostorovém, aviak tato plocha nebo tato varieta mohou ziskat singulér-

- nof body Ukézeme to na nékolika piikladech.

22. Vratme se k biracionalni transformaci 7' mezi dvéma rovinami

0, ¢’ a piedpoklddejme, Ze homaloidni sit | 4| m4 hlavni bod O o ndsob-
-nosti 8 a Ze teény v ném — oznaéme je ¢, t,, ..., {; jsou rizné, avSak
.pevné. ) :

Uvazujme kfivky D, jim% uloZime, aby se dotykaly v bod& O
piimky p rizné od t,,¢,,...,t,: Takovéto kiivky maji v O nejméné
8 4 1-ndsobny bod. Predpoklidejme, ‘Ze tato ndsobnost je presné
8 4+ 1. UvaZované kiivky tvofi linedrni soustavu o rozméru » -+ 3, f4du

- 2n 42— (s 4 1). V prostoru S+, jim odpovidaji nadroviny jdouci
bodem P, s 4 1 ndsobnym na plose F.

BudiZ nyn{ y néjaké kuZelosecka, které se dotykd v O piimky #,.
Krivky D, majief tfi prisediky s kuZelosetkou y splyvajici v bodé O,
tvoi linedrni soustavu co”+3 a v prostoru S, 4 4 jim odpovid&]l nadroviny,

- ]douci bodem P; na F. M&ni-li se kuZelose¢ka y, opisuje bod P, piimku
* Gy, jet proché.z{ bodem P. Oznadime-li 0, nekone&né blizky bod bodu O
_nat,, pevny to bod, ktery lezi na viech kiivkédch 4 i D, odpowda)i body
. pHmky G; bodéim nekone&né blizkym bodu O, (a bodum které jim odpo-

vidaji transformacf 7'). e

. Stejné tak okoli bodd 0O,, O, ..., O,, nekoneénd blizkych bodu 0
- na piimkéch 25,4, ..., ¢, odpovidajf na ploSe F piimky G,, G;, ...,
které viecky prochézep bodem P.
Bodtm nekoneéns blizkym bodu O odpovidajf na F nekoneéne\
blizké body bodu P. i
23. Predpoklddejme ted, Ze kiivky 4 ma]i v bod$ O ndsobnost sa 7
pevnych teden ¢y, ,, ..., t;, kdeZto ostatnich s — 7 teden je promé&nlivych.
-Ktivky D, dotyka]ici se v bodé O primky p rizné od t, t,, ..., t,
tvoH linedrni soustavu con+3, V prostoru Sy, 4 jimi odpovidaji nadrovmy, :
.. ¢ jdoucf jednim bodem P plochy F. Mé&ni.li se pfimka p, vytvii{ tento bod
kﬁvku G, stupn® s — 7, kterd zobrazuje nekoneéné blizké body bodu 0. -
- Budte 0,, O, ..., O; body nekonetnd blizké bodu O na piimkéch
b5 by, ...y t.. Uvatujeme-li kfivky D, oskulujief v bodé O kuZelosetky,
~ které prochéze]i body 00,, 00,, ..., 00,, vidime, %e bodim nekoneéné A
_>--blizkym bodtim Oy, O, ..., O, odpovida.;ina.F body pﬁmek Gl, Gy, .. Gy,
;‘.",_‘: které protina]i k¥ivku G

-

=




Je vidét, Ze pokaZdé, kdyZ v vzroste o jednotku, zmensi se stupeii
kiivky G, o jednotku a k pHimkdm G,, G, ..., G, se pfipoji nové piimka.
Je-li T = s, kfivka G, se redukuje na s 4 l-né.sobny bod na F.

24. Pfejdéme nyni k biraciondInim transformacim v prostoru a pfed-
pokliddejme, Ze homaloidni soustava je tvofena kvadrikami, které jdou
jistou kuZelosetkou I" a dotykaji se v jednom bodé této kuZelosetky
roviny ¢ (jdouci zfejmé teénou ke kuzeloseéce v bodé 0). .

Plochy D jsou kubické plochy, prochdzejici kuZelosedkou I" a dotiy-
kajici se roviny o v O. Je jich co'! a varieta V nalezi do prostoru 8,;. Dvé
plochy D se protinaji mimo I" v kiivee sedmého $tupné, kters jde jedno-
duse bodem O, dotykajic se tam roviny ¢ a protinajic kuzelosetku I jesté
v péti bodech. Treti plocha D protiné tuto kiivku ve 14 proménlivych
bodech a varieta V je tedy stupné 14.

Nazveme D, plochy D, kterym jsme piedepsali, aby se dotykaly v O
néjaké pfimky p, jez neni polozena v roviné ¢. Tyto plochy maji dvoj-
ndsobny bod v O a dvé takové plochy se protinaji mimo I" v kiivce sed-
mého stupné, majici v'O trojnidsobny bod a protinajici kuzelosetku I”
jesté ve tiech jinych bodech. T¥eti ploeha D, proting tuto kiivku mimo O
a I"ve 12 bodech. Plochdm D, odpovidaji nadrovinové priseky variety V
nadrovinami, které prochézeji jistym bodem P. Linedrni prostor Sg,
jdouci bodem P protind varietu V ve 12 bodech mimo P a tento bod je -
tedy dvojndsobny pro varietu V. Bodiim nekoneéné blizkym bodu O
v prostoru 2 odpovidaji body variety ¥V nekoneéné blizké bodu P.

Necht je ¢t pfimka roviny o, jdouci bodem O a y néjaks kuzelosetka,
teén4 k ptimce ¢ v bods O Plochy D, oskulu]wl v bodé O kuzelosedku y,
tvoif linedrni soustavu c0'® a v prostoru Sy, jim odpovidaji nadrovinové
priseky variety ¥V nadrovinami, jdoucimi jistym bodem @ variety V.
Méni-li se kuzelosetka y, zatim co p¥imka ¢ zlistdvéd pevnd, opisuje bod @
pfimku D, jdouci bodem P. Méni-li se ddle pfimka ¢, vytvati piimka g
plochu G. Jezto mé kiivka sedmého stupné, spole¢nd dvéma plochdm D,
jednoduchy bod v O, jest plocha G rovinou (lezici na kuzeli o t¥ech roz-
meérech, ktery je teény k varieté V v bodé P).

Jiny piiklad, ktery studovala sl. CarLvo [4], dostaneme, vezmeme- li
za A soustavu kvadrik, jeZ jdou étyFmi body a dotykaji se pevné roviny
v jednom z téchto bodﬁ. V tomto p¥ipadé m4é varieta V &tyrndsobny bod.

- Lidge, dne 15. &ervna 1948.
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. Les transformations birationnelles et leurs représentations. Résumé
de legons faités par M. Lucien Godaux, Professeur & I'Université de Lidge, en mai
1948, en qualité de professeur d’échange, & I’Université ,,Charles IV* de Prague.
Suivant des idées developpées dans les notes (2), (3), (4), 'auteur étudie des trans-
formations birationnelles en représentant les couples de points homologues par les
points d’une surface ou d’une variété a trois dimensions d’un hyperspace. Il consi-~
dére d’abord,. dans le cas des transformations planes, le systéme complet [D|
= |a + A| des courbes d’ordre n + 1 qui se comportent, aux points-base du réseau
homaloidal |4], comme les courbes de ce réseau (e est une droite, n I'ordre de la
transformation). Il rapporte projectivement les courbes D aux hyperplans d’un

“espacelinéaireS, , , et démontre qu'il existe une surface F, d’ordre 2n -}~ 2,de S, ,
dont les points représentent les couples de points homologues dans la transformation.
Aux droites et aux courbes A du réseau homaloidal du plan correspondent sur F
rasp. des courbes C et C’, rationnelles, normales, d’ordre n 4 1. A un point-base
O de la transformation, multiple d’ordre s, aux tangentes variables avec les courbeg
A, corresponde sur F une courbe @, rationnelle, normale, d’ordre s. En considérant
des courbes A (resp. des courbes fondamentales £;), d’une part, comme appartenant,
au systéme lindaire |n . a| (resp. |s,’a|), et d’autre part, comme les transformées
des droites (resp. des points infiniment voisins de O;) et tenant compte de leur
‘passage par les points fondamentaux, on déduit sur F des relations qui peuvent
8tre écrites symboliquement sous la forme (I), (II). Les relations (II) étant une
conséquence des formules (I), on obtient plusieurs équations entre les caractéres
de la transformation, équations connues de la théorie des transformations biration-
nelles du plan. On aura d’autres formules en étudiant la jacobienne Oj et C;/ du
réseau de courbes |C] et ||

Le procédé analogue est employé dans le cas des transformations de I’espace.
Les couples de points homologues dans la transformation sont représentés par les
- points de la variété V & trois dimensions, d’ordre 3(n 4- n’) 4 2, appartenant
& un espace linéaire S, (n, n’ sont des ordres resp.de la transformation directe et -
réciproque, pour r on ne peut fixer qu'une limite inférieure). Par I’étude des surfaces
@; qui représentent sur ¥ des points infiniment voisins de points fondamentaux

isolés Oi de la transformation, des surfaces H; i correspondant sur ¥ aux courbe
fondamentales y, de premibre espéce et des surfaces M  correspondant sur V aux
courbes fondamentales I'; de seconde espéce, on déduit deux groupes d’égalités

symboliques (I) et (II). Elles donnent des relations entre des caractéres de la trans-
. formation et on aura d’autres en étudiant la jacobienne F; et F,’ du systéme homa-

loidal |F'| et |F”| de surfaces sur V, correspondant respectivement aux plans et aux
‘surfaces homaloidales de la transformation. Il faut ajouter qu’on suppose toujours .
que tous les cones tangents aux points-bage et tous les plans tangents le long des
courbes-base de la transformation soient variables.

i

Dans le cas d’une transformation involutive du plan (et de ’espace), la surface
F (la variété V¥) est conservée par une homographie harmonique de I'hyperspace
Sp 1+ 408,) Les deux axes ponctuelles de cette homographie conduisent & deux systé-

’
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mes linéaires . |D°| [D,| de courbes (surfaces) appartenant & Yinvolution I 2
engendrée par la transformation involutive dans le plan (dans I’espace). .

La construction de la surface F (de la variété V) subsiste méme dans le cas,
si I’on abandonne des hypothéses faites, dans ce qui précéde, des points fondamen-
taux (des points et des courbes fondamentales), mais la surface F' (la variété V)
peut acquérir des points singuliers.

POZNAMKY O PLOSE VYTVORENE OSKULACNIMI
KRUZNICEMI PROSTOROVE KRIVKY.

L. SEIFERT, Brno
1. Bud déna prostorové kfivka I'. Soufadnice jejiho bodu P(z, y, 2)
budte ddny jako funkce oblouku s, ddle budte «, 8, ¢ smérové kosiny
tedny, I, m, n smérové kosiny hlavni normély a 4, u, v smérové kosiny
binormaly, ¢ polomér prvni kiivosti (flexe), T polomér druhé kiivosti
(torse). PFipomenme si je§té diferencidlni vztahy FRENETOVY

doe 1 dA_ L d_ x4 )

T e E s ot
a zabyvejme se plochou @, ]1z vytvofuje oskuladni kruznice kiivky F
Stied C oskulaéni kruznice m4 soufadnice
g=z+ol, pp=y+om z=2+em; @

parametrické vyjidfeni oskulaéni A z
kruZnice jest '
X =z, 4+ o(l cosu + « sinu),
Y =y, + o(m cosu + f sinu),
- : ®3)
Z =z, + o(n cosu 4 p sinu).
. F E
Hodnoté » = 0 odpovid4 bod P’ .
diametrdlné protilehly bodu P,
bod P pat#{ hodnoté » = z; hod-
notdé u = }n patit bod @, -takie
CQ je rovnob&ino s kladnym
smérem tedny (obr. 1).

Rovnice (3) jsou parametric-
ké vyjédfeni plochy @ (parame- y
try s, »); hodnoté ¢ = konst od-
povidé tvorief kruznice. P¥i obvyklém oznadent je pro element plochy

d§? = E ds® 4 2F ds du 4 G du?;
podminka pro kfivky kolmé ke kruZnicim s = konst znf ’
- Fds+ Gdu=0. . RN
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