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O jisté biraciondlni kubické transformaci a jejim
upotrebeni v theorii kiivek,
Napsal
Dr. K. Zahradnik.

(Pokratoviani.)

16. V predchdzejicim élanku®) podali jsme transformaci
pifmky (/) pomoci transformace (3), v ndsledujfcim zabyvati
se budeme opdénou transformaci (1), i vySetfime zobrazent
prfmky

(M) = ax, + by, +¢ =0 (38)

pomocf transformace (1). Rovnice kfivky (24) transformaci (1)
ptimky (M) vzniklé je
(M) = (ay + bx) zy + ¢ (z* + y*) = 0. (39)
Kfivka (M) je tudiz raciondlni kiivka tietfho stupné

s dvojnym bodem v poédtku . soutadnic, majic{ velkeré asym-
ptoty redlné.

Souiadnice ptimky IT jsou

Ly %
u = | 2 - 29
z + Y, z, + Y,
tudiz je
u v
z, =

Opige-li bod M, ptimku (1)), obaluje ptimka IT kiivku
druhé tifdy

) Viz pag. 105. Toto pokradovdni uvefejnil jsem ve zprdvach viden-
ské Akademie véd ze 16. ervna 1904 pod titulem ,Beitrag zur Theorie
der rationalen Kurven dritter Ordnung®.
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(IT) = ¢ (W 4 v?) — (au 4 bv) =0,
tudfz parabolu, jelikoZ je piimka wbéznd (0]0) jeji tecnou.
Rovnice té paraboly (obr. 1.) v soutadnicfch bodovych je
(bx — ay)? — 4c (ax + by +¢) = 0.
Dana ptimka (M,) je vrcholovou tetnou paraboly a
bx —ay =0

jejf osou. Souiadnice vrcholu S, jsou

ac be
§ = —mr "71:—a~:.+b-,
)4 4,
_____ M
|
\/i s 4
II//’//
/)72 ). §
M)

Obr. 1.

aneb oznatime-li soutadnice ptimky (M,) pfsmeny %,, v,

ul 'U]
§l : - -‘2"“" ——2 ) 171 : - 2 "
u, + v, u; + v,

Rovnice pfimky Fidfci zuf

ax -+ by + 2¢ = 0.

Dand pfimka (3£,) je tpatnici paraboly (IT), befeme-li po-
tatek soufadnic za pol, coZ jest zndmo, neb je potdtek soutadnic
ohnisko paraboly (II).
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Vratme se ku kiivce tfettho stupné (). Je-li @ =0, neb
b = 0, obdrzfme
baty ¢ (2?99 =0

azy® + ¢ (z* + y*) =0,

kterymiz kfivkami se G. de Longchamps?) zabyval, a které
uvddf jako kiivky smfSené tietfho stupné.
17. Uvedeme-li rovnicf

Yy =tx
raciondlni parametr ¢, miZeme rovnici mista (M) pséti

(4t (e
— (at +b)t’ y— at +b

Rovnice teény v bodé ¢ bude
T=(at? — 20> — at) x - (— b — 2at + 0ty — (1 4t% ¢ = 0.

Parametry bodd ubé&Znych kiivky jsou

=by+4¢ =0,
4,=ar ++¢c=0, ’ 49)
4, = ab’z + a’ba — (a* 4 b*) ¢ =0.

Prisek S asymptot 4,, 4, lezi na kiivee (M); jemu jsou
dand pifmka (M,), jakoz i vrchol S, paraboly (II) dle zdékonu
vyjddieném rovnicemi (1) sdruZeny, neb jsou-li & |% Soutadnice
bodu S, jsou

_ & _ &y
§|——m, "71——-5—-_,_’_7’2

soufadnice bodu S, a

?) Loria-Schiitte: Spezielle algebraische und transscendente ebene
Kurven, Theorie und Geschichte: Teubner, Leipzig 1902, pag. 91.
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1 1
“1:_?, (21 :—7—{

soufadnice pifmky (A;). Soutadnice asymptoty A, jsou

ab? a® .
U= — T35 V= — e
(a* 4+ bYc (a*+b%¢
tudiz je
u:———ii ‘v:____u“:i_
THESETS W

kdez znaéi w, |v, soufadnice piimky (M,). Asymptota A4, je
tudfz soumdrnd vzhledem k pocdtku soufadnic s primkou, ku
které je dand pifmka (M) jako I7, sdruZend; probthd tudiz

bodem 'S’ (%]%) soumérnym k bodu S vzhledem k pocdtku

soufadnic O, a stoji v ném na primce OS’ kolmo.

Trojtihelnik asymptot.

18. Plocha trojihelniku asymptot raciondlné ktivky ttetiho
stupné (M) je
_ 2(a*+-b%)2e?
A==

tudiz je téz

o B+ (u] Fv})?
A=2 & 2 wivy

Klademe-li

3= mE,
obdrifme
&+ %) — m*n =, :
M — (u? - v?)? = 0. (41)
Je-li A = velitina stdld, je i m veli¢inou stdlou, a z rov-
nice (41) plyne, Ze ,veskeré primky (M,), je se transformaci (1)
z0brazufi raciondlnims kiivkami tretiho stupné a jeZ majice troj-
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dhelnik asymptot o stdlé plode, obaluji raciondlnou krivku Sesté
tridy, a misto bodi S, jimid tyto pFimky jsou sdrueny, je lem-
niskata s dvojnym bodem v poldthu souradnict. .
19. Upatnice obélky jest kiivka (S,), sdruzend lemnmiskate
(8), totiz
&+ ) — i = 0,

kterdz je téz mistem vrchold parabol, jez jednotlivym pFimkdm
(M) jsou sdruzeny. .
Rovnice kiivek (S) a (S,) v soufadnicich poldrnich jsou

7* = m?sin @ cos @ (S)
72 = m? sin® @ cos® . (8))

Krivka (S,) lez{ jako lemniskata v prvnim a ve tietim
kvadrantu, a je ji co do tvaru podobné a plosny obsah jejf ob-
n48f Sesty dil obsahu plo§ného kiivky (S).

Sestrojime-li kiivku (S,) tak, by pfi témZ poldrnim udhlu
bylo

s PR —

08, = 08§. 08§,,
bude rovnice jeji
7?2 = m? cos” @ sin? ¢, , (89

aneb v soutadnicich rovnob&znych
(&2 +nD)* = m?Em;.

Takto sestrojend kiivka (S,) jest ¢tyrlistd Rhodonea 3)

BudteZ zde vzpomenuty je$té kiivky inversni pro pocdtek
soutadnic jako stted inverse. Je-li % polomér kruhu inverse,
obdrzime, stanovime-li

k2
— =n,
m

pro inversnf k¥ivku ed (S) rovnici
xy = n?;

inversnf ktivka od (S;) je tak zvand , Krewzkurve*

) Lorta-Schiitte 1." c., pag. 231, 304.
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L xtyt = af (e - y?)
a inversnf kfivka od (S5,) je
xsyfi — n? (x2 + y2)2.

Kruh opsany trojihelniku asymptot.

20. Budiz C stfed kruhu opsaného trojihelniku asymptot.
Jelikoz je trojuhelnik asymptot ve S pravodhly, je C stied
délky asymptoty A, Iezici mezi osami soufadnicovymi.

Oznatime-li #’ |y’ jeho soufadnice, je

, _a__  7*
xr = EQ_-'—-—g,
,__be &

kdeZ jsou &§|7 jako dfive soufadnice bodu S, a rovnice kruhu
opsaného trojihelnfku asymptot je

2ac 2be 3c¢? (a? 4 b?)
SRS T S

aneb
sty + et 2y —s@ =0
Polomér toho kruhu je
cz (a b2 3 (§2+1]2)3 (uf v? 3

4b4 - 521]2 - u:v: )

5 =

z ¢ehoz vysvitd: ,VSechny pfimky (24,), jichz obrazy dle (1)
jsou raciondlné kiivky tfettho stupné, jejichz asymptoty tvorf
trojihelnfky té vlastnosti, Ze polowéry kruhd jim opsanych majf
stdlou délku, obaluji kfivku osmé tridy

ujv} — r* (ui +01)° =0,
a misto boddl S, jimz tyto piimky (34,) jsou.sdruzené, je opét
¢tyrlistd rhodonea

(& 2%’ — & n* = 0.
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Tézisté trojihelniku asymptot.

21. Za souiadnice & | %’ t8Zi§té T trojuhelnfku asymptot
obdrzime

, ___Z2a*— b*
V=g O
, 202 —at
"= 3%

kterézto rovnice miZeme psdti

3wt g

¥= 3uv: T 3&
ot — 20, —u? _ n*— 28
= Buw, — 3y

Bod S a pifmka (34,) jsou tudiZz s bodem 7' v raciondlné
kubické ptibuznosti, avsak toneni jedno-jednoznalnd, t. j. nenf
biraciondlni ptibuznost.

Primka (M) ota¢i se kolem svého bodu.

22. Primkou (M,) ddny jsou: vrchol S, paraboly (II),
priisek S onéch asymptot ktivky ttettho stupnd (M), sdruzené
ku piimce (J;), jeZ jsou rovmobéZné s osami soufadnic, tfeti
asymptota A, déle tézisté T trojuhelnfku asymptot a stied C
kruhu tomu trojihelnfku opsaného.

Otaef-li se piimka (AM,) okolo svého bodu P(«|pB), je
¢ = — (ae 4 bp).

Klademe-li nyni proménlivou smérnici ptimky (M,)

opfSe bod S, pii otdéce primky (M,) kolem bodu Pkruh, jeho
rovnice
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E = - t(B—at)
* e
_ ﬁ — at
N = 1—|——t_2’

aneb
E; +77'f - a§1 _ﬁ']l =0.

Ty% m4 za primér OP a stied této délky za sviij stied,
coZ je igeometiicky patrno, neb vidime délku OP z bodd ktivky
(S,) pod pravym tdhlem.

23. Pri tomto otofenf piimky (M,) kolem jejfho bodu
(«|B) opise bod S hyperbolu

B —at
§=—E2F,

n =B — at,

kterdz md asymptoty rovnobéZné s osami souiadnic a stied svij
v bodé otditky P (a|f).
24. Misto bodu C je pti této otdtce ptimky (4))

ac
x’:—F:t(ﬁ——(xt),
,_be __ pB—at
=a= T w

tudiZ raciondlni ktivka ctvrtého stupné a ctvrté tifdy
(xy — af)? — (ax — f°) (By — «®) =0,

2
kterdz m4d isolovany dvojny bod (%

ol

—) a Gbéiné body os

B
soufadnic 2a body tdvratu. Osy soufadnic jsou tudiZ teény vratu
a asymptoty kiivky, kterdZz probibd jejich prisekem, totiZz po-
¢dtkem soufadnic.

25. Je-li ¢ smérnicf piimky (M,) jdouci bodem («|pf); Jje
rovnice asymptoty A, p¥isludné kiivky trettho stupné (31)

Ay =—tzx 4ty + 1+ (B —at)=0.

Ot4di-li se nyni ptimka (M) kolem bodu («|p), obalujf
asymptoty A4, raciondlnf k¥ivku tfetf tifdy a &tvrtého stupné (4s)-
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Rovnice jejf
3
rT=—au« _+_ gt__i—_?_ﬂ,

—p 2R

aneb
F= (zy — 9ap)* — 4 (2" — 3By) (y* — 3er) = 0.

Obédlka asymptot md tudiz tii body vratu, z nichZ je jeden
redlny a oba ostatnf imagindrné. Jsout to prlseky parabol

P, :‘7—'x2~—3/3‘/__0
P, =y* — 3axr =0,
vyjimaje jich prisek v poddtku soutadnic, jenZ tvoifi teéziste
2 trojihelnfku bodd vratu.
Témito body vratu probfhd téz hyperbola

H=zy —9a3 = 0.

Je-li & imagindrni treti kofen z 1, jsou souiadnice bodd
vratu

3 3
™55 v
2, = 3VeB,  y, = 3Vup?,
Ty — &%y, Y1 = €Yo,
x, = &%, Y, — &Yy,
a co takové vyhovujf rovnici

F,—F, I, =0.

1172

Jelikoz rovnici obdlky (4;) téZ pséti miZeme
H? — 4P, P, =,

shleddvdme, Ze lze obdlku tu téZ vytvofiti pomoci dvou svazki
kuzelosetek

H-+ 2P, =0,

2P, +4H =0.

26. Oznatfme-li §” bod, jemuz je asymptota A, jako
ptimka IT sdruZend, jsou jeho soutadnice
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, __a®+b*
§:_ab2 6
7,,_“a"—4—i26
=%

. Ot4éi-li se ptimka (M,) kolem svého bodu (e«|pB), ménf
asymptota 4, svoji polohu, tim i bod S”, jenZ ptfi tom opisuje
raciondln{ kiivku étvrtého stupné-s trojnym bodem v poéddtku
soutadnic; jest totiz

& — (._._.._.—ﬁ — at)}_l_%—ﬂ \
_(ﬁ at) (1 +22%)
t* ’

=

aneb

10y 4 (872 4 7?) (ad” - By”) = 0.

Konstrukee racionalné kiivky (M) jako cissoidaly.

27. Dédna budiZz kuZelosetka

Co=ua,x*+ by 4cy*+dr +ey =0
a piimka '
P=mx+ny-+p=0.

Potatkem soufadnic jdoucf pifmka protind kuzelosetkn C,
v bodé E a piimku P v bodé Q. Naneseme-li*) od bodu Q te-
tivu £0 = QM na paprsku ve sméru ku O, obdrzime (obr. 2.)
za misto (M) bodu M kiivku C;

Gy = (a,2* + byzy +- ¢,y*) (me + ny + p)
— (mx - ny) (dx +ey) = 0.

Je-li nyni

je
C, = xy (mx + ny) — mdx? — (me + nd — p) xy — ney* = 0.

D] C;xsopis jedn. &es. mathematikd, Praba, II. roénik, pag. 183.
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Stanovime-li ddle

m==5b n—=a md—=—c¢, ne=—c, me—+nd—p=20,
tedy .
c ¢ a* - b
d:—T’ ¢e=—7 P=— +
bude
Cy =y (ba+ ay) + ¢ (#* + 4?) =,
tedy
Cy = (M)
7
2
/’ 3 ~
[T~ &
,//// 4 ;)
Co
9
£
Obr. 2.

Mizeme tudiz nasi transformaci{ (1) ptimky (3f,) vytvo-
fenou k¥ivku (M) téZ vytvoriti jako cissoidalu, pro niZ je

_ ¢ ¢

CQ;xy—? x———y:O,
a’ 2

P=bz + ay,——:———b—c =0.

Pfimka P je asymptota A, ktivky (M) a probihd stiedem

(-Z—':_b.) kuzelosetky C;, jenz jest soumérny s bodem S vzhle-
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dem k poédtku souiadnic. Asymptoty kuzelosetky C, jsou rovno-
béZzné s ostatnfmi dvéma asymptotami A,, 4, kiivky ().
Jelikoz P a C, snadné <sestrojiti miZeme, plati totéz i pro
ktivku (M).

Uvedena trausformace v souiadniciech poldrnich.

28. VySettenf zminéné biraciondlnf kubické piibuznosti
v poldrnich soufadnicich jest velmi jednoduché. Jsou-li 7|o
potazmo 7, | ¢, soufadnice bodu M potazmo M, je (obr. 3.)

OA = OMcos ¢
OM, = OA cos ¢, ,

Obr. 3.

tudiz je
OM, = OM cos @ cos @,.

Jest pak (¢l. 3.)

. . T
9 "l" ¢ = ?)
tudiz je
€OS @ €08 @, = 8in @ cos @ — sin @, COS P,
a
r, == rSsinyp, cos @,.
Je-li nyn{

. - r=f(9)
rovnice kfivky (1), je
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14 .
LY :f(? - q)l) Sin P, Cos @,

rovnice transformované kiivky (24;), aneb upotiebfme-li obrdcené
transformace, a vyjdeme-li od kFivky (A1), jejiz rovnice je

r, = F(gy),
obdrzime rovnici ktivky transformované (M)
T
)
re=
sin @ cos @

Ze mizeme transformaci v obou smérech opakovat, je pa-
trno. Zminfme se zde jeS§té o transformaci pfimky a kruhu.
Je-li
—_— c —

a cos@, -+ bcos @,

r, =

rovnice piimky (M), je rovnice transformované kiivky (M)
—_— c _—— —
T (asin@, + bcos @) sing cos g’

coz jest rovnice (39) v soufadnicich poldrnich. UvaZujeme-li
piimku jako misto (M), je jeji transformovand kfivka stro-
phoida?®)
’ ;o= gsimp,cosqn _

1 asin @, + b cos @,

Ddn budiz je§té kruh s polarou ve stfedu jeho. Jeho trans-
formovand ktivka, je-li (M) kruhem, je
(M) ... pr,=asing, cosq,,
tedy &tyilistd rhodonea, Vezmeme-li kruh za kfivku (&4,), je
’ a
(]”) P | ——mg},
tedy tak zvand ,Kreuzkurve.“

Obecné vySetieni této transformace a upotiebenf na trans-
formaci kuZelosetky ponechdme si pro pristé,

3) Viz tohoto Casop. pag. 118, &l. 9.
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