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a libovolného poloméru SP° prochézejici body A, B miZe byti
koline4rné parabole pfifazena: stied kolineace V je opet v prisediku
spojnice MU s kolmici v N na o vztyéenou (body M, N jsou .
koncové body priméru kruznice k£ v ose y), jezto tato kolmice je
spojnice bodu N s ibé¢Znym bodem paraboly: MU x NU =V,
resp. MU X NU = V'.

Méni-li kruznice & ve svazku polohu, vypliiuji body V geo-

metrické misto. Jak vidno, jsou priméty bodu V vidy v bo-
dech M, N. Zvolime-li na pf. na kruznici bod P° pak jemu bude
odpovidati v kolineaci na parabole bod P, jehoz pramét P na ose x
obdriime v priseéiku spojnic NP°, resp. P°M. Svazku kruznic &
patii kruznice k° nad prumérem AB opsand; tuto sede kruZnice I°
o stiedu 7' a poloméru rovném délce tedny 7'P° ortogonilné v bo-
dech E, F, do nichZ promita se bod P z bodu V°, V¥ jejichZ pri-
méty jsou v bodech M° N° ve kterych k° sede osu y; lze tedy
body P, jednotlivé rysovatl pomoci pevné kruznice k° a proménlivé
kruznice . Kruznice [ tvoii druhy svazek. KruZnice /° a bod P uréuji
opét kuzelovou plochu ortogonalnou s povrikou PP, kolmou k o.
Rovina o’ jsouc s teénou rovinou podél povriky PP, rovnobézna,
sete kuZelovou plochu v parabole p’, jakoito geom. m. stfed
kolineaci V, které danou parabolu p pfevadéji ve svazek kruznic k.
Obé paraboly jsou shodné, nebot maji spole¢nou osu, tyz vrchol U
a stejny parametr (do bodu M° N° promita se vrchol U z bodu
Ve, V9 paraboly p’, kterézto body maji dvojnasobnou vysku nad o
- jako U; teény k parabole p’ v bodech VO V% jsou priseénicemi
roviny ¢’ s rovinami teénymi kuZelové plochy podél povriek PE,
PF, stopy téchto rovin protinaji se ale.v bodé U). Tedy paraboly
jsou shodné o spoleéném vrcholu a o 90° otodené, z bodu jedné
"z nich promitd se druhd do svazkd kruhovych.
' Kdyby roviny g, ¢ nestaly na sobé kolmo a dana elipsa uréena
byla sdruzenymi praméry, pak postup feseni by byl tyz a p¥idru-
zené kuzelosetky (hyperboly) obdrZeli bychom ve prumerech sdru-
Zenych.

Steinerovy elipsy.
Prof. Dr. V. Sukdol.

. Rovnice kuzeloseky v trimetrickych. soufadnicich*) zni

“uxl' + 2,72, + auxsé + 20157125 + 2052575 + Gy® = 0. (1)
‘Pro ptevod soufadnic tnmetrlckych na pravouhlé plati transfor-
madui rovnice :

*) ‘Viz ¥lének prof. Karla Koutského v Rozhledech, roé. 11, str. 147.
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kan, = a cos @n + ysin gn—da, (n = 1,2, 3), (2)

pii demz ‘

pp—@s=a—2R, ¢;— ¢ =f + 2R, o — ¢, =y —2R, (3)
znadi-li e, 8,y Ghly zdkladniho trojGhelnika.

Dosazenim z (2) do (1) obdrzime rovnici 'dane kuzelosetky
v soufadnicich pravouahlych:

by 22 4 2b,0y + bogy? 4 2b13% 4 2bgy + by = 0, (4)
kdez . '
Cbyy = Zamn COS @ COS @y, ' (5)
Cbyy = Zamn Sin @y cO8 @, (6) -
Cbyy = Zamp 8in @p, sin @y, (7)
Cbys = — Zamndy COS @m, : -~ (8)
Cbyy = — Zamndy Sin @p, (9)

Cbyy = Zamndmdn, (m =1,2,3 n=1,2,3) (10)
Pii tom slusi pamatovati, Ze anm = @pa.

Z rovnic (5) az (10) odvodime tyto tii vztahy mezi koeficienty
rovnic (1) a (4):

C (byy + byp) =ayy —{-a22+a33—2a23 cos a—2a,, cos f—2a,, cos p, (11)

02 A bna — Au sm a + A22 s1n2 ﬂ + Aaa sm2 ’J’ +
12> Y22
+ 24, 8inasin 4 24, sin a sm Y + 2A23 sin ﬂ sin y, (12)
bll blZ b13 . . .
C3. | byy by by | = 472D sin? a sin? B sin2 p, - (13)
v bis bas bs ,
kdeZz znaéi .
' ‘ ay Q2 O3
D =|a;; ayp ayn|,
Q3 Qgg Qg3

Aun pak minory tohoto determinantu, r polomér kruZnice opsané
zdkladnimu trojahelniku.

Prochdzi-li-kuzelosedka vrcholem 4 (1 : 0 : 0) za,kladniho troj-
ahelnika, jest a;; = 0; prochéz{-li vrcholem B (0 : 1 : 0), jest dg; =0;
proché,zih vrcholem C (0:0:1), jest ag = 0. Je tedy rovnice
kuzeloseéky opsané zékladnimu trojihelnfku -

. Q1921 Ty + AyaZy Ty + ApaZeTy = 0. ‘(14) :
Je-li piimka BC = z; =0 teénou kuieloseéky, ]est
Ozs® = Gge,

je-li CA=2,=0 teénou, ]est
- : L Oy = a0y,
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a je-li AB = z, = 0 tednou, jest

@t = 11899

Je-li tedy kuZelosetka (1) vepsana do zékladnfho trOJuhelnika
plati

Qollygloy = k= Qg3 aglss.
Znaménko musime voliti —, nebot pro 4 by rovnice (1) nabyla
tvaru ,
e WG 3 \?
g2 MY
(azs - Q3 ol 012)

aznadila by kuzeloseku degenerovanou. Volime-li tedy znaménko —,
obdrzime rovnici kuZelosetky vepsané do zdkladniho trojahelnika

€ %)% — 20,07, Ty + C2%p% — 20,632, X5 — 2050375 %5 + 52252 = 0, (15)
kde% jsme poloiili .
= 1/“23: 2 = 1/ay;, ¢ = 1jag,

L
Po pevné primce p, dané rovnici
ol + maxy, + nxg = 0, _
pohybuje se bod P (p, : p, : ps). Spojnice bodu P s vrcholem A
. Psy — Paty = 0
protne stranu BC v bodg- '
, ( 2rp, sin ¢ sin fsiny  2rp, sin ¢ sin Bsin y )
A" {0, - - ) - -
: P251nﬂ+l’ssm7’ Py 8in f 4 py sin y

Sestrojme bod A" soum&rny s bodem A4’ podle stredu S’ (0,
7 8in 3 sin @, 7 sin a sin B) strany BC':

" ( 0, 2rpgsinasin?y . 2rp,sine sin? B
: pzslnﬁ-{-p,,smy P251nﬂ+P331n'}’)
-Spo;mce AA” pak m4 rovnici
: Pa,y 8in? B — Py, sin? = 0. (16)
, Spolmce bodu P s vrcholem B ' ' '
D%y — P =0
protne stranu CA v bods
o B (2"’1’1 sin w sin B sin Y o, 2rp, sin « sin f sin y)
- \mysiny + pysina’ Pssiny + pysina .
) Bod B" soumérny s bodem B’ podle sttedu 8" (r sin $ siny, 0,

-
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7 8in ¢ sin f) strany CA ma soufadnice .

' B 2rp, sin B sin? y 0 2rp, sin? ¢ sin
pssiny + pysine’ 7 pysiny + pysine |

Spojnice BB" mé rovnici ' '

P32y 8in? y — p,x, sin? ¢ = 0. (17)
Spojnice bodu P s vrcholem C ’
Py — P12 = 0
protne stranu AB v bodé

, [2rpysin asin fsiny  2rp, sin ¢ sin g sin p
psing + pysinf’ p,sine + pysin B’
Bod ¢ soumérny s bodem (' podle stiedu 8"’ (r sin B sin y,
7 sin @ sin y, 0) strany AB mé soufadnice
. [ 2rp, sin? B sin y 2rp, sin® ¢ siny " -
prsinae+4p,sinf pysine + pysin g’
Spojnice CC"" mé rovnici

P12, sin% ¢ — p2x2 sm"’ g =0. (18)
Ponévadz se determinant v
0 Py 8in? f — pysin? p
—pysinfa 0 Py sin? y
psinfe — p,sin? B

identicky rovné nule, prochazeji ptimky 44", BB”, CC" jednim

bodem P’, je_hoi soufadnice jsou

PP P = Pzpa sin® B sin y : pyp, sin? Y sin® o : p;p, sin? a sin B.
Co je geom. mlstem bodu P, pohybu]e -li se bod P po pevné.

piimce p?
Eliminaci p,, Das Ps Z TOVNIC
Ipy + mp, + npy = 0,
kx, = pyp, sin? f sin? yp,
kx, = pgp, sin? y sin? q,
kxy = p,p, sin? e sin? ﬂ '

obdrzime rovnici hledaného geom mista

l | I
sm”“ 2%y + —5% mgﬂ 13+ xzxs_'o - (19)

Jeto kuzeloseéka opsand zakladnimu tro]uhelniku Kekadé obecné
piimce p lze sestrojiti jednu korespondujici kuZelosedku opsanou
trojahelnfku ABC a naopak kaZdé kuZeloseéce opsané A ABC
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odpovida uréité piimka p. Na pf. pfimece Gb&%Zné, jejiz rovnice znf
xlsma+x2s1nﬁ+x3smy-—-0 " (20)
odpovida kuZelosetka -

z, . Zo
$$+ﬁ+§%‘=0- @D
Anebo kuZeloseéce ' .
Z,%, sin y -}-» %, %3 sin f + x,%3 sin ¢ = 0, (22)5'
t. j. kruinici opsané- A ABC, odpovidd pfimka
x, sin® o + z,8in3 B —|- xg sin3 y = 0. (23)

Prusediky tb&Zné pimky s kuZelosetkou (19) jsou bud dva reilné

body rtzné — hyperbola, nebo splyvajici — parabola, anebo dva
imagindrni body — elipsa, podle toho, je-li

‘ \ '

(.l S )2 Y

sine sinf ' siny|<sinesiny

" To viak je zéroveii podminka, aby piimka p, dand rovnici -
- lay + mxy + na; = 0, (25)

pifslusnéd ke kuZelosedce (19), protinala kuZelose¢ku (21) bud ve

. dvou realnych bodech rtznych nebo splyvajicich anebo ve dvou
bodech imagindrnfch.

' Uzueme-h kriteria (24) na kuZelosetku (21), vidime, Ze je to

elipsa.

Tedy kuzelosetka opsana A ABC je hyperbola parabola nebo
elipsa podle toho, je-li k nf pifsluiné pHmka p setnou, te¢nou nebo
neseénou elipsy (21) ’

Tato vyznaéné ehpsa. mé ze viech elips opsanych A ABC
nejmensi obsah a nazyvi se elipsa Stemerova Analytlcky dikaz
tohoto tvrzenf provedeme takto:

Transformujme trimetrické soufadnice na pravouhle tak, aby
rovnice (19) nabyla tvaru

b2a? 4 ay®—a?? = 0. : (26)
' Pro tuto transformaci nabudou vztahy (11), (12) a (13) tvaru

0(a2+b2)*_2(lcosa+mcosﬂ+ncosy) o

sin? sin? f sin?y |
. L2 m? © n? Im
2h8 — — —_ : :
O = — e " Emtp sty T smasnf T
- " ,.}.é mn . - nl 12y

-~ " 'sinBsiny +2 sinysinea’ o
o O%atht = 8rtimm. S (3)
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Eliminaci C z rovnic (12') a (13) plyne

a%h? =
" 64r4lm?2n?® o :
12 m? n? 2im 2mn 2nl  \¥
Y 2 P) 2 + 0 Y + N 0 T 0 0
sinfa sin?f sin?y  sinesinff  sinfsiny  sinysinea
' (27)
Poloime '
l =nulsin @, m = nvdsin f. _(28)
Pak jest .
ab — 8r2 sin? ¢ sin? : (29
: : u—2—2 2u—  2ur—?\¥
(— w2 — w2t — ———+ 2uv + — + = ) '
sin?y . sin y sin y,

Obsah elipsy £ = mab bude tedy minimalni, nabude-li maximalni.
hodnoty funkce
u— 2 2u—% | 2uv—?

+ 2uv +

sin? y siny ' siny’

f(u, v) = —utv—? —u—t —

To nastane, budou-li sou¢asné splnény podminky
of -of

o o
R S 0, oot < 0. , (31}
0 \2 8"f of - : .
(m) T S 0. (32)
Podmmky (30) vedou k rovnicim
dub 4 208 + 2uhS 42— g O 2__o
“ v “ sin y sin y T ome y
ud v? 2 .
6 ___ 6 393 =
u 4% + 2u v 4 sin y +2 sin y + sin? y 0,
z nichZ plyn'o'qi‘eéeni : -
a) ) ud = v3 = 1/sin y,
b). : u? =0, v*= 1/siny, . v
c) ’ ud = I/sm y, V3= 0 A ' i
d) : u3 = ¥ = oo, ‘

Z té&chto feseni vyhovuje podminkam (31) a (32) Jenom feéenf a), .
Je tedy podle (28) pro ehpsu minimélnfho obsahu, epsanou A ABC,

l____.f_sgl_f., mz-__?ﬁflil_ﬂ. o (33),
- siny - giny o

. B.ozhledy matemntlcko-pllrodovédecké Botnfk 13. . 4
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‘takZe rovnice Steinerovy elipsy nam vychazi

X, XX Lo,
12+ .13_+_ -23:___0

sin y sinf -’ sina

. rovnice pifmky p, ji prislusné,
Z,8ina + x,8in f + 2;8iny = 0
shodné s (21) a (20).
Stied Steinerovy elipsy (21) najdeme, uvaZime-li, %e stied
kuzelosetky je pélem Gbézné piimky (20). Polara bodu S (s; : s, : s5)
vzhledem k elipse (21) mé rovnici

{8, sin ,B + 83 8in 9) 2, sin ¢ 4 (53 sin y + 8, sin @) 2, sin B +
+ (8, sin @ + s, sin B) 3 sin y = 0.
- M4l byti tato rovnice totoZnd s rovnici (20), musi byti .
8 sin B + sysiny = sy 8iny 4 §; sin @ = ¢, sin @ + s, sin g,
z &ehoz soufadnice stfedu elipsy '
8,18 :8 = sin fsiny : sin asin y : sin e sin .
Ale to jsou soufadnice t€Zi§té zakladniho trojuhelnika.

- Ma tedy Steinerova elipsa opsana A ABC stfed v jeho té&zisti.
‘Ozna¢ime-li levou stranu rovnice (21) F(w,, @,, x;), mad pramér
sdruZeny s primérem

) bz, + h2x2 + hyxy = 0 » (34)
rovnici -
by hy _a_lg‘_+ hy h |OF | Rk hy |OF _o.
sinf siny | o=z, siny sinea | 0z, sine sin B | oz,

(35 )
Podle toho na pr téznice pﬁsluéné, strangé BC, danéd rovnici
Zysin f— xgsiny = 0, - (36)
ma sdruzeny primér v ehpse (21) dany rovnici . |
,~-——2xlsma+xzsmﬁ+xasmy—0 - (37)

Vldime, Ze je to rovnice rovnobd&zky s pimkou z, = 0, t. j. se
.~ stranou BC. Tedy téinice a rovnobéika s pifsludnou stranou,
. vedend t&ZiSt&m, tvoif par sdruZenych prumért elipsy Stemerovy, '
'opsane trojahelnfku..

: Vjcpoétem vzdélenostl pruseéiku H ptimky (37) s ehpsou (21)
od tézx§té T nalezneme délku poloméru oo =TH = _27' sina

_ V3 ;
) - délka »sdruienéh‘o poloméru 6s = TA = $ta. .
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Dosadime-li do. (29) za u,v vypoStené hodnoty, obdriime
Ppro obsah Steinerovy elipsy opsané A ABC hodnotu
- _ 4amd
| EYEK
kdeZz A znaéi obsah A ABC. A

Z rovnic (11'), (12'), (13') vypodteme dosazenim hodnot (33)
délky poloos Steinerovy elipsy opsané A ABC -

.3 [VZ (sin? @ 4- sin? g + sin?y + 2]/3_sin asin fsiny) .
+ V2 (sin? & -+ sin2 § + sin? y — 2]/ 3 sin « sin g sin y)]_- (38)-
Linedrnd vystfednost pak jest l

e = $2r]/2 [(sin? a + sin®f+sin?y)?—12 sin? a sin? B sin? y]. (39)
Ptimka, vedend vrcholem A zékladniho trojthelnika rovnob&ins
8 protéjsi stranou BC, mé rovnici a o .

: Ty 8in B + 2z 8iny = 0:

Snadno se presvéddime, Ze je tato pimka tetnou Stéinerbvy
elipsy (21); podobng i rovnobézky vedené vrcholy B a C k pii-
slu$pym strandm. Je tedy Steinerova elipsa opsand A ABC .ve-
psdna do A A,B\C,, jehoiZ strany prochizeji vrcholy A ABC
rovnobé&iné s pisluSnymi stranami. - . .. (P¥8t& dokondent.)

4*
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