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0 jisté vété ciselnd.
Napsal Ed. Weyr.
BudiZ v libovolné celistvé ¢islo a méjme

V=G g
kdeZ ¢,y a5 - . . Qn znati riznd Céfsla kmeund. Je-li p éfslem
kmennym, pak je z theorie ¢isel zndmo, Ze vyraz

v 4 v
p‘v - ZPQI + qul% _.. + (_ l)m_l ZIPQ1Q2 oI

v

+ (__ l)m p%% oo g,

je délitelny ¢fslem ». Napsany vjraz podivé totiz stupein sou-
¢inu vSech celistvych funkei stupné », jeZ jsou kmenné (irré-
ductible) dle modulu p, a rovnd se tudiZ vyraz ten soulinu Nu,
znaéf-li N pocet onéch funkef (v. Serret, Cours d’Algébre supé-
rieure, Section III, Chap. III). Hledaje v roviné body, jez vy-
hovuji jisté podmince, nalezl p. S. Kantor, priv. docent p¥i c. k.
ném. vys. Skole technické v Praze, Ze jich polet jest ddn vy-
razem pravé napsanym nechf je p jakékoli ¢fslo, a ponévadz
se body ty nutné Fadily do skupin po v, soudil, Ze onen vjraz
je délitelny cislem » (v. Annali di Mat. pura ed appl, ser. II*
t. X. pag. 71). Specidlny piipad p — 2 uvaZovany tymzZ autorem
ibid. pag. 64 v pojedndni ,Wie viele cyclische Gruppen gibt es
in einer quadratischen Transformation der Ebene?* prozkoumal
p. Hirst jiz pred lety a uvetejnil tehdejsi vysledky teprve ne-
davno v The Quarterly Journal of Pure and Appl. Math. 1881
s titulem On quadric transformation, nafez mé pan S. Kantor
sdm laskavé upozornil.

A¢ souvislost takto vytknutd mezi geometrii a theorii
¢isel je zajimava, pfece se mi zdilo, Ze dokazovini vét Cisel-
nych pomoci dosti sloZitjch tvah geometrickjch jest postup
velice nepifmy, z néhoZ as theorie ¢fsel, drifef co do presnosti
prvni misto v mathematice, mnoho téziti nemiZe. Hledaje ryze
¢fselnj dfikaz oné véty pro piipad obecny — kdy p jest ¢éfslem
libovolnym — mél jsem za to, Ze diikaz takovy i viiéi pifpadu
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jiz odévodnénému — kdy p je kmenné — nebude bez ceny,
ponévadz tvahy o kmennych funkcich, jez k onomu theorému
mimochodem vedly, jsou, aé velmi zajimavé, nad miru abstraktnf
a pomérné rozsihlé. Nalezl jsem piimy dbakaz oné véty, jez
v nésledujicich fadeich étendirfim ptedkladdm.

1. Budte a a v dva libovolnd celistvd ¢isla.*) PoloZme

M=a—1

a zvolme M za modul, k némuZ ¢isla vztahujeme,

Utvoiime-li pomoci Cisla «, jeZ patrné je nesoudélné s mo-
dulem, a pomoci libovolného ¢isla « Fadu

x, xa, va®, xa®, .... xa’ 1, xa’, .
tu je rozdﬂ xay — @ déhtelny modulem t. jov —|—1"' tlen je
shodny s prvnim, tedy »-}-2/ s druhym atd. Obmezime se
tudfZ na » ¢lend
@) x, xa, xa®, ... xa’l

Nejsou-li Zddné dvé z téchto hodnot shodné dle mod. M,
nazveme x &fslem fddu ». Jde nyni o to, abychom ustanovili
pocet ¢&isel Fadu v.

Je-li ® ¢islem fddu v, jest kazdé z cisel (1) téz tadu v,
nebot cfsla

xa?, xastt, ... xast?-1
jsou resp. shodna s &fsly (1). Z toho jde snadro, Ze je podet
cgisel *ddu v ndsobkem ¢&isla v. Existuje-li totiz jedno takové
¢islo, mdme jich hned » t. vecka ¢isla fady (1). Existuje-li
mimo tato jiné na p¥. y, tu budou
Y, ya, ya*, ... ya'
zase Cfsla fddu » a s. vesmés nova a riznd. Nebo kdyby
na pr.
yat =xa? (mod. M),
méli bysme
yart¥—h = gaot¥—h
t. j. '
Yy = xadt?—",

a tedy by y nebylo_&fslem nov§m, proti supposici.

*) Jedndm zde jen o celistvych éfslech, coz k vili dalifmu pfipomfndm
jednou pro vidy.



41

Existuji-li mimo nalezend 2v c¢isla fddu v jeSté jind, tu

necht je # jedno z nich, i budou z divodd obdobnjch

z, za, za%, ... za"!
samid novd éisla ¥4du v, ¢im% jich jiZ méme 3v, atd. aZ do
vyCerpani vsech.

2. Nechf x nenf ¢islem Fidu » t. j. nechf nejsou éfsla
v fadé (1) naskrze neshodna dle mod. M. Méme? tedy na pi.

xad = xa®, g<h<<w.

Z toho jde ‘ ‘

2adt’-h = xa’ =u,
t. j. v fadé (1) se vyskytne nutné ¢len shodny s prvanim.

Bud xas pruni clen, ktery v fadé (1) je shodny s « t. j.
méjme teprve pii exponentu g shodu

¥ =2z, g<<v.

Pak jsou cisla
@) xz, za, xa®, ... xa9!
vesmés neshodna dle mod. M; nebotf v piipadu opaéném bysme
méli .
xat = xa*, h<<k<y,

t. j. ‘

ralti—t = xa9 = x,
coZ odporuje supposici, jelikoZ

htg—k<yg.

Cislo , jex poddvd Fadu (2) naskrz neshodngch éfsel, jez
viak Cinf xa? shodnym s «, nazveme ¢islem fddu g. Jest patrno,
Ze v fadé

x, va, xa®, ...
budou jen éfsla
x, xa?, xa*¥, a%, ...
shodna s «, proceZ jest v nutné ndsobkem éfsla g, t. j. ~*dd
libovolného ¢isla jest délitelem é&isla w. '
3. VySetime kolik jest ¢isel  vyhovujicich shodé
zad =2 (mod. M),
v nfZ g znacf délitel éfsla ». — NapiSme shodu ve tvaru
‘ x (a? — 1) =0 (mod. M)
aneb
=0 (mod. M,),
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klademe-li
M _a—1
@ — 1" -1
kterdZ divise algebraicky beze zbytku vyjde, ponévadZ je g
délitelem ¢fsla ». Obdrizfme tedy za « tato éfsla
=0, M, 2M,, 3M,,... (@ —2)M,,
jichZ pocet jest

M, =

ald — 1,

4. Budte g a k dva délitelé ¢fsla », a vySetfme kolik
¢fsel « vyhovuje soulasné shoddm ’
raf =x, wxa*=x (mod. M).
Polozivie
M
Eamy M=
bude
=0 (mod. M,;), 2=0 (mod. M,).

Musf tedy « byjti ndsobkem ¢isel M, a M, t. j. nisobkem
jich nejmensfho spolecného ndsobku. Oznaéme literou d nej-
vétsi spoleény délitel ¢isel g a h; pak jest a® — 1 nejvétsi spo-
le¢ny délitel &isel a9 — 1, a*—1, o ¢emZ dikaz ptipojim na
konci této dvahy. Tedy jest

M, = M

at—1
nejmens{ spolecny ndsobek cisel M; a M,. Tim mdme tyto spo-
leéné kofeny obou shod
=0, M,, 2M;; 3M,, ... (a? —2) M,,
jichZ pocet jest a? — 1.
Zcela obdobné lze stanoviti spoletné kofeny tif shod
wa? =x, zdt=wx, xza*==x, (mod. M)
v nichZ ¢, &, & jsou délitelé ¢éfsla ». Vyskytne se spoleénjch
kofenld a? — 1, znacéf-li d nejvéts{ spoleény délitel éfsel g, 2, k;
a p. pro vice shod.
5. Mé&me nynf
v =p%, :
kde# p jest &fslem kmennym. Cisla 0, 1, 2, ... M—1 jsou
bud fddu 1 neb p, neb p?% p3, ... p“?', aneb koneéné fidu v.
Z toho jde, Ze vSecka, kterd nejsou Fddu », poddvd shoda
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2?7 =2, (mod. M)

jet mé af  —1 kotend. Méme tedy &fsel ¥4du v

o—1

M—@? —1)
t. j.
_11_

a’—a?

a jest tudfz dle odst. 1. éfslo to dehtelno ¢fslem ».*)
MéJme dale

v=p"gf,
kde p a ¢ znaéf rizni éfsla kmennd. Cfsla, kterd nejsou ¥adu
v, jsou fddu g, znaéf-li g délitel ¢isla v, prolei jest g bud

délitelem &fsla p®—1¢f aneb &fsla p® ¢f—, aneb obou. Vyho-

vuji tedy tato ¢éfsla jedné neb druhé aneb obéma shodim
v v
z? =2 (mod. M), «? == (mod. M).
v v

Pocet kotend prvnf shody jest a® — 1, druhé a? — 1,
obéma spoletnych je a® —1, je-li d nejvéts{ spolecny délitel

¢sel — a 1, tedy d = Y Jest tedy pocet viech ¢éfsel, kterd
p q Pq

nejsou fidu »
r z i
P—14a® —1— (@ —1)
a tedy pocet ¢fsel fadu »
‘V ‘V
--(a +a — P — 1)
t. j.
r i
a"——-(a” _l_aq)__l__am.
Dle odst. 1. jest éfslo to délitelno é&fslem v,
Méjme dile

v=p"gf,

v
Voa—
*) Jsou-li @ & v nesoudélnd, vychézf ihned, e @ 2 —1 je délitelno
éfslem v a to je patrné specidlny pfipad rozsffend véty Fermatovy.
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kde% p, g, v znadi riizni éisla kmenns. Cisla, kterd nejsou Fadu
v, jsou jistfch f4dd g, jeZ jsou déliteli éfsla » a tedy déli
jedno z &fsel -, %, —:—, aneb dvé z nich aneb viecka tii.

Cisla zmfnénd podivé jedna ze shod

i z i
z2? =z, 2=z, =" =2z (mod. M),
aneb dvé aneb viecky tii. VSem tfem vyhovuje dle odst. 4.
v v
Q2 = a"" — 1 &fsel, prvnim dvéma Q,, = a®? — 1 Efsel,
v v
prvaf a tfeti Q,; = a® — 1, druhé a tieti Q,; = a¥ — 1 éfsel,
v v

prvnf Q, =a® —1 ¢fsel, druhé Q, = a® — 1 &sel a tretf

[ 4
Q,=a" —1 &sel
Pocet riiznjch kotfend téchto tii shod jest tedy
Q=Q, + (Q — Qz) + Qs — Qi3 — Qo3 + Quea)

Q=Q + Q +Q — Qs + Qs +Qus) + Quas.
Jest tedy pocet éfsel fadu »
M—Q

t. j.

t. j.

v 1’ v

(e ) 4
a Cfslo to tudiz délitelno éfslem .
6. Mé&jme nynf obecné
v=gh g,
kdeZ q,, g2y - « ¢ znaéf riznd kmenud é&isla. KaZdé &fslo «,
které nenf fddu », poddvd nékteri shoda:

‘V v v
q‘=w 2 =, ... "=z (mod. M).
Udéinivie
1’ : ‘l’ v

Q =da* —1, Q=a%—1,..Q,=d"—1,
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v : v
Qn,=2a"" —1, Q=0a®™ —1,.......,
v
Quzs = a?%% 1, atd. atd.,
bude Q: pocet kofend shody *, Q; pocet kofendt spoleénjch
shoddm % a j*, Q; podet kofendt spoleénjch shoddm tém
a shodé %% atd. Vgecky shody maji pak dohromady réiznjch
kofentt
Q=2 —2Q;+2ZQun— ...+ 1D""1Qu..0n.
To dokiZeme snmadno tim splisobem, Ze se pfesvédcime,
Ze kazdy kofen ve vyrazu Q pocitin jednou a jen jednou. -
Kofeny, které vyhovujf jen jedné shodé n. pf. % zahrnuty
¢islem Q.. Kofeny vyhovujici <% a j* shodé a jen témto po-
cftiny v Qi, Q; a2 Qy, tedy (141 — 1)ro= t, j. jednou.
Koteny vyhovujfci <%, j% a k* shodé a jem jim, pocftiny
v Qi, Qi Q, Qs Qi Qiy Que, tedy 14141 —1—1—
— 14 1)m= t. j. jednou.
A obecné kofeny vyhovujici soucasné A shoddm a jen tém,
vyskytnou se v Q

=) +G) =0+ A 11 (5) | e,

kde? ;) znaéi jako obyiejué ¥ binomidlnj koefficient moc-

niny A. Aviak
a—1p=0=1—1+ () —(5)+...+ 0*(}):
proteZ ono c¢fslo se rovnd 1 t. j. kafdy kofen poéitén ve Q

jednou. Méme nyni M — Q kofeni fidu » t. j.

@ —1—2QU+2Q;—ZQun+... 4+ (=1D"Qiz..m
t .

v

v v
? 1 (2 ) 2 (5)— (27— (3))
v

Fo (—pm (ot — 1)
t. .

ay__i@?n +za9192__'”+(__1)ma9193-'qm
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a jest tedy éfslo to dle odst. 1. délitelno éfslem », éimz dikaz
vytéené véty podin.

7. Dosavadnf tdvahy poddvaji snadno novou vétu, jiZ
strucné vytknu. Predevifm podotjkdm, Ze nalezené ¢islo jest
vidy vétsi neZ nulla t. j., Ze existuji vidy cisla ¥ddu ». Staéi
ukazati, Ze vidy aspon jedno existuje; a takové Cislo fadu »
jest x =1, t. j. ¢isla

1, 4, a% .. .a""!
jsou neshodna vzhledem k mod. M. Nebof v pifpadu opacnem by

=a, g<h<v
tedy

ad (a*—9 —1) =0,
a tedy, ponévadZ @ a M=a”—1 jsou nesoudélnd, musilo
¢islo a*—9— 1 byti délitelno modulem a” — 1, ktery jest vétsi,
— véc to nemozni. Patii tedy @ k exponentu » vzhledem
k modulu a”—* dle béZného spisobu réeni (v. Serret, Cours
d’ Algébre supérieure, Section III, Chap. II), a jest tedy v dive-
sorem ¢&sla @ (a¥ — 1), znalf-li (M) obecné pocet ¢isel nesou-
délnych s M, kterd nepfesahuji M.

Tim ziskdn tento vysledek. Znacéf-li v a a libovolnad ¢fsla
a je-li '

M=a"—1=p%F..
kdeZz p, q..r jsou riznd ¢isla kmennd, tu cfslo

M(l—;) (1—7)--(1—7)

jest délitelno é&fslem v, t. j.
¢(M)._O (mod. v)

kézal a7 na konec, t. diikaz, e nejvétsi spoleény délxtel éfsel
a?—1, a*—1 jest a®— 1, znati-li d nejvétsi spolecny délitel
Cisel g a h.

Za g=nh jest to patrno; bud tedy 2>g a poloime

*G=w—1, H=a"— 1.

Kazdy ¢fslim G a H spolecny divisor délf téZ rozdfl H — G

t. j. déli
a? (a*—9 — 1).

Kazdy divisor éfsla G neb H jest vSak patrné nesoudélny

s ¢islem a, proCeZ spoletny divisor délf a*—¢ —1; t. j.
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kazZdy spolecny délitel ¢isel G a H jest téZ spoleénym délitelem
¢isel
G aat—9—1.
A naopak jich spolecny délitel jest téZ spoleénym délitelem
cisel
G a af(a-9—1)
t. j. ¢isel G a H— G t. j. ¢fsel G a H.
Jest tedy nejvéts{ spoleény délitel éisel G a H tyZ, jako
nejvétsf spolecny délitel cisel
at—1, a*—9—1,
tedy tentyZ co nejvétsi spoleny délitel éfsel
a9—1, at—99—1
kdei h—qqg=r <g.
S éfsly a? — 1, ar — 1 jednejme tak jako s G a H atd. atd.,

m
3y

¢fm# spravnost véty patrna, uvdiime-li, Ze divise %—E—% alge-
braicky beze zbytku vyjde, je-li m ndsobek cfsla .
V Praze, v zaff 1881.

Véta o binomickych soucinitelich,

Napsal Al. Zdrahal.

O soucinitelich binomickych plat{ véta vyjadiend vzorcem

2(©)C)() (@)= (HP e,
et By4o...=r

p¥i ¢emZa, b, ¢, d,... jsou urcitd kladng &isla dand, téz ukazo-
vatelé @, B, 7, 0, ... kladni a celistvf, tvoifce v kaZdém sou-
¢inu levé strany urcity dany soucet », ktery arci musf
=Za-t+b+4c+d...,
a hovice podmfnkidm z formule samé taktéZ patrnym
e=a, f=b, y=e, ...

Vétu 1ze pifmo dokdzati z nauky o kombinacfch.

Z a+b~4c4d-... prvki jest totiZ kombinac{ ti{dy
r% mnozstvi jediné a uréité, a kombinace tyto obdrifme, se-
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