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Proudéni elektiiny ve vrehliku kulovém omezeném
| sférickou ellipsou.

Napsal Dr. Frant. Velisek, assistent ¢es., techniky v Praze.

Vedeme-li konstantni elektricky proud vodivou plochou,
rozddli se elektfina na nf.uréitym zpisobem, a rozdéleni to po
jistém tase bude stationdrnim. Stav proudéni mo#no pro kazdé
misto vodivé plochy udati, zndme-li na onom misté elektricky
potencidl. K tomu cili pouzijeme véty Kirchhoffovy (Poggendorff’s
Annalen fiir Physik und Chemie, sv. 64.): Je-li U/ na jistém
misté plochy panujici potencidl, ds linedrni element oblouku,
n jeho normdla, ¢ vodivost, ¢ limitni tloudtka plochy, proudi
v tase dt priifezem & ds mnoZstvi elektfiny.

. AU o
M= — gs 5 ds dt. 1)

Vyjddfime zisk na elektrickém mnozstvi v ploiném ele-
mentu vrehliku v &ase df, jsou-li mista piftoku «,, a,, a,, .. . a,.
K tomu cfli zavedeme soufadnice, jimiZ se vrchlik omezeny sfé-
rickou ellipsou déli na infinitesimdlni pravodhelniky.

Sférické ellipsa ddna jest priisekem koule jednitkové

2?4yt 2t =1, @)
8 koncentrickym elliptickym kuZelem :

xﬂ 2 ZQ
F"’%_F:O’ kde a = b.

Roviny soufadnicové jsou hlavnimi rovinami kuzele. Kuzelo-
setka sestdvd ze 2 kongruentnich sférickych ellips, nad a pod
rovinou (zy), o elliptickfch stfedech Z a Z’ na ose z, a hyper-
bolickych stfedech X, X’ a ¥, Y’ na druhych 2 osdch. Pon&vadz

a® c?
a® 4 ¢* a? 4
a soutet obou vyrazii rovnd se 1, polozime
a® . o c? e
AL T o8 = sin’ a, Py T = cos? e,

<], 02<1,

tedy
—g:tga, 0° < & < 90°.



Dédle klademe:
bQ
—m— = sn?a — sin}" «, kde « > Q.

Z toho plyne:

e @t —b? .. _ b1+t _\/a*—0"
Sin' oy =g % T cost ey =g 3 T tg e, = o
Rovnice kuZele dd se pak psdti:
.71'2 y‘.’ 22
sinte + sin*e — sin® e, costa 0. 3

Eliminaci y z rovnic 2) a 3) obdrzime projekeci kuZelosetky
na rovinu (zz)

(sin o, )9 ot + (cos o, )9 2 1

sin o cos &
Za danych piedpokladd mozno Kkldsti
sin @ = gl z, a tedy 05 % 4 — ¢os P.
sin « cos o
Pro soutadnice sférické kuZelosetky plynou pak vyrazy:
__sSina
Y= Sin o, s @,
Y= - I Vsin® e — sin® &, \/sin® a, — sin® @,
sin @, cos a, ! t !
cos &
8= z cos . @)

Musi tedy byti
sin? @ < sin® a,.
Rovnice reelnich, v roviné (xz) leZicich fokdlnich p¥imek:
kuzele jsou:
z= 2190
a tyto sekou kouli 2) ve 4 ohniscich sférické kuZzelosetky
r=+sine, y=0, 2= cose,,
t. j. @, jest excentricita sférické kuZelosetky.
Zavedeme funkce elliptické v oznateni Gudermannové. Za.
modul % volime
k=sinea, kK =cosa,.
sin @ = ksnu, cos ¢ = \[T — k2sn’u = dnu,
Vsin® ¢, — sin® ¢ = kcnu.

(6)




Pfi témZz modulu klademe

sin @ = ksnt, cos @ =dnt, \sin®a —sin®e, = ikcnt. (6)

Uhel « pohybuje se v intervallu e, . . . % Pro ¢« =«

jest ksnt — k, tedy ¢ = K. Pro « = —2”— jest snt = %, t=K
+ iK', Le#f tedy ¢ mezi K a K 4+ + K'.
Rovnice sférické kuzelosetky jsou tudiz jako funkce » ddny:

x=rlsntsnu, y=— %{c- entenu, z = 1 dntdnu, (7)

kl

kde pro kiivku nad rovinou (zy) jest » v mezich o...4 K.
Myslime-li si v rovnicich 7) « konstantnim v mezich o

a K a ¢ proménnym, obdrzime sférické kuZelosetky o stfedech

na ose 7. Obé kuzelosetky w = konst, ¢ — konst jsou konfokal-
nfmi a sekou se kolmo.

Ponévadz
oz [ .k
= k snt cnu dnu, B—Z ==t ent snu dnu,
02 k®
M=% dnt snu cnu,

& podobn& pro # obdrzime pro lineirni element vyraz:
ds? == k2 (sn?t — sn2u) (du® — dt?).
Klademe-li
t=K+ iv, dt=1dv,
ds® = k2 (sn® (K + iv) — sn?u) (du® + dv®)

cn=w

= k? (Wg——— — sn u) (du® 4+ dv?).
cniw
Misto Anin mozno pak psati an (0. ( Ty
Budiz element ploiny ABCD omezen soustavou kfivek u,

u -+ du, v, v + dev. Dle vzorce 1) jde tedy stranou A B mnoZstvi
elektfiny

e ?_ll AB.dt = — ¢ bUlen”(K—i—w) sn®u
~AD EZ szn" (K + ) — sn®u

du dt,
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tedy :
2U

— Q& 76'; du dt.

‘Abychom obdrzeli mmnozstvi jdouci ddle CD, polozime v + dv

misto dv. PouZijeme-li rozvoje Taylorova a omezime se na &leny
druhého ¥ddu, obdrzime:

r— U | dv 2°U
W= ge(av +—1~!3;2—+‘..)dudt.
Rozdil obou mnozstvi
U
Qé —a—v'E du d’U dt.

Zcela obdobné plyne pro rozdil elektfiny jdouci v case d¢ mezi
AD a BC

12U
0¢ 33 du dv dt.
Nabude tudiz ABCD v tase dt mnozstvi elektiiny

92U |, 22U
(2] (W + ,57)'2—) du dv dt.

Po jistém Case nastoupi stav staciondrni, coZ vyzaduje, aby
02U | U
T + 397 = 0.
Plati tudiz pro potencidl podminka tdZ, jako pro desku rovinnou,
jsou-li u, v pravohlé soufadnice. Zndme-li tedy moZné proudéni
elektiiny v roviné, a urtime na ploSe kfivky, které odpovidaji
kfivkdm stejného potencidlu a proudokiivkdm v roviné, jsou tyto
kfivkami stejného potencidlu a proudokfivkami pro mozné
proudéni elektiiny na ploSe, jinak fefeno, zndme-li problém
proudéni na ploSe F, zndme jej i pro kazdou plochu @, kterd
jest s F v nejmensich Cdstech podobnou, pfredpoklddaje, Zze
elektrody obou ploch jsou body odpovidajici.
M4 pak U vyhovovati témto podminkdm. Pro staciondrni
stav pro viechny plosné elementy mimo elektrody musi byti
22U | 2*U

2t T 32 =0
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Pro kazdy element obsahujici elektrodu musi se vzrist mnozstvi
elektfiny rovnati intensité I, ptisluiné elektrody e,

22U |, U
gsdtff(a =+ bv“)dud
kde mtegrace se vztahuje na vSechny elementy ploéné v
3‘*‘U
2

konstantnf, a pak integraci obdrzime plochu elektrody .. Po-
lozime-li pak

Piedpokliddme-li @, malym, moZno poklidati. g T+ 5=

I :
= My,
Q&
jest :
U U
dut wE T
Pro omezeni plochy samoziejmé plati
U
o = 0.

Déle musi byti U funkei jednoznatnou a épojitou, a algebraicky
soutet intensit 2"/, — 0. Podminkami témi jest U aZ na pi-
¢etnou konstantu urceno.

Pro feSeni piedloZeného tikolu dluéno tedy vrchlik ome-
zeny sférickou ellipsou konformné zobraziti na plochu rovinnou,
v niZ proudéni elektfiny jest zndémo. Pro kruZnici podal fesenf
Kirchhoff. Pouzijeme v3ak feSeni pro kladnou pdlrovinu ¢.
Potencidl této jest ddn reelni ¢dsti vyrazu

V=U+4+iV=23L1lg( — &) (€ — "),

kde . znatf udavatele elektrody, ¢, &islo konJugované v, v
splituji ‘rovnici

AW =0,
na ose reelni £ jest
2 _2U_
om0y "
V bodech §n jest funkce loganthrmcky- nekoneénou

Klademe-h
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zobrazime vrchlik konformné do roviny. Meze prow jsou 0...4K,
pro » 0...v, << K’. Polozme kritce 4K — 2a, v, = 2b a po-
Sifime pravoihelnik z téchto délek sestrojeny o délku a na ose x.
Body pravothelniku odpovidaji bodu vrehliku. Dle Riemannovy
theorie zobrazovaci zobrazi se vnitfek pravoihelniku daného
vrcholy a, a + 2ib, — a + 2ib, — « na positivni (4 %) piél-
rovinu ¢ vyrazem

4

¢
Yy =— 2 = c,
== / Vi — @“)(1 e T

kde C, (" jsou konstanty; pfi tom rohim pravodhelnika odpo-

vidaji body reelni osy 1, %, — —]15—, — 1.
Urtime-li konstanty podminkami
: dg ‘
a=7C C=CK+
.,fV(l o ’
—a=—CK+ (', pak tedy C = o, a =CK,

kde K, K’ znaii totdlni integrdly pti modulu % (obecné riizném
od diivéjstho vyznamu). Ddle médme
a+ 2bi = C (K + iK',
tedy pro pomér period
r_» Jacobiho velitinu
oK =5 & Pro Jacobi li q
27Th
g=—¢e ..
Obdrzfme tudiz jako funkce zobrazovaci vyraz
Kz ¢ dg zK
—_—= - g =sn—
e VI—ea — ey a’
Ty% vyraz obdrzime, pouZijeme-li zndmého zobrazeni pil-
roviny a pravouhelniku na kruZnici jednickovou w.

Pravouhelnik zobrazi se na kruh relaci

1+z\/ksn—
K?

w =

z+\/ksnz
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pfi ¢emZ vrcholim pravodhelniku odpovidaji body kruznice
urtené relaci

dw : Kz . Kz

IZ‘—O, t.]. cn—;dn—;_o,

tedy

" Kz 1
Sn—a—:il, iT;

z &ehoz ,
_1+iVE Vet
0 =— -— — .
i+ Ve iVE+ 1

Positivni pilrovina { zobrazi se na tyz kruh vyrazem
=L vt
Vk w1
urlenym tak, Ze bodim kruznice pro + a, + a 4+ 2ib odpovidaji
body reelni osy + 1, + %

Dosadime-li za w, obdrZime zobrazovaci funkei pro pravo-
ahelnfk na positivni pilrovinu

1-|-iVanz—wIg

i+

. - tK
g—i z—t—\/ksn—a-_snz_K
VE 14+ iVEksn K ¢
1+4i— %
i+ VEksn %
Funkce W ddna jest pak tvarem

W=3J,lg (snI—f—z — sn@) (sn&——- snKz n)
a a a a

Pro % — 2 obdrzime Etverec, tedy ¢ —e=7, k=3 — /8.
Prejde-li kuZel v kruhovy, t. j. a :..b, k=0, =1,
pravotihelnfk se prodlouzi smérem osy y do nekonetna, funkce



411

dvojperiodické se zméni ve funkce o jedné periodé K — 2z
(K= ), sn %Z ptejde tedy v sin z. Odpovidajicf funkef
W= 3J,lg(sinz — sinzy,) (sinz — sinz'y)

ddno rozdéleni elekttiny v nekoneéném pésu.
Soufadnice plochy kulové ddny jsou pak vyrazy

T = Sin e sin @, Y = Sin & C0S Q, Z= (oS e,

tedy kuZelosetky ptejdou v rovnmobézniky « a meridiany .
Meze pro g odo ... 27, pro «odO ... «, Element linedrni
koule jest

ds? = da® 4 sin® o do® = sin® a [dq; + (dl tg )2]
Polozime-li
9 =4 ltg'%:‘ i
obdrzime zobrazeni na pravothelnik 2z = § -+ 4, pii temz §

jest v mezich O ... 2%, % v mezich — oo ... l#g %. K vili

jednoduchosti posineme % o lgtg %, tedy

o
LWy
g=9+ilg —-,
tg —é’—
kde % jest v mezich — oo ... 0. Pak vyraz pro W mozno

transformovati do jednoduchého tvaru. Pouzijeme-li

(sinz — sinz,) (sing — sinz's)
2—2n 42y  2—2n 2-4+2n
cos sin — cos —
2 2 2 2 7’
obdrzfme snadno z prvnich dvou soutiniteli

2 [sz’n P— Pn cosz(n — ") + cos P9 sin@("7 —-1]"—)]

= 4sn

2 2 2 2

>< [cos 9+ P z'___(n —2*_”—") — sin i’)_'_g_‘ﬁ'i. sin "(l_'; 7’")].
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Vyjédtime-li funkce goniometrické pomoci exponenc1ely,
a poloZzime krétce
«Q
tg '—2— = },, tg 2 }'0?
obdrZzime jako reelni ¢dst soutinu vyraz
A An A | A2
lg (7:+T — 2cos (p — qa,,)) (—}:2 +l_l; + 2cos(p + (Pn))
(35 + 1 2e0s 0 — o) (5 + 5 + 200500 + 90).
nebo pouZijeme-li X.J, =V
U= 3d,1lg (2% + 12 — 244, cos (p — @,))
A, e ‘
( 75 4 2 005 (9 +9) ( + A2 — 20, cos((p—q)n))

(42 4 42 + 244, cos (@ + o).

Z vyrazu pro U snadno seznime, Ze jak Cleny prvnf a tieti,
tak druhy se ¢tvrtym spliiuji podminky pro potencidl. Mame tudiz:

U= 3J,lg (A* 4 A — 244, cos (¢ — @a))
2 22 )
(l A + A3 — 24, cos (p — qJn)).

Klademe-li 43 = 4, A4‘,, miZeme pii pouziti

1—s_1—cosea__, ., @ _ %n + YYn
1+z_1+cos;—tg _2_’.008@ q)")—sz’nasz'na,.

psdti
U= >Julg [1-—;;_'_1——;:,,__2 XTn 4+ YYn ]

142 " 1F2 d+2 A+ 2)
X[l—z+1——z:,._2 2x'n + yy'n ]

142" 1427 A4+ +42)
— XXy — YYu — 22,1 — 22’ — yy'n — 22",
a + %) (1 + 22) A4+2 @0 +2)
Ponévadz xz, + yy. + 22., x'» + Yyy'» + 22'» znadi ko-
siny vzddlenosti ¥,, ¥'» bodl (7, y, 2), (Ta yn, 2.) 2 (x, y, 9),
(x ny y ny 4 "))

=2Jdulg 4
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i n 1 — cos ¥
U= sd, —cos¥n 08 Vn__

e + DA+ TF+2AF 2w

sin —% sin Va
= 3J.lg — —+ konst.
cos? 3
neb
U xJ,lg sin %’5 sm = + konst.

_ Rovnice pro kiivky stejného potenmﬁlu v roviné zméni se

pii pfechodu na kouli jen tak dalece, ze radius vektor v roviné

nahradi se sinem poloviéni Ghlové vzdalenosti na kouli.
Proudokfivky skytd imagindrni ¢dst funkce W.

Pro «, = % obdrzime proudéni v polokouli. Zmizi-li kiivka
vrchlik omezujici, odpadd ve vyrazu pro potencidl ziejmé Clen
druhy, ktery piisobf g—g =0, tedy

U: ZJnlg (/1" + ﬂ,,’; - 21]% (44 (‘P - ‘P")\:
neb

U= 2>J,lg sin _:g_ + konst.

V této formé podal Boltzmann vyraz pro potencidl.

Rovnice pro proudokiivky v roviné miZeme direktné pte-
nésti na kouli, uzivéme-li, Ze priivodi¢ jdouci bodem uvazovanym z,
elektrodou 2z, a nekonetné vzdilenym bodem roviny se zméni
v kruh na kouli jdouci bodem (4, @), (4», @) a pélem koule P,
a Ze osa £ roviny se transformuje v kruznici 2% 4 22 =1
v roviné (z, #). PonévadZ dle konformniho zobrazeni panuje po-
dobnost v nejmensfch &4stech, tvoff kruznice spolu tyz ihel jako
odpovidajici ¢4ry v roviné. Oznatime-li tyto uhly &, jest rovnice
proudokfivek

X & = konst.

Jednodussf k¥ivky obdrzime pro & = ¢, =... &, a zvI4§té
kdyz odpovidajici elektrody v roving tak sefadime, Ze tvoif
vrcholy 2 pravidelnych polygond, které maji spoleény stied
v potatku a vzhledem na vzdjemnou polohu libovolné mohou
byti stoteny. Pak tvoff elektrody na kouli rovnéz vrcholy 2
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pravidelnych polygoni, lezicich na 2 rovnob&znicich koule. Tvar
kiivek téch poznd se snadno pimym pfevodem siti z roviny
na kouli.

Interpretujeme-li soufadnice #, v na kouli jako elliptické
soutadnice @, 4 komplexni roviny 2’ — & 4 4%, jsou ddny pra-
vouhlé soufadnice roviny komplexni z — z + 7y relacemi

T =c stn & cos iy, Y=ccosdsinin,
tedy
) z+ iy =esin?z.

PoSineme-li a transformujeme k vili jednoduchosti pravo-

tbelnik o strandch « = 4K,, v = v,, tak Ze stfed jeho jest

v potdtku a strany 2K, K’ a klademe 2’ = ?ﬂf 2,, pak le#i z,

K’
v mezich + 2 -, ¥ V mezich + AR

Pomoci relace
z + iy = csin g
pravothelniku v roviné 2, o vrcholech

n , oK'
tetix
. odpovidd v roving z ellipsa,
a“ + y_u =1
kde
’ ’
a:ecosi:—:-f, b= smzZK, a? — b? =%

opatfend dvéma fezy pfimoéarjm od vrcholi na hlavni ose
k ohniskiim. Relacf

X+ i¥Y=w=\ksns = Vlcsng—lgz,

zobrazuje se ty% pravothelnik z, na kruh poloméru 1 a se
stfedem v poddtku. Kruh opatfen jest dvéma fezy na ose reelnf
délky 1 — V& od obvodu do vnitf kruhu. Pomoci pravothelniku
jsou tedy vnitfky kruhu a ellipsy na sebe konformng zobrazeny;
fezy si odpovidaji, mohou tedy z omezenf.obrazci byti vyne-
chény. (Dokonéent.) -



		webmaster@dml.cz
	2012-05-15T09:00:19+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




