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Opakujeme-li tuto integraci per partes » — lkrdt, ob-
drzfme konetné

st

S ==l st ta)

n—1

'+f(n 1)![( P at)'os]fds"‘/

Setteme-li viech » — 1 rovnic, obdrzime vzhledem k 1
po substituei pro s = z, ¢ = y rozvoj Taylordav pro f(z, y) aZ
k ¢lenim stupné » — lho, zbytek jest pak vyjddfen ve formé
kEFivkového integrdlu:

zY n--1 t
_ 1 2 2\
R,,__”f(—r—r_m [(s a—s+t3?)¥] fds+/.

Zavedeme-li nyni substituci novych proménnych, moZno
cely postup opakovat pro fadu Lagrange-Laplaceovu, &mz ob-
drzfme zbytek ve form& omezeného integrdlu, v némZ inversnf
funkce @, ¥ se nevyskytuji.

Rozsifeni na libovolny polet prom&nnych jest samoziejmé.

Riemannova theorie o poétu prvocisel v danych

mezich.

Napsal Bohuslav Hostinsky.
‘(Pokragoviani.)

9. Uprava vzorce (8):
Integraci po &dstech dokdzi se snadno rovnice:

1 y .3 t
fo cos( log x) dx = z* cos (2— log x)
2f 4sm( ‘log x) dz,
—2—fx‘? sin (— log x) de =2t x‘ sin (i log a:)
—t’f — % cos (—— log x)dr,
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—1
fx‘%cos(;— log x) dr = — 4z ‘cos(—;— log x)
| t
— 9t (= 2sin[=1 dz.
fx sm(g 0g x) z
Soudet prvni a druhé rovnice ddvd
— (1 2 —3 ¢ ot
J, = (-4—-|-t )fa: v cos (-—2— log x) de—uz [003—2— (logx)
+ 2t sin (% log x )],
a z tfetf rovnice ndsleduje, Ze
Jy= P [cos(% log z ) + 2t sin ( ;— log = )] dz
= 4z cos(—;— log x) .

Integraci po &dstech lze rovnici (8) transformovati na
1 N 1 t
§(t>——2——[u.;(xul], + [ (x)w*[cos(? log x)
1

+2¢sin (-2i log x)] dz
a déle vzhledem k rovnici (4) na

8
F0= 5o ey [UV@.2 5,

CE) =4 / Fa Y ("’) ””2] .z Acos(— log x)dx (20)

Z rovnice

. ) y(@)= 2 - e p=>1
n=1
ndsleduje derivaci dle x, e
v () = — 3 mntenins

n=|
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jest hodnota stdle zdpornd, kdeZto
wu (x).: 20? n2 ”4 e—ninz
n=1

hodnota stdle kladnd a absolutné vétsi nez 3y’ (x). Vyraz
d 3 23, 1
=W @) . =" @) &'+, v @) o

jest tedy stdle kladny.

Z toho vyplyvd, %e funkce £ (¢) definovand integrdlem (20)
jest redlni a kladnd pro viecky body imagindrni osy (nebot
cosinus ryze imagindrniho argumentu jest kladny) a nemiZe
miti na této ose zddny nullovy bod.

Rozklad funkce £ (¢) na primdrni faktory.

10. BudteZ ¢ a is redlni, resp. imagindrni &dst proménné s,
tedy
: s= 0 -} io.

Ponévadz pro kazdé prvotislo p plati za supposice ¢ >1
‘ | p= | =p7e<l,
obdrZime vzhledem k rovnici (1)

1
1+p—e
Pro o=>1 a pro libovolné o jest tedy | & (s) | obsaZena
v konetnych mezich a nemiZe se rovnati nulle. VSecky nullové
body funkce ¢ (s) musi miti redlnou ¢4st mensf nez 1 a mi-
Zeme je vzhledem ke vzorci (9) rozdéliti na dvé tfidy:
a) nullové body funkce

<

1
I1 7
» g(S) < » 1 p_e7 4 .

_1
sF(—;) ) .
To jsou body s=—2, —4, —6, ... (nikoliv s:@;
viz (10)).
5) mullové body funkce & (f)= & (—;——is). |
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Poloha téchto poslednich bodi « uréf se pfibliZzné z nerovnosti
o<1
Proménné s a ¢ jsou spojeny rovnici (6)
i . (1
t = ?—18—— 0'+Z (—2——9),

rozloZzime-li ¢ na redlni a imagindrni &dst:

t=u-tvq,
jest
-—1.— — b— 1/
) 2 9_‘ b
proteZ se transformuje hotejsf nerovnost na
b~ — L
> R

Z definice (8) funkce £ (f) nédsleduje viak, Ze jest to funkce
sudd; je-li tedy v imagindrnf ¢dst &isla ¢, pro které jest & (£) =0,
Jest — v imagindrni ¢dst ¢sla — ¢, pro néz opét & (—¢) =0, t. j.
posledni nerovnost ziistane sprivnou, nahradi-li se v nf &slow
¢slem — »:

—v>—l-nbo <—1—
o hebo v 5

Imagindrnf &dst v nullovych bodd funkce & (£) hovi tudiz
nerovnostem

1 1

Jinymi slovy: nullo;'é body funkce ¢ (s) uvedené sub b)
maji redlni ¢ist ¢ v mezich
I<o<l - (22)

Nullové body funkce & (¢) lezi tedy uvnitf pruhu omeze-
ného dvéma piimkami, vedenymi rovnobéiné k redlni ose

roviny ¢ po obou strandch ve vzdélenosti:-%. Aneb:

Nullové body funkee ¢ (s) uvedené sub b) leZi uvniti pruhu
omezeného jednak imagindrni osou roviny s, jednak piimkou,
kterd jest s ni rovnob&Znd a prochizi bodem s=—1.
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V isogondlnim vztahu rovin ¢ a s urteném rovnici (6)
odpovidaji si privé tyto dva pruhy.

Z nullovych bodd funkce ¢(s) sub &) uvedenych ne-
miZe byti #4dny redlni; nebot vzhledem k rovmici (6) odpo-
vidal by takovému bodu ryze imagindrni nullovy bod funkce £ (£)»
coZz jest vylouteno (viz konec odst. 9.).

11. Dosavadnimi avahami neni vylouteno, Ze by funkce £ (s)
nemohla miti n&jaky komplexni nullovy bod na kraji zminéného
pruhu; v rovmici (22) by pro takovy nullovy bod nastoupilo
znamenf rovnosti misto znameni nerovnosti. Ze funkee ¢ (s)
nemd Z4dny nullovy bod, jehoZ redlni ¢dst by se rovnala jedné,
dokézal ponejprv Hadamard (22, 23, 24) a témé&f soutasns,
aviak jinou methodou Valleé-Poussin (69, 70). Landau (37, § 2)
dal diikazu formu velice jednoduchou.

Disledky z této véty jsou dilezité pro odvozeni asympto-
tické hodnoty souttu =logp (viz odst. 21.).

V nerovnostech (22) nemize tedy pro Zddny nullovy bod
funkece ¢ (s) nastoupiti znameni rovnosti mezi o a 1; ndsledkem
toho vibec Z4dné ze Ctyf znameni nerovnosti v (22) a (23)
nemiiZe. byti nahrazeno znamenim rovnosti, coZ lze snadno na-
hlédnouti z relace (6) a z poznimky, Ze & (¢) jest funkce sudd.

12. Riemann vyslovil o kofenech rovnice £ (£) =0 dvé
véty, z nichZ jedna,- ze totiz jsou vSechny tyto kofeny redlni,
dosud dokdzdna neni (viz odst. 25.) a druhd, udédvajici pfiblizné
potet tdch kofend v danych mezich, byla teprve pozd&ji do-
kdzdna (viz odst. 14.), kdyZ Hadamard oddvodnil rozklad
funkce £ (t) na primérni faktory Riemannem sice pfedpoklddany,
ale nedokdzany (odst. 13.).

Nejobsirnéjsi numerické vypolty kotentd rovnice .f(t)—O
provedl Gram (19, 20) vychdzeje (v 20) z formule

n . nl—s
£ (5) = lim (mzlm. —l—s)' 23)
kterd plati, je-li redlnf éast s v mezich 0 a 1. Oddvodniti lze
tuto formuli na zékladé Hermiteova vzorce pro funkei & (s) (viz
odst. 6.) a rovnice

f(e-’”—l)x"2 dz=1TI(s— 1),

0
kterd plati rovné%, je-li redlnf &dst s v intervalu 0...1
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?

Gram transformuje pravou stranu rovnice (23) (tato rov-
nice plati ostatné i pro ¢ = 1*), nebot pak se shoduje s pi-
vodni definici funkce ¢ (s) uZivaje Eulerovy summatni formule
na semikonvergentni fadu pro

1T,
£ (5 + i),
kdez ¢’ jest redlni**) proménnd.
V této fadé

¢ (% + t'i) = O)+i 8 (¢)

stalf vziti dvacet prvnich ¢&lendi, aby mohla byti redlnf &4st
C(t') i magindrni dst S(#‘) vypottena na 7 desetinnych mfst,
neni-li # > 50. Nejprve vyhleddvd hodnoty s, pro které jest
¢ (s) blizko nulle; pak potitd kofeny na 6 deset. mist inter-
polaci. Vysledek vypoltd jest, Ze rovnice
§E)=0

mé v intervallu O..50 deset reilnych kofenti; prvni jest
o, — 14'134725 . ., posledni e, = 49-773832 .. Dal8ich pét
kotentt urtil Gram piiblizné:

@, =528 .., ¢, =564.., aj; =594.., ¢, =0610...
o, =650...

Piiblizné vypotty Jensenovy (29) a Lindeléfovy (38) se shoduji
s témito resultdty.
13. V applikaci funkce §(¢) na theorii prvotisel md funda-
mentdloi dileZitost rozklad funkce £(f) na primdrni faktory.
Podle zndmé véty Weierstrassovy lze kaZdou transcen-
dentnf celistvou funkei ¢(z) proménné z vyjddfiti souéinem,

z 1(z\2 1,z \Pn
S

» 2 u, 2
@(z) = € IT (1— ——)
n=|\ Un

Uy Ugy . o« Up jSOU nullové body funkce ¢ (2), p. celd tisla a
Q(2) celistvd funkce proménné z. Omezime tdvahy jen na funkce

*) ¢ znali, jako dFive, redlni &ast s.
**) Tuto proménnou nutno rozeznévati od proménné ¢ definované
rovnici (6).
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@ (2), pro nd% jednak p, neroste do nekonetna s rostoucim »
a jednak @ (2) jest polynom stupné g. Volba &fsel p, nenf jedno-
znatné urcena, je-li ddna funkce ¢ (2z) toliko svymi nullovymi
body. V dal§im budeme ptedpoklddati

. Pn =D,
kdeZ p jest nejmensi celé &fislo, pro které fada
- 1

nil I Un, | 41
jesté konverguje; theorie o rozkladu celistvych funkef na pri-
mérni faktory (viz na pi. Borel 2. Vivanti-Gutzmer 74) doka-
zuje konvergenci nekoneéného soutinu
p
. pErE(E) )
iﬁ—a)
ve kterém jest p voleno naznalenym zpisobem. V&tSi z obou
isel p a g nazyvd se rod*) celistvé funkce ¢ (2).
Hadamard dokézal (1893) vétu, kterou jiz Riemann bez
dikazu vyslovil:
Funkce £(¢) proménné ¢2 jest rodu rovného nulle **),
V pifslu§ném pojedndni (21) jsou dokdzdny obecné véty o vzta-
zich mezi rodem vcelistvé funkce, vzriistem jeji absolutni hod-
noty s rostouci absolutni hodnotou proménné, a klesinim abso-
lutnf hodnoty koéfficientd a,, @,, a; . .. v Maclaurinové Fadé
s rostoucim indexem.
Hadamardovy dikazy zjednodusili Schou (64) a Schaper
(62), jenz vypracoval na Hilbertiv podn&t tuto theorii pro t. zv.

»Hadamardovy funkce®.
Celistvd funkce

D)= 3 an 2"
n—1

nazyvé se dle Schapera ,Hadamardovou funkei Fddu Aa“, 1ze-li

*) Laguerre, jenZz pojem rodu zavedl, uZivd nizvu >genrec.
*¥) Vzhledem k (8) jest & (¢) sud4 funkce; v Maclaurinové fadé pro
&(1) vyskytuji se toliko sudé mocniny ¢, t. j. £(t) jest funkei ¢%
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nalézti kladné tslo « takové, Ze v fadé a,, a, ... od jistého
indexu potinaje jest

1
] O I < d;
(m D™~

¢ znati dané kladné &islo jakkoliv malé. Je-li funkce @ (2) ddna,
nestati tato nerovnost k definici tisla «. Nebof vyhovovalo-li by
néjaké &islo @, vyhovovalo by kazdé mensi. Jednoznaéné se uréf
#14d* a« takto: o budiz dolni mez &fsel w, definovanych rovni-
cemi

| an | = ,m=20,1, 2

(m 1)®m
Pii této volbé ifsla « jest zajisté ona nerovnost splnéna a lze
dokdzati, Ze ¥4d « funkce se nezmé&ni, vezmou-li se za zdklad
k jeho vypoétu misto koéfficientii a, koéfficienty b, rozvoje
D)= 2 by (2 — 2)",
n==1

v kterém miiZe z, byti libovolny bod roviny z (Schaper 1. c. p.‘

13—14). .
Je-li @(2) Hadamardova funkce ¥ddu «, plati pro dosti
veliké hodnoty » = | 2 | nerovnost
| F(a) | <et?; (24)
pii tom jest
A= —1—-

a J libovolné malé kladné éislo.

Ddle platf véta: Vyhovuje-li vibec néjakd celistvd funkce
posledni nerovnosti pro jistou kladnou hodnotu 4, jest jeji rod
roven nejvyse 4. Cislo A nemize tedy byti mensi nez rod té
funkee, t. j. nez &islo p nebo ¢. Na zdklad® téchto dvou vdt
lze dokdzati, Ze funkce £(¢) jest rodu nullového, dvojim zpi-
sobem :

Bud se dokdze z Maclaurinova rozvoje funkece &(f) (viz
rovnici (8), kterd dovoluje koéfficienty toho rozvoje vyjéditi ve
formd omezenych integrdld), Ze jest £(f) Hadamardova funkce

: 11
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proménné £2 fddu « v&titho nez 1; dle prvé véty plati tedy ne-.
rovnost (24) pro £(£)*), je-li '

l=—1—<1,
o

z tehoz dle druhé véty nisleduje, Ze p — q — 0 (Hadamard).
Aneb mozno ptimo z rovnice (9) po pfipadé (19) odvediti, ze
£(t)*) vyhovuje nerovnosti (24) pro 4 < 1. Dle druhé véty jest
opét p — ¢ = 0 (Schaper dle Hilberta 62 p. 60—63; Borel 2

p. 85—817).
Rozklad funkce £(f) na primdrni faktory zni
(=60 I (1 — 7) (25)
Cisla

2 2 2
al, g, o ...

jsou nullové body funkce £(#), povaZuje-li se za proménnou ¢%;
kazdy z nich zastupuje dva nullové body téze funkce, povaZuje-li
se za proménnou f. V soutinu (25) budtez

Gy gy &3 .0

ty nullové body, jejichz redlni &dst jest kladnd, sefazené dle
rostoucich hodnot r. ‘dsti. ‘
Z definice rodu ndsleduje, Ze soutin (25) i Fada

s
n=1 @n
jsou absolutng konvergentni.

14. Na zékladé tohoto vysledku podatilo se Mangoldtovi
(40), (41), (44) dokézati jedtd jinou vétu o kofenech funkce
£ () Riemamem ponékud nejasné formulovanou.

- Véta ta zni;

Je-li N(T) potet kotend rovnice £(¢) = 0, jejichz redlna

t4st jest obsazena v intervallu O ... 7, jest p¥iblizné

. T, T T.

*) V nerovnosti (24) jest oviem poloZiti #(s) =& (), z =1t
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absolutni hodnota chyby neni dle Mangoldta v&tdi nez (v. 44)
043200 log T + 1'91662 log log T -+ 13:07873.
Jest tudiz
. N(T)
l
e T, T _T
7'%9% " on

=1

Mangoldtovy tvahy, jeZ uvddi podrobné v prici (41), jsou velmi
dlouhé a slozité; vedle zmindnych vét Hadamardovych uZivd
téz resultdti Stieltjesovych (66), které se tykaji funkee gamma.
Préce (40) jest vytah z (41).

Déle odvozuje Mangoldt (£1) jesté nékolik jinych vét
o pfibliznych hodnotich koieni « a o jich rozd&leni v danych
intervallech. Tyto véty podobné jako véty Vallée-Poussinovy
(72) tykajici se téhoZz predmétu shoduji se s numerickymi vy-
polty Gramovymi (viz odst. 12.), které jsou na Hadamardové
theorii dplnd nezdvislé.

Cilem Mangoldtovy price (41) byl dikaz Riemannovy for-
mule. Diikaz ten jest viak nad mfiru dlouhy a sloZity: mnohem
krat§i dikaz podal Landau (36), jemuZ se podafilo vystatiti
s ndkolika jednoduchymi vétami o kofenech rovnice £(¢) =0
(t. j. o komplexnich kofenech rovnice {(s) =0). Z jeho vét,
jejichz dikaz jest do nejmen3ich podrobnosti proveden (36),
uvddim jen nédsledujici:

Je-li g kladné celé ¢&fslo ne mendf nez” 2, lze nalézt
v intervallu

g=t=g+1

takové &islo 77, Ze intervall

1
T’—alqu = =T+alog7‘

neobsahuje redlni &dst Mdného kofenu «; a jest kladnd kon-
stanta na g nezdvisld.

(Pokratovéni.)

11*
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