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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Prisp&vek k deskriptivni geometrii Pliickerova
konoidu.
L. Seifert, Brno.
(Do8lo 11. &ervna 1938.)
Vé&novéno prof. dr. Karlu Petrovi
k jeho 70. narozeniném.
Pisme rovnici Pliickerova konoidu ve tvaru

(22 + y?) z—ay* = 0, (1)

jemuz odpovidda parametrické vyjadieni
T =rcos¢p, y=rsing, z=asin?g, (2)

Roviny # =0, y =0 jsou hlavni roviny symetrie, bod
0(0, 0, Ja) je stted plochy. Ciry ¢ = konst jsou piimky, jez
s osou Oz svirajf Ghel ¢, r = konst jsou jejich ortogonaln{ trajek-
torie. Parametry ¢, ¢ 4 n patii téze pfimce, parametry + ¢, — ¢
pati{ pfimkam, které se sekou na ose Oz.

Pro soudinitele teéné roviny
wX —2) + oY —y) + w(Z—2) =0 (3)

dostaneme

u=asing.sin2p, v=—acosg.sin2p, w=r,
rovnice teéné roviny bodu (r,, ¢,) je tedy

a sin 2@, (X sin gy — Y cos @) + 7,Z = ar, sin? ¢,. 4)

Dosadime-li z rovnic (2) za bé&%iné soufadnice, dostaneme
po redukei

=_T0
r = g S0 @0+ 9) ®)
% i i i F o
coZ je polarni rovnice kruhu v rovind (zy) o stiedu (4(,05 %0’

To . To
4 sin @, 2 sin 2¢,
elipsy, ve které tetnd rovina seée plochu.

a poloméru , jenz, jak znamo, je primétem
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Viimnéme si kfivky na konoidu dané rovnicf
r = 2g Sin 2¢. (6)
Tedné roviny v bodech této kFivky sekou konoid v elipsich,
jejichz sttedy podle (5) vypliiujf kruh o sttedu O a poloméru g
v rovind o(z = }a). Mezi soudiniteli v rovnici (3) platf
' ut 4+ v* + w® = a?sin? 2¢p + 12
tedy
T A
Vﬂv_’-{—_ w? Vi-' + a?sin? 2¢
a pro body kiivky (6) mé poslednf vyraz hodnotu 29
aﬁ + 49’
Teiné roviny v bodech kiivky (6) sviraji konstantni dhel s osou Oz

a tvori tedy rozvinutelnow plochu, jejiZ hrana vratu je ¥roubovice.
Tou se chceme zabyvati.

Po dosazeni z (6) do rovnice tedné roviny dostavame

Xsintp—Ycosq7+%Z=2gsin’<p. (7)

Charakteristika je déna rovnicf (7) a rovnici
X cos ¢ + Y sin ¢ = 2¢g sin 2¢. (8)
K uréenf hrany vratu méame jesté¢ rovnici
— X sin ¢ 4+ Y cos ¢ = 4g cos 2¢. (9)
Sroubovice je dina vyjadienim
x =4gsind¢p, y = 4gcosd ¢, z = }a (1 + 3 cos 2¢); (10)

jest to tedy raciondlni kiivka Sestého stupné a kolmy fez vilce na ném%
se nalézd, je asteroida. Narys dostaneme vyloudenim ¢ z prvé a tietf
rovnice (10)
27 a3
—2)s + 22T g —
(z — 2a)3 + 16 g7 x 0 (10a)
mé tedy bod z = 0, z = 2a za bod vratu.
Zajimava vlastnost kiivky (10) vychéazi nésledujici dvahou.
Pro kosiny smérné tedny dostaneme snadno
a:ff:y=2gsingp:—2gcos¢p:—a;
norméln{ rovina bodu ¢ mé rovnici

. a? 3a?
2Xg sin g — 2Ygcos ¢ —aZ + —2—+(Sg’+—§-) cos 29 = 0, (11)

Dvojim derivovinim dostaneme snadno



2Xgcos ¢ + 2Ygsin4p—2sin2¢p(89'+—3;-')=0, (11a)

— 2Xgsin g + 2chostp-—4cos24p(89'+-3%’) —0. (l1b)

Rovnice (11) a (11a) urdujf poldrnf plochu, s (11b) pak hranu
vratu, t. j. g. misto stfedu oskulaént koule. V parametrickém vy-

jédfeni jest
2 3 69’ :
X = leg ;- 3—a——- sin3 P Y= "l——_gi'?g; cos? P,

(12)
_a 3 (g , 3a
z = 9 ——a—(Sg +—2—) cos 2¢.

Tato kiivka je opét Sroubovice na asterotdickém vdlci a snadnym
vypodtem zjistime, Ze protind jeho povr§ky pod tymZ dhlem jako
Sroubovice (10) protind povrdky piislusného vdlce.

Jind pozoruhodnéd vlastnost je, Ze Sroubovice (10) a (12) se
nalézaji na rotaénich hyperboloidech. Skute&né z rovnic (10) jde
nejprve

22 4 ¥ = g% (1 4 3 cos? 2¢),
a pak vylou¢enim 2¢

2 2 4 2
_?_4'.5}4__m (z_%) =1, (13)

coz je jednodilny rota®ni hyperboloid se stiedem O (ve stiedu
konoidu), polomérem hrdelnf kruZnice 2g9 a konstantni délkou

imaginarnf poloosy rovnou 'WV3-
Sroubovice (12) naléza se také na rotadnim jednodilném
hyperboloidu
2 4q3 a\?
v 3 2y —_— =
por (2* + »?) Tt (z 2) 1, (14)

kde psidno pro kratkost m* mfsto 16g* 4 3a%.*)
Vratme se nynf k dotykové &ife konoidu s uvaZovanou rozvi-
nutelnou plochou. Jejf pidorys (6) neb v pravoihlych soufadnicich

(=* + y*)® = 16g°z*y?* (15)
je &tyfeipé rizice. Parametricky je ddna dotykova kfivka rovnicemi
x=2gs8in2p.cos g, y = 2¢sin2¢.sinp, z=asin’ep (16)

*) Tyto vlastnosti pat¥f ostatnd obecn&jfim Sroubovicim na vélcich
s podstavou hypocykloidickou, jak ukézal id Lerch ve svém &ldnku:
Asymptotické E4ry na pffmém konoidu; p¥ispdvky k vlastnostem
tar Sroubovych, Casopis, ro&. 42 (1913), str. 8.
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nebo, pii tg dg =1t
(1 — 2y I r
A arm T
Je to tedy reciondlnf kfivka Sestého stupné. Z bodu 4(0. 0. 0)
s¢ promitd kuzelcm &tvrtébo stupne

T =28 y == lbg

1692
Pt 4 ) = (7)
(]
ktery ma Oz, Oz za dvojné povrsky. Oz je také dvojnou na ko-
noidu, &ira je tedy timto kuzelem a konoidem aplné charakteriso-
vana. Pro konstrukei poznamenejme, Ze fez kuiele (17) s rovinou
z - da jo

y3(x® + y?) — 4g%a? =: 0 &i r == g cotg g (18)
Podobng pramét z bodu (0. 0, @) do stiedni roviny je
22(x? f y?) —4giyt = 0 8 r = g tg ¢ (19)

Oba pruméty jsou t. zv. kiivky kappa.
Pramét do roviny (a2) jest -
adx? — 16g% (a -— z)? = 0; (20)
jest tedy x == 0, 2 = a dvojny bod s redlnymi dvojnymi teénami
ar -} 49 (a —z) = 0.

Kuspidéaln{ body konoidu A(0, 0. 0). B(0, 0. a) jsou dotykové
uzly ne8f sextiky.

Dolsf zojimava okolnost tyka se obalky tednych rovin (7).
Tato obalka je rozvinutelnd plocha étvrté tiidy. Skuteéné, hledame-li
obdlku stop roviny (7) v soufadnych rovinach =0, y = 0.
dospfvame k parabolam

. g 2
X=01=1z_oav—0 xx=_1 2 (1
a a

K tomuto vysledku lze dospéti také takto: Koeficienty rov-
nice (7) spliiuji podminku

2
% (ut 4 %) = w?, (22)
te¢nova rovnice konoidu (1) jest
(u? 4+ v®) n + aviw = 0. (23)
Vylou¢enim u? 4 »* dostaneme
298 +wn=0 (24)
a - Y

z (22) a (24) dostdvame

4



. .
Br=w 2 (25)

Rovnice (22), (24), (25) piedstavujf dvojné kuZelosetky uva-
Zované obdlky rovin. Prvd jest v rovin¢ nevlastnf, druhé a tietf
odpovidaji v bodovych soufadnicich kuZclosetky (21). Nasi roz-
vinutelné plote je tedy vepsiana fada ploch

N

(26)
coi lze v bodovych soufadnicich napsati
a at ., . 2a. 2ka®* TR
s Ty TT—F g — 0~ (%)

Méme tedy fadu paraboloidd, je maji spoletné roviny symetrie
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8 konoidem. Mezi nimi je vyznadny rovnostranny paraboloid

8 vrcholem ve stfedu konoidu (k = —1):
ax* ayt a

Hledejme dotyény bod této plochy s rovinou (7). Dostdvidme

®. x=2sing, y=29cosp, z2=acos . (28)

Kfivka dotyku je Etvrtého stupné, md za phdorys kruinici o polo-
méru 2g a nalézd se na konoidu (I1). Narys jejf jest parabola

n=_3

a

Tato posledn{ vlastnost platf mnohem obecnsji. Snadnym
vypodtem lze se plesvédiiti, Ze teéné roviny Pliickerova konoidu
v bodech kfivky, jez mé za primét ve stfednf rovind kruZnici,
obalujf rozvinutelnou plochu &tvrté tidy.

V pfipojeném obrazci jest O stfed konoidu, a (= z), b jsou
torséln{ pi{mky, A, B jsou kuspidaln{ body, k jest kruZnice o polo-
méru g ve stfedn{ roving o. KruZnice ! o poloméru 2g slouif k se-
strojeni kf¥ivky m, dané rovnicemi (16). Podle nich lze jednotlivé
body takto sestrojiti: povrika ¢, at svird s Oz thel ¢, d; Ghel
R — ¢, kruZnioce o sttedu C, na k, sede d, v bodé C’, kiivky m, . m,
odvozeno z m,, B, je pro m, dvojny bod a te¥ny sestrojeny podle
rov. (20). Sroubovice S dané rovnicemi (10) mé za pidorys aste-
roidu 8; s body vratu na kruZnici n o poloméru 4g. 4, je merididn
rotaénfho hyperboloidu, na némzZ se S naléz4 a bylo ho pouZito
k odvozend S,. S, & hy, maji v bodech E,, F, (z = — a) dotyk dru-
hého stupnd. Drubhé S&roubovice (12) nenf v obraze zanesena.
V obraze je jestd zakreslena parabola ¢ dand druhou z rovnic (21).
Parabola dand prvnf rovnicf je shodné, vzhiru oteviensd a poloZend
v primétné tfetf. V obraze neni. Obnisko F prvé je nalezeno uZitim
druhé stopy te&né roviny ¢ bodu C’;.

*
Contribution & la géometrie descriptive du conoide de Pliicker.

(Extrait de l'article précédent.)

Le conolde de Pliicker soit défini par 1’équation (1) ou par les
équations (2). L’équation (6) définit une courbe située sur cette
surface, g étant une longueur donnée. Les coordonnées cartésiennes
d’un point de cette courbe sont données par les équations (16). Les
points cuspidaux 4, B du conoide (voir la figure) sont les tacnodes
de cette courbe gauche; sa projection horizontale est une rosace m,,
sa projection verticale est une cubique m,, les projections du

(z— a).



centre A ou B sur les plans horizontaux étant des courbes
cappa. Les plans tangents du conolde aux points de cette courbe
forment un angle constant avec I’axe Oz et coupent le conolde sui-
vant des circonférences; ces circonférences ont leurs centres sur la
circonférence k de rayon g située dans le plan ¢. Les plans tangents
en question engendrent une surface développable dont 'arrét de
rebroussement est une hélice (I’éq. 10); cette courbe du degré
six est rationelle et se trouve située sur un cylindre droit dont la
base est une asterolde 8, et sur un hyperbololde de révolution (13).
Cette hélice a d’ailleurs une propriété intéressante. Sa surface
polaire a pour ’arrét de rebroussement (lieu des centres des sphéres
osculatrices) une lLélice située aussi sur un cylindre & base asterol-
dale (12) et sur un hyperboloide de révolution (14).

La surface d’égale pente engendrée par les plans tangents (7)
aux points de la courbe (16) a pour ses traces sur les plans de sy-
métrie du conoide les paraboles (21). C’est donc une surface de la
quatriéme classe circonscrite & une famille de quadriques (26, 26a),
ces quadriques étant des paraboloides. Un d’entre eux est donné
par l’équation (27), la courbe de contact avec la développable
considérée étant donnée par les équations (28). C’est une biqua-
dratique située sur un cylindre de révolution et aussi sur le conoide.




		webmaster@dml.cz
	2012-05-16T12:33:12+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




