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Eine Bemerkung iiber Mengen natiirlicher Zahlen.
Peter Scherk, Praha.
(Eingegangen am 10. Oktober 1938.)

M, bezw. M, sei eine Menge natiirlicher Zahlen a bezw. b;
9N, sei die Menge aller ¢, die a oder @ + bsind. Esseifir0 < k <1

E\(k, 1) a a
Ey(k, l)] die Anzahl aller b} mit £k < {b} <1 (also 0 fiir k = 1).
Ey(k, 1) c c
E(x) = E\0, z) fir 2 20,n=1,2,3,
Ferner sei

xa>0,>0,0+p<1,0Zp-6<1,;
E\(z) = ax, Ey(x) = Bz + 4 fiir alle 2 > 0.

Dann ist fiir alle x > 0
Eatx).zMax( atd atf a+ﬁ—a(ﬂ—6))-x- )

1—B+6"1+p8—0

Der Fall § = 0 enthdlt Sitze von Schur!) und Landau.?)
Herr Besicovitch®) hat den Fall § = 8 bewiesen. Sein Verfahren
langt zum Beweis von (1).

Er betrachtete folgende Kette natiirlicher Zahlen: my + 1 = 1;
ky + 1 = kleinste nicht in 9N, liegende ganze Zahl hinter m, + 1;
m, 4+ 1 = kleinstes a > ky 4+ 1; k, 4+ 1 = kleinste nicht in M,
liegende ganze Zahl hinter m, 4+ 1 u.s.f. Er zeigte: Ist fiir ein
i = 0 die Zahl k; definiert (also auch die Zahl m;4,), so gilt fiir
jedes z mit ki < 2 < mi4q:

Ey(mi, z) Z E,(mi, ) + Ez(:':— mi— 1),

insbesondere

Eg(m;, mi 1) = E (mi, mis1) + Ey(mips — mi— 1).
Summation ergibt:

Ey(x) = Ey(m,) + Eg(my, my) + . . . + Eg(mi—y, mg) + Eg(my, x)
;>_— E\(my) + Ey(my, my) + ... + Ey(mi—, m;) + Ej(my, x)
+ Ey(my — 1) 4 Ey(my —my — 1) 4 ... +
+ Ey(mi—mi—1— 1) + Ey(x —m;— 1)
= E\(2) 4 Ey(m; — 1) + Eyimg—m; — 1) 4 . ..
+ Ey(mi — mi_y — 1) + Ey(x — m; — 1); :
1) Schur: Uber den Begriff der Dichte in der additiven Zahlentheorie.

Sitz. Ber. Preuss. Akad. Wiss. 1936, S. 269ff.

) Landau: Die Goldbachsche Vermutung und der Schnirelmannsche
Satz. Gott. Nachr. 1930, S. 255ff.

%) Besicovitch: On the density of the sum of two sequences of integers.
Journ. London Math. Soc. 10 (1935), S. 246ff.
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Ey(2) 2 Ey(2) + (B(my — 1) + &) + (B(my — m; — 1) + 8)
+ .o+ Blmi—miy —1) + 8) + (B(x —m; — 1) 4- 8
= E\(x) + fr— (B —3). (¢ + 1).
Nun gilt 1. i + 1 < 2 — Ey(x); denn keine der ¢ + 1 Zahlen
o4 1, ky 41, .. ks + 1

liegt in Py, und die Anzahl dieser Zahlen ist hochstens gleich der
Anzahl aller nicht in 90 gelegenen Zahlen < z. d. h. hochstens
gleich x — E,y(x). Daher haben wir

Ey(x) 2 ax + fr— (B — 9) (z -— Ey(x))

Ef5) 1 —p+d) 2 (x + 9) . a.
2. 1 + 1 < Ey(x); denn die + + 1 Zahlen
me+1,m+1,...,m+ 1
liegen in 9y, sogar in AN,. Also
Ey(z) 2 oz + fx — (B — 96) . Ey(x)

Ey(z) (1 +B—0) 2 (x + B) . x.
3. 1 4+ 1 Z Ej(x); also
Ey(7) = Ey(x) + fz— (B— 90) . E\(x) =
= Ey(x) (1 —f + 8) + Bz 2 (a(1l — B + ) + ) . «.

Die Behauptung (1) gilt somit fiir alle x mit *; < 2 < myy ).

Sie ist richtig fiir x = 1; ist (1) mit x — 1 statt 2 schon be-
wiesen und gilt z C M, so ist der InduktionsschluB trivial. Denn
die linke Seite von (1) wiichst dann bei Ubergang von x — 1 zu z
um Eins, die rechte um weniger. Liegt = aber nicht in 9, so in
einem Intervall k; < x < my41.

*

oder

oder

Poznimka o mnoZinich pfirozenych &isel.
(Obsah ptede&lého &lanku.)

AR, resp. WM; budiz mnozina prirozenych ¢&isel a resp. b.
Budiz 9, mnozina viech &isel, jeZ jsou budto @ nebo a + b. Eix)
budiz potet ondch &fsel z My, jez jsou < z. Budiz &« > 0, § > 0,
c+p<l,0p—0<1,

, E\(z) 2 oz, Ey(x) = px + 6
pro viechna celé z > 0. Potom plati nerovnost (1) pro vSechna
celd 2 > 0.
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