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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

Geometrické transformace prvniho stupné v roviné
a jich grupy.

Napsal dr. Jan Vojtéch v Lipniku.
(Dokonéeni.)

K témuz pfivddi jednoduchd tdvaha geometrickd: Majice
na zieteli (obr. 10.) trojuhelnik aa,a, (¢ bod pivodni, a,, a,

prvni a druhy transformovany) a oznaclice pruseéiky stran jeho
o . 1 a

aa,, a4y, 4,0 S 0S0U Tesp. a,, a'y, a”y, mizeme psdti ;—"- =p,
[

’

A @ -

-'5&-,2: p’; vedme bodem @, s osou rovnobézku, jeZ protne

al a

aa v bodé a*, pak jest

aa”’y __ a*a, a*ay __ a,dy
ad’y T amy’ aay ~ aydy
z druhé
’
a,a
_ 2% 9
a*a, = ——" . wa,
a,d,

dosadime do prvni, i vychdzi

144 ’
aa’y __ a@, aydy __ ,
aa” aa, ' ad,

Obdobné kazdy trojihelnik z bodu pivodniho a obou trans-
formovanych (4,b,, cc,c;, . . ) jest profat osou tak, Ze priseéik
jeji se stranou tieti (bb,, cc,, . ..) déli tuto v poméru pp’;
rovnéz jsou tfeti strany vSechny spolu rovnobéZny (aa,«,,
bb,b,, . . . podobné a podobné poloZené); souvisi proto tutvar
ayb,c, s abe perspektivni affinitou poméru pp’.

Podobnym postupem lze nalézti i dokdzati, Ze také produkt
dvou perspektivnich affinit pre rdznych osdch a pevném sméru
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(ovsem spolu pfi libovolnych pomeérech) jést zase perspektivni
affinita téhoz sméru, jejiZz pomér je soutinem jednotlivych poméri
a jejiz osa prochdzi priisetikem os jednotlivych. Tvoii tedy také
persp. affinity pevného sméru grupu oo? &lent.

AvSak dvé affinity perspektivni ridznijch os i stieda, appli-
kovdny postupné na rovinu, nemaji vysledkem vztah perspektivné
affinni. Vztah ten jest vSak vyjddfen linedrnimi celymi (v r, y)
vyrazy pro x,, y,, jak nalezneme pouhyy propoiitinim, usta-

Obr. 10. .

novice nejprve rovnice pro perspektivni affinitu pfi ose obecné
polozené (tymi zplisobem jako nahofe pii ose X) a spojice potom
substitucemi dvoji takové rovnice, ptislusici dvéma persp. affi-
nitdm. Jest tedy tento vztah affinita neperspektivni, obecnd;
slozime-li tuto affinitu s kteroukoli transformaci z dosud uvazo-
vanych, na pf. s pohybem, nedostaneme transformaci podstatné
obecnéjdf. Obecnd affinita neboli transformace linedrni (v tom
smyslu, Ze rovnice jeji jsou linedrni cel¢ funkce soufadnic bodo-
vych) je transformace, zahrnujici vSechny dosavadni jako zvldStni
piipady. Obecnd affinita pfevddi bod (z. y) v («,, #,), PFi temzZ plati

z, = ax + by + ¢,
h=dz + ey + /.
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Perspektivni affinita méni tvar i velikost itvard rovinnych;
aviak plocha kazdéhe ttvaru transformovaného jest k plose
pivodniho ttvaru v konstamtaim poméru — p. Jestlize totiz
utvar abe piechdzi zde v utvar «,b,c;, jest zajisté abe = a,ucc,
+ ceobby, — ayabb,, podobné abe, = a,a,¢,¢, + coc,beb; —
a,a,b,b,, lichob&Zniky uvedené maji vSak stejné vyiky a strany

v poméru p; jest proto i (1;—3)—';1 = p. Stejné vychdzi uzitim
soufadnic a determinanti (piSeme-li misto }-)—;-—%, strutné e):
z, Y., 1| x ey, pY, ]' z, py, 1
ANabe, =2y, oy, Li=|2a"4ef, py, 1|=|2, py, 1
2’y 1’ '.’L" + ey”, py”, 1\ l"’;”; py’ 1
ey, py, 1 z, y, 1
+ ey, vy, 1l=pla, ¥, 1| +0=p.Adabe.
ey”, ry”, 1 z”, Yy 1

Utvar geom. a ten, jenz z ného vychdzi applikaci dvou
zcela riznych persp. affinit, maji oviem téz stily pomér ploch;
také s druhé strany, ponévadz z dosavadnich transformaci nékteré
velikost plochy vibec neméni (pohyb se svymi zvl. piipady,
osovd Sikmd soumérnost, elace, stejnoplochd affinita) nebo ji
méni podobnym zpisobem jako persp. affinita (homothetie, podob-
nostni affinita’, maji Gtvary souvisici spolu obecnou affinitou
konstantni pomér ploch.

Vsechny affinity v roviné tvoii grupu ; nebot applikujeme-li
na U transformaci
z, = ax 4+ by + ¢,
po=dz+ ey +/,
na utvar tim vznikly U, transformaci
|2, = d'z, + by, + ¢,
l Yo = d'x, + 6’3/1 +f,
jiz ptejde U, v U,, souvisi U s [, transformaci
zy =a (ax + by + )+ V (dz +ey + /) + ¢,

Yy =d' (ax + by + o) + ¢ (dz + ey + 1) + 1
25%
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coz jest opét affinita. Vzorce pro linedrni transformaci obsahuji
6 koefficientdl, z nichz kazdy miZze nabyti vSech hodnot od — oo
do + =, existuje tedy oo® linedrnich transformaci v roviné.

Kazdd affinita, jak jsme poznali, ndsobi viechny plochy
geom. utvard v roviné tymz ¢islem; na zdkladé toho (i z rovnic
pro affinitu) je jasno, Ze uzavieny utvar pirechdzi nutné v uza-
vieny utvar, tedy bod a pfimka v nekoneénu nemiize piejiti
v bod nebo piimku v konetnu. Tim jsou affinity podstatné
charakterisovany.

7 vysledkd tohoto odstavce podtrhujeme: Perspektivni
affinita je uréena osou, smérem a pomérem. Perspektivni affi-
nity téde osy a téhod sméru tvoFi grupu oo Clenst zdménnych ;
pomér visledné transformace je soucinem pomérii slodek. Per-
spektivni affinity téle osy (téhoZ sméru) tvori grupu o * dlend
nekommutationich ; pomér viysledné transformace je soucinem po-
méru sloZek. Dvé persp. affinity risnych os © smérd jsou ekvi-
valentni obecné affinité, jes body v koneénu prevddi do bodi
tamtéz, body v nekoneénu do bodi v nekoneénu ; obecné affinity
twori grupu b clend.

6. Piichdzime k nejddlezitéjsimu doplnéni transformaci
uvedenych, totiz k transformaci daného utvaru (a celé roviny)
v utvar perspektivni (homologicky) vzhledem k pevnému stredu
homologie s a pevné ose homologie O. Bod a, b, ¢, . . . pfeve-
deme v homologicky a,, b,, ¢,, ... dle s a O, jestliZe sestro-
Jime na pfimce as, bs, cs, . . . bod, jenz tvoii s bodem a, b, ¢
vzhledem k bodu s a priasetiku «,, b,, ¢, . .. ptimky as, bs,
¢s, . - . s osou O Ctvefinu bodd stilého dvojpoméru. Dejme tomu,
ze piimka as protne O vbodé a,; délici pomér bodu @ vzhledem
k s aa, jest aia&, délici pomér jiného bodu a, téze piimky

(1
vzhledem k tymz bodim zdkladnim s, a, jest %' piedpis pak
071
74d4 sestrojiti @, tak, aby pomér téchto délicich pomérd, totiz
. Sa sa
dvojpomér —: —1
P i) 0%

nutno, aby bylo
sa sa, __sh sb, _ sc s¢

= p, kde p jest dand konstanta; jest tedy

o @o@y b "byby T cyC T coly
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Vysetfujme nejprve dilezity piipad zvldstni, kdy p—=—1;
‘tvetiny s, a,. a, a,; S by, b, by; 8, ¢y, ¢ €, - . . sluji harmo-
nické. Homologie takovd sluje harmonickd a jest, jak hned
uvidime, involutorni. Sestrojime tedy k danému utvaru dtvar
harmonicky perspektivni vzhledem k pevnému stfedu s a ose
perspektivnosti O, spojime-li kaZdy bhod jeho se stfedem s a
nalezneme na této spojnici bod Ctvrty, s onim bodem harmo-

Obr. 11.

nicky sdruzeny dle stfedu a priseciku spojnice s osou. Délici
pomér SN s byti tedy absolutné roven poméru —Sa—, ale
gy o

opatného oznaceni.

Kdyz jsme v roviné ustanovili stied a osu homologie, na-
lezneme pohodIné k bodu @ bod harmonicky sdruZzeny a, pouhym
pravitkem pomoci tplného (Ctyrihelnika a jeho thlop¥icek
(obr. 11.). Je-li bod @ vné dsetky a,s, volime a,, s za 2 vrcholy
a as, 0 za dvé strany Ctyrdahelnika, bodem a vedeme tieti
stranu, jez protne O v 3. vrcholu m a ¢tvrtou stranu, vedenou
bodem s v 4. vrcholu #; 5. a 6. strana a,n, sm maji prisedik,
ktery spojime s priselikem p stran O a sn pimkou; tato sta-
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novi na sa, bod hledany «,. Je-li bod ¢ mezi hody a,, s, vo-
lime zase a,. s za 2 vrcholy, as, O za dvé strany Ctyrihelnika,
bodem a vedeme thlopfitku, jeZ protne O v bodé p, na ap
zvolime bod » a spojnice sr, a,» vytknou na pfimce O, resp.
sp 3. a 4. vrchol Ctyrahelnika m, n; spojnice téchto mn sta-
novi na as hod a,.

Je ziejmo, Ze a, odpovidd bodu « stejné jako a odpovidd
bodu a,, t. j. sestrojime-li bod «,, harmonicky sdruzeny k e,
(harmonicky sdruzenému k @) pii pevné dvojici bodi zdkladnich
a9, S, jest a, = a. Nazyvdme tedy sprdvné tuto perspektivni
transformaci také involutorni (7): pideme I* = 1. Spojnice viech
dvojic korrespondujicich bodd prochdzeji dle definice stfedem;
korrespondujici pfimky protinaji se na ose homologie, jezto
kazdy bod osy je samodruZny.

Analytické vyjddieni transformace I dostaneme, volice osu
X za osu homologie, bod (a, b) za stied, ze vztaht:

4z 4% _ b—y. b—y,_____

xo_x Z, — xlﬂ— ' Yo y Yo — U

b— Yo Y — Yo
a—x, T—uax,

z nichZ prvni dvé vyjadfuji (pro usetky i pofadnmice), Ze hody
(a, b), (x4, Yo), (&, y), (2, y,) tvofi harmonickou skupinu, tieti
pak pravi, Ze body (a, b), (,, ¥o), (x, y) lezi na piimce; ve
shodé¢ s uvedenou volbou piseme y, = 0, ddle volme a =0,
i dostaneme z 2. rovnice pfimo %,, z 3. pak a 1. obdrZime z,
a sice

= b= by
l__2y+b’ yl—____2y+b

kdyz polozime — 2 = h)

: —y
(ﬁ /lJ+1’ "N =hFr b

Poncchdme-li stted v obecné poloze («, b), dostaneme
transformacni rovnice méné soumérné

— be —2ay — b
Tty Tyt
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Rovnice pro involutorni perspektivni transformaci jsou
prvoni. kde se vyskytuje soufadnice bodu v jmenovateli; jmeno-
vatele vyrazli pro x, a y, jsou stejné.

Jaky je vysledek dvou involutorné perspektivnich trans-
formaci pfi pevné ose a riznych stiedech homologie? Analy-
ticky nalezneme snadno, Ze pii ose X jako ose homologie jest

. = b = 2ay [ 4, = V" =290
L T = 1, R T
s (a, D) ] _— by "’ s (@, V') _ “—._Ziyi_"_
'yl____2‘1/+b l.’/z-—_2yl+b;
a tedy 7, . I, md vzorce transformacni:
= Vbx — 2y (ab’ — a'b) b'by

o= T 2y(l)/ - l)) + '’ Yo —“__—2‘&(1/_: b) ;Fb’b’

coz, jak patrno, neni uz involutorni perspektivnost, jezto tyto
vzorce nelze uvésti na tvar vzorci pro / (znaménko u &'d v ¢i-
tateli a jmen. yyrazu pro y,). Ve zvlditnim pfipadé, kdy spoj-
nice obou stfedu s,, s, je rovnobéZna s osou (t.j. & =), jest
produkt I, . I, elace tvaru

« a
Ly =2 — 2!/(7)‘”7)7‘); Y = Y.

Jest proto na snadé nazvati obecnéj$i tento piipad I,. I,
(kdy s, a s, maji obecnou polohu) obecrow elaci, jestlize ve
svych vlastnostech je elace diive definovand zvlastnim piipadem
této transformace.

Pii elaci byly spojnice bodt sobé odpovidajicich rovno-
béZny s osou, majice s ni tedy spoletny bod wbéZny; pfi trans-
formaci, ke které jsme ted dospéli, protinaji se spojnice korre-
spondujicich bodd v jediném hodé osy, jimZ také prochdzi spoj-
nice obou stiedd s, s, (obr. 11.). Nebof prechdzi-li atvar abe
transformaci I, v Gtvar a,b,¢,, tento pak transformaci I, v a,b,c,
(pfi temZ aa,s, protind O v a,, a,a,s, V o'y atd.), tvoii body
S1y Soy @, @ Vrcholy uplného Ctyrihelnika, jehoZ strany a,s,
a’ys, jseu v bodech «, «, harmonicky déleny vzhledem k pri-
setiku svému a,, prochdzeji proto pimky aga’, = O, s,8,, aa,
jedinym bodem o (na ose), podobné piimky b’y = O, s;s,,
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bb, atd., jest tedy bod o osy O prisetikem vSech spojnic korre-
spondujicich bodit v utvarech U a U,. — Ze pak korrespon-
dujici pfimky (na pf. ab, a,b,, dile ac, a,c, atd.) protinaji se
na ose O, netieba dokazovati (ab protind se s a,b, v jediném
bodé osy, a;b, 8 a,b, oviem v témZz bodé); tak oddvodnén
ndzev obecné elace. Jeji analytické vyjddieni hoiejsi lze upra-
viti tim, Ze dé&lime v Citateli i jmen. soutinem &’ ; vychdzi

a/

m
b V) _atmy y

1 1 17 = 1
_Qy(_____b_f)_*_l my —+ my +

x, =

Obr. 12.

Volime-li pak stfed s, druhé invol. homologie tak, aby

s,8, prochdzela pocdtkem, t. j. Z—,::—%—, mdme jako nejjedno-
dussi vyraz obecné elace, jejiz osa lezi v ose X a jejiz pra-
setik spojnic bodd korrespondujicich (stfed elace) jest v pocdtku

souiadnic

Ei[:' mz/+1’

! mg/+1
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Elace obecnd jest, jak patrno, urlena osou, stiedem na
této a koefficientem »:; 0s jest v roviné «? na kaZdé mozno
voliti oo stfedd, pfitom pak «o koefficientii, procez jest riznych
obecnych elaci v roving oot

Obr. 13.

Elace téZe osy a téhoZ stfedu tvoii grupu oc! transformaci
kommutativnich a plati E, . E, = Euia, t. j. koefficient
vysledné elace jest soultem koefficienti slozek, jak vychdzi
pouhou substituci ve vzorcich transformatnich. Stejné nalezneme,
7e elace téZze osy a riznych stiedi tvoii grupu oo® ¢lent
(obr. 12.), rovnéz elace téhoz stfedu a riznjch os, jdoucich
timto stfedem.

Dvé involutorni homologie I,, I, v té zvldStni poloze, Ze
osa druhé O, prochdzi stiedem prvé s, a stied druhé s, lezi
na ose prvé homologie O,, transformuji, postupné applikoviny
na utvar U, ttvar ten v U,; i souvisi U, s U involutorni
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perspektivnosti, jejiz stted s; = (0,, 0,) a osa = s,s, (obr. 13.),
Nebot jestlize a, = I, a), a, = I,(a,), tvofi body a,, a’,,
8, Sy vrcholy tplného Ctyrihelnika, jehoZ strany s,a,, s,a’y pro-
tinaji se v bodé a,, strany s,a’y = O0,, s,ay== 0, v bodé s,,
strany pak s;s,, a,a’, vV bodé r, jehoZ spojnice s bodem s; nutné
prochdzi body a, a,; tvofi pak na této dhlopiicce Etyrahelnika
body a,, a, 8 body s;, » harmonickou ¢tvefinu. Involutorni ho-
mologie I,, I,, I, .1, tvoii spolu s identickou transformaci (1)
Ltyrtlennou grupu (jest totiz I, I, = I,I,, I? =1, I:=1.
(I,1,) =1).

Obecnd homologie uréena je, jak bylo uvedeno. svoji osou,
stfedem a pomérem; jest tedy riznych homologii v roviné oo

Korrespondujici body dvou utvari obecné homologickych
prochdzeji dle definice stiedem, korrespondujici pfimky proti-
naji se na ose, geometrickém to misté bodi samodruZnych.
Staii proto sestrojiti k jedinému bodu « utvaru U odpovidajict
bod a, utvaru U, tak, aby dvojpomér jich vzhledem ke sttedu
a prisetiku a, pfimky aa,s, s osou byl roven danému. Chceme-li
pak nalézti k bodu & korrespondujici b,, protneme osu p¥imkou
ab v bodé b, v priisetiku pak piimek s, a a,)” nachdzi se 0,.

Analytického vyjddieni obecné perspektivnosti nabudeme
obdobn& jako prve z rovnic
a—z a—x, _  b—y b—uy _ b=y Y Y
59;‘:"—3—7.'7"0 -z, 7 Yo—Y Yo .a_""'—xo—x_":;o_’
pii temZ zvolena osa X za osu homologie, stied jeji pak v bodé
(@, b); nalezneme

a
L= =
@—Dy+0b p—1
P} vt
g = bpy — ry
P—Dy+b p—1y+1
b

ve zvl. pfipadé pak, kdy stfedem je bod (0, b):
bx bry

BT —Vyt+y T Db
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Netieba piipominati, 7e vzorce dfive uvedené pro homo-
logii involutorni plynou z téchto pro p — — 1. Degenerovanijmi
(zvrhlymi, singuldrnimi) transformacemi lze nazvati homologie,
jichz »p = 0 nebo «; homologie poméru p — 0 pievddi kazdy
bod roviny v bod na ose, homologie poméru p —oo ptevddi
kazdy bod roviny ve stied. Oboje vyplyvd z transformacnich
vzorci nebo touto uvahou: v prvém pripadé jest

AL 0,

A aya,
coz je pii libovolném « a pevném s (a tim stanoveném g, na
pevné ose) mozno pouze tim, Ze

sa, __ Sy 4+ Aoty __ 0 —
ay @,y Aoy a(,a1 [/ ‘

¢ili @ga, = 0, bod a, je totoZny s a, na ose; v druhém pii-
padé jest

sa  sa . sa sa A sa
— =Ll =t j— = "—+~—9—1:——-"—-|—1::O
@ a,a, @@y LA Q4
Sili sayg = — apa,, sa, = a,a,, Cili koneiné¢ s=a«a
0 — 01 0 — "1¥*wm —_— 1

Sklddejme transformace perspektivni nejprve pii pevné ose
i stkedu (proménlivé p), potom pii pevné ose a konelné pii
pevném stiedu.

) Jestlize a, = P, (a), ay=P,, (a), jest a,= P,, . P,,(a);
Jjakou transformaci pfechdzi ¢ v «,? (oviem také b v by, ¢V ¢,,
d v dy, ...) Jezto plati

s sa, sa,  Sa, sa . s,

: =Py T = pg; jest — 1 —==pp,
a0 a0, Py g, (14, »J a,a " a,a, e

t. j. @ pfechdzi v a, obecnou homologickou transformaci stfedu
s, osy O, poméru p,p,. Piseme proto

Py . Py = Py gy

V3echny homologie téhoz stiedu a osy tvoif grupu oo!
tlendi kommutativnich; dvojpomér produktu dvou takovych
transformaci je soutinem dvojpomérid slozek.
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b) P¥i pevné ose homologie (ose X) a stiedech (u, 1),
(a/, b’) [pomérech p, p’] je vyslednd transformace ddna vzorci

_ bz (e (p— 1) 4 atp (0 — 1)y

xg_ Pl
(o — 1)+ b (p—1)) y + bb
_ 90-‘:-(%1)—1 + %pp'—l)y
- p—1, p—1 o
(PT“{-"—Z‘—)?/'}‘ 1
!/2: bb’p_p,f/ ’
@ -1+ —1)y+ b
— 'y

—1 —1 )
(Pp b7~+p—b—)y+ 1

Obr. 14.

Transformace tato je zase homologie (obr. 14.); koefficient
v Citateli vyrazu pro y, uddvd dvojpomér jeji, jest soulinem
jednotlivych pomérd pp’. Soutadnice stiedu jejiho (a”, 3”) na-
lezneme takto: 5" je souéin prevratné hodnoty koefficientu u y
v jmenovatelich a dvojélenu pp” — 1 (viz pivodnf vzorce pro
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obecnou homologii, uvedené na tvar, kde absolutni ¢len v jme-
novateli jest 1), tedy

pr— W =1 b
T =D+ (—1) T U
je-li n koefficient u y v Citateli vyrazu pro z,, tedy
W= e — 1D +abp (¢ — 1)
bp (@ - D+V@—1
’ bp (.p, - 1)
YT Y= 1) et di
- bp (@ —1) — 1427
1
Y=
kde ,
i bp,_(.pi:}.)
TV (p—1
Jest ddvodnd domnénka, Ze i 3" lze uvésti na tvar po-
dobnyb 1++ T skutetné se to podati, roz&ifime-li titatele vy-

razu pro b” Ctleny bb’p — bb'p, coz ovsem hodnoty jeho neméni.
Pongvadz pak soufadnice a”, 3” maji uvedeny obdobny tvar
%a + ua’, xb 4+ ub’, lezi novy stied na spojnici starjch., Tvoif
tedy homologie pevné osy, jichZ stfedy lezi na jediné p¥imce,
grupu oo? ¢lend v souhlase s oo dvojpomérd a «o poloh stfedu
na piimce urtené stiedy dvou homologii.

Aby transformace této grupy byly zdménné, jest nutno a
stadi, by

Fo—D+F 0 —D=35 ¢ —D+50 G —D

a spolu
'—1 —1 —1
P (p ) +p _re—1 I et
b b
avSak z 1. rovnice vych{m
e _°
b/ - b )

%:—;}—, tedy »’ = b, a’ = a; nejsou proto homo-
logie téze osy a riznych stiedii kommutativni.

Z 2, pak
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Podobné lze nalézti, Ze také perspektivni transformace
téhoz stiedu riznych os, jez prochdzeji tymz bodem, tvoii grupu
» ? ¢lenit nekommutativnich. Takové dvojice dudinich vét (zvl.
ptipady této) vyskytly se uz v diivéjsich dvabdch.

Vyslednd transformace perspektivni pii pevné ose a riiz-
nych stfedech nabude tvaru zvldstniho, uz zndmého, jestlize

= %; pak totiz mdme

_r+ny Y
x?‘—m:[/_*_l? :'/2_”2?/_}_17
kde poloZeno

m:(; —%)(p—— 1) an :(—%-—— ?),)(p— 1);

jest to obecnd elace.

Perspektivni transformace pii obecné poloze osy i stiedu
m4 vyraz analyticky méné jednoduchy, al odvozeni jeho netini
obtize ; plyne, zvolime-li «X 4+ vY — 1 = 0 za osu, bod (a, b)
za stfed, p za pomér, z rovnic

uX +vY —1=0, (1)

e—z a—x _  b-yb-y_
X'—.L"X"—Z'l —p) Y—y I,*_yl—“_p? (2)

b —
yl—b:'a—__% (xl - a); (3>

z (1) a obou (2) vyloutime nejprve X, Y, urtice je z (2) a do-
sadice do (1), ¢imz vyjadfujeme, Ze bod, jenz s body (a, b),
(z, y), (z,, y,) tvoii Ctvefinu stdlého dvojpoméru p, lezi na
ose; z rovnice, kterd vznikne, a z (3) uréime z,, y,. Rovnice
(3) vyjadfuje, jak vidéti, ze body (a,b), (z, y), (x,.y,) leZi na
jednom paprsku. Zminény vyraz analyticky, ktery takto vyjde, jest

x __axzw+aM(p —1) __yw+bM(p — 1),
T owdMp—1) 7 = w+ M(p—1) "’
kde k vili stru¢nosti znaéf
M=xu+y—1, w=oau-+4 bv — 1.
Jak patrno, jsou jmenovatele vyrazi pro z, a g, sobé
rovny, Citatele pak obdobné& utvofeny.
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Zajimavd je otdzka, které body v roviné zlstdvaji pif
perspektivni transformaci na svém misté. K tomu je nutno a
stati, aby a, = x, y, = y: 1 dostdvime =z hofejich vzorci
rovnice

e+ 2 (p—1)=zw+ aM(p — 1),

ye + yMp — 1) = yuw + bM(p — 1),
¢ili Mz —a)(p—1)=0,
My —h (p—1)=0.

I jest bud M =0 nebo £ —a=0 a spolu y — s = (»
nebo p — 1= 0; nvariantni pii homologii jsou tedy: vsechny
body osy homologie a stfed homologie. Z p — 1 = 0 vychdzi
p =1, coz znamend, Ze pii perspektivni transformaci, jejiz
dvojpomér jest 1, zistdvaji vsechny body roviny beze zmény ;
jest to identickd transformace.

Ptimka, jejiz body maji své korrespondujici v nekonetnu,.
které tedy odpovidd piimka béZnd, md patrné rovnici

Mp—1) + @viO,
nebof v tom piipadé vychdzi z, = «, y, = o . Rovnice uve-
dend zni uréitéji ux + vy = 1 —}T-ﬁ——l, jest rovnobéznd s osou

homologie (jak svédéi stejné koefficienty u z, ). — Pifmce
ubézné odpovidd zase jind ptimka v koneténu, jejiz rovnici ob-
drzime, urtime-li z obou rovnic pro z,, y, soufadnice z, y a
polozime jmenovatel vyrazi téch roven O (&ili # = o0, y = o).

Ze perspektivni transformace jsou podstatnym rozsiFenim
difvéjsich transformaci, jest vidéti z toho, Ze vyrazy pro né jsou
linedrni sice, ale lomené; bod v nekoneénu ptechdzi v bod v ko-
nefnu a naopak.

BudteZ opakovdny hlavni vysledky tuvah tohoto odstavce:
Obecnd homologie urdena jest osou, stiedem a pomérem. V pri-
padé, kdy tento pomér = — 1, je homologie involutorni. Dvé
homologie involutorni s pevnou oson a riznymi stredy jsou
ekvivalentni obecné elaci. Elace je stanovena osou, stredem na
ni a konstantow; elace tése osy a téhoz stiedu tvoFi grupu oo
clendt zaménnyjch, konstanta produktu elaci této grupy je souctem
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Lonstant sloZek. Elace téie osy (téhoZ stredu) tvori grupu oo
dleni. TFi involutorni homologie, jejichs osy a stredy jsou stra-
nami a vrcholy trogihelnika, tvori s identitou grupu. Perspek-
tivni (obecné) tramsformace téze osy i stredu tvoFi grupu oo
Slentt zaménnych. Homologie téze osy (stredu), jichi stredy (osy)
lei na primee (prochdzeji bodem), tvori grupu % élendi ne-
zdménnych; pomér viysledné homologie wve viech téch grupdch
Je soubinem poméri slofek. Dvé perspektivni transformace téze
osy raznych stredd, jichi poméry jsou reciproké, ddvaji obecnou
elact, jejiz stred je v priseéiku spojnice onéch stredi s osou
(produkt dvou imvolutornich homologii je zvl. pripad tohoto).

7. Nejobecnéjsi transformace, ke kterym jsme dosud do-
spéli, jsou obecnd elace a obeend homologie.

Obecnd elace ve zvlddtni poloze (osa X osou, potdtek stie-

- . _ z - Yy .
dem) md transformalni rovnice z, = my F 17 Y= T
jest stanovena osou, stfedem a konstantou m. Jeji invariantni
atvar, totiz utvar v roviné, jenZz pii elaci se neméni, sestdvd
ze viech bodd osy a ze viech paprski, jdoucich stfedem, jenz
lezi na ose. Nebof kterykoli bod na ose na pf. & 7% =0 pie-
chdzi, jak vzorce ukazuji, v bod § =& %, =% =0, je tedy
invariantni; podobné kazdd pfimka % — aé pPechdzi v ptimku
7, = af,. Nutno si oviem vSimnouti, ze kaZdy paprsek jdouci
potitkem jest pouze jako celek invariantni. kdezto osa jest in-
variantni v kazdém svém bodé.

Obecnd homologie jest uréena osou, stfedem mimo ni le-
zicim a konstantnim dvojpomérem. Jeji invariantni utvar, jak
bylo vySetfeno, sestdvd ze vSech bodi osy, ze stfedu a vSech
paprskt jdoucich stiedem; tyto paprsky jsou pouze invariantni
Jjako celky, majice ze svych bodi invariantni jen dva, stfed a
prisetik svij s osou. Elaci lze poklddati za zvldstni p¥ipad ho-
mologie.

Jaky je vysledek dvou perspektivnich transformaci, jestlize
stfed druhé leZi na ose prvé a osa druhé prochdzi sttedem prvni
transformace? Snadno nalezneme invarianini dtvar vysledné
transformace : invariantnimi p¥i prvé transformaci jsou s,, kazdy
paprsek skrze s,, kaZdy bod na O,; z téchto prvki zistanou
invariantnimi i pfi druhé transformaci bod s,, jezto lezi na ose
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0,, bod s,, jezto lezi na ose O, aje ted sttedem, bod s;==(0,, 0,),
jezto lezi na obou osdch, potom spojnice s,s,, jeZto je paprskem
skrze s, a také skrze s,, kone¢né ostatni dvé spojnice s,s;, $,8;.
Invariantni Gtvar vysledné transformace jest tedy trojihelnik v ro-
ving, md 3 invariantni body a 3 invariantni paprsky.

Kazdému bodu v roviné odpovidd touto transformaci patrné
jediny bod, jakoz neni nesnadno ho sestrojiti; kazdé p¥imce
v roviné odpovidd prvni perspektivni transformaci p¥imka, této
pak druhou homologii zase pfimka, korresponduje tedy pivodni
piimce vyslednou transformaci jedind piimka; kone¢né bodu na
pfimce korresponduje tymz postupem bod na korrespondujici
piimce. Odtud sluje vyslednd transformace kollineace ') pojme-
novdnim Mébiusovym (Der barycentrische Calcul 1827) nebo
homografie ndzvem Chaslesovym (Traité de géométrie supé-
rieure 1852).

Kollineace s invariantnim trojihelnikem miiZe byti nazvéna
I. typem kollineace ; jest produkt dvou perspektivnich transformaci.

Produkt dvou transformaci, z nichZz jedna jest homologie,
druhd elace, je oviem zase kollineace. Osa elace af prochdzi,
jako prve, stfedem ‘homologie, stied elace pak at leZi na ose
homologie. Invariantni dtvar vysledné transformace, kollineace
typu IL, jest patrné sloZen z dvou bodid (obou stfedd), z ptimky je
spojujici a z pfimky druhé, jdouci jednim z nich (stfedem elace).

Produkt dvou elaci, kdy osa druhé prochdzi sttedem prvé
elace (stfed druhé nelezi ani v sttedu drubé ani na ose druhé)
je kollineace typu III. Invariantni dtvar této kollineace sklddd
se z jediného bodu, stfedu prvni elace, a z jediné p¥imky, jim
prochdzejici, osy druhé elace; nebof body prvé osy prechdzeji
pfi druhé elaci v body jiné piimky, stfed druhé elace pak se
méni pfi prvé elaci.

Perspektivni transformace a elace jsou ov8em zvldstni typy
kollineace, typ IV. a V., jejich invariantni Gtvary uZz uvedeny.?)

1) jestlize lezi bod na pfimce, collineantur, lezi korresp. bod na
korresp. primce, tato soumistnost se zachovdvi,

3) Sophus Lie- G. Scheffers, Vorlesungen iiber continuierliche Gruppen,
Leipzig 1893 (zvl. str. 56 a nédsl, 288 a ndsl). H. B. Newson, A new
theory of collineations and their Lie groups, American Journal of mathe-
matics XXIV. 1902. (str. 109 a ndsl.).

26
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Abychom bez obtiznych redukei poéetnich dosli analytického
vyrazu pro kollineaci, sloZme obecnou affinitu s perspektivni
transformaci, jejimz stiedem je politek soufadnic; obecnd affi-
nita m4d transformatni rovnice:

Ty =%+ by + ¢y Y = a0 + by + ¢y
zminénd perspektivnost pak (z obecnych vzorcd pro a =0,
b=0):

xl
XTo —
T ru(l—p)t o1 —p) + 0
Y Y

Tomu(l—p)+yvd —p)+p’
dosadime-li za z, a y, do druhych rovnic, dostaneme jako vyraz
kollineace :
x_“lx+b1y+01 T+ by +oc
t'Fnd N 7 -1/2 - N ?

kde

N= (a4 aw) (1 — p) &+ b+ byr) (1 — p)y

. + (eyu + c,v) 1 —p) +p,
stru¢néji psdno

— aZ+by+e 4+ byt e 1)
T a4 by + ¢’ h= asz + byy +¢;

Vzorce tyto obsahuji devét koefficientd, z nichZz viak jeden lze
odstraniti, na p¥. ¢; tim, Ze Citatel i jmenovatel v obou zlomcich
délime ¢islem ¢;. V souhlase s tim existuje v roviné oo® #dz-
nyjch kollineact; vsechny tyto kollineace tvo¥i grupu. Nebot
jestlize kollineace K je ddna vzorci (1), kollineace K’ pak vyrazy

’ ’ ’ ’ ’ ’
x_ﬁ_lml'l'bl?/l + ¢, y___a<2x1+b2?/1+02
2 = b 2 —
a’sz, + Uy, + ¢ a4 by + ¢y’
m4d transformace K’K rovnice

z, =
ay (@, x4 by + 01) + b (a3% + by + ¢o) + ¢, (a3 + by + ¢3)
@'y @@+ by + ¢)+ b3 (a3 + boy +¢;) + ¢ (@32 + byy + ¢3)
a podobny vyraz pro y,, oba lze oviem stru¢né psdti
7 — a”lx + b”ly + 6”1 y _ allzx + b”g?/ + 6'”2
2 —ansx + b":;y + 6"3’ 2 — auax + b”sy + 6”3‘
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Ostatné jednoduchd uvaha svédi také o tom, Ze dvé kollineace
slozeny dévaji zase kollineaci; nebof jestlize prvni transformact
pfechdzi bod v bod, pfimka v piimku a bod na pfimce zase
v bod na korrespondujici pfimce, dé&je-li se pak totéz i druhou
transformaci, neni moZno. aby obé transformace takové, pro-
vedeny postupné, vyvolaly néjakou zménu jinou. Vzorce pro
soufadnice transformovaného bodu pfi transformaci kollinedrni
jsou lomené a 1. stupné v soufadnicich pivodniho bodu; bodové
transformace 1. stupné jsou kollineace.

VSechny transformace v tomto ¢ldnku vySetiované jsou
kollineace a plynou jako zvldstni pfipady z obecné kollineace
dvojim zptisobem, zvld$tnim zietelem k bodim a pfimce v ne-
kone¢nu a specialisaci metrickou.

Sledujme zpdtky zvldsdtni pfipady obecné kollineace a homo-
logie. Obecnd kollineace redukuje se pozadavkem, aby bodu
a pfimce v nekoneénu odpovidaly bod a pfimka v nekoneénu,
na affinitu; affinita ndsobi plochy stdlym Cinitelem, jeji zvldstni
pifipad je podobnostni affinita, kterd vedle toho zachovdva tvar,
Je-li zminény stdly c¢initel — 1, mdme jako zvld$tni piipad
obecné affinity stejnoplochou affinitu a specidlni ptipad podob-
nostni zase rotaci (pohyb). Obecnd homologie, uriend sttedem,
osou a pomérem mg piedeviim jako vyznalny zvldStni piipad
obecnou elaci, pii niZ stied leZi na ose. Stfed perspektivnosti
mize byti v nekoneénu: perspektivni affinita, jeji zvld§tni pfipady
jsou osovd soumérnost $ikmd a pravouhld (pomér — — 1, smér
affinity svird s osou twhel kosy nebo pravy). Je-li v3ak osa
perspektivnosti v nekone¢nu a stied v konefnu. specialisuje se
transformace perspektivni v homotheti¢nost (perspektivni a spolu
podobnostni affinita), jejimz zvld§tnim piipadem je stfedovd
soumérnost (p — — 1). Homologie (obecnd i specidlni) poméru
= — 1 jsou involutorni. Pii elaci mize leZeti stied v nekonelnu,
osa v koneénu, coz je elace affinni, nebo stfed i osa v nekonelnu,
coz je translace.

Kollineace obecnd (i v8echny jeji zvldstni piipady) mize
byti stanovena dvojicemi korrespondujicich bodd. Obecnd kolli-
neace urtena jest Ctyfmi dvojicemi bodd sob& odpovidajicich
(obecné polozenych), a. a,; b, b,; ¢, ¢;; d, d,; dosadime-li totiz

26*
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soufadnice téchto bodl, vzdy dvou korrespondujicich do rovnic
kollineace, obdrzime celkem osm rovnic linedrnich, jez prive
stati k jednoznatnému vypoétu osmi koefficientd obecné kollineace.
Dalsi dvojice korrespondujicich bodé nalezneme v priseticich
korrespondujicich p¥imek, totiZz na pi. piimek ac, bd a piimek
a,c, b,d,; tak lze v konstrukei novych dvojic pokralovati bez
konce. — Obecnd affinita stanovena jest tiemi dvojicemi bodd
zvolenych za korrespondujici; podobnostni affinita dvéma dvoji-
cemi. Daldf dvojice bodéi korrespondujicich v obecné affinite
nalezneme na zdkladé charakteristické vlastnosti affinity, Ze bod
v nekonetnu prechdzi v jiny bod v nekonetnu Cili Ze rovno-
béznym pfimkdm odpovidaji rovnobézky; na pf. priseciku pfimky
vedené bodem ¢ rovnobéiné s ab a primky bodem a rovnobézné
s bc odpovidd priselik rovnobézky bodem ¢, k a,b, a rovnobézky
bodem a, k b,c,. — Stejnoplochd affinita stanovena je tfemi
dvojicemi bodl s podminkou, aby trojihelniky jimi urfené mély
stejnou plochu; rotace ‘stanovena dvéma dvojicemi bodd s pod-
minkou, aby vzddlenost bodi «, » rovnala se vzddlenosti bodd
a,, b,. — Obecnd homologie uriena je tiemi dvojicemi bodd
a, a;; b, b,; ¢, ¢, 8 podminkou, aby bod ¢, leZel na paprsku
vedeném body ¢ a (aa,, bb,); bod (aa,, bb,) je stied, piimka
[(ab, a,b,), (ac, a,c,)] osa homologie. Perspektivni affinita nréena
je také tremi dvojicemi bod@ s podminkami. aby piimky &b,, cc,
byly rovnobézné s pfimkou aa,; osovd Sikmd soumérnost uriena
je dvéma dvojicemi bodil @, a, ; b, b, s podminkou, aby bod b, lezel
na rovnobéZce bodem b k aa,, o0sa symmetrie pak oviem pro-
chdzi pilicimi body tsetek aa,, bb,. Osovd pravoihld soumérnost
‘stanovena je uz jednou dvojici bodu korrespondujicich. Homo-
thetitnost ddna jest dostatené dvéma dvojicemi bodli sobé
odpovidajicich a, a,; b, b, s podminkou, Ze bod &, lezi na rovno-
béice bodem a, vedené k piimce ab; sttedovd soumérnost
urtena je uz jednou dvojici bodd sobé& piislusnych, v pilicim
bodé jich spojnice jest oviem stfed, — Elace obecnd ddna je
tplné dvéma dvojicemi bodd korrespondujicich affinni dvéma
dvojicemi s podminkou aq, || bb,, translace kone¢né jedinou dvojici
bodi sobé pfifazenych. — Jak se potom geom. konstrukci uréi
daldf dvojice pfi kazdé z uvedenych transformaci, ukazuji vlast-
nosti dotlené transformace.
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Pozndmha. Vedle bodovych transformaci 1. stupné lze
vy3ettovati takové, pfi nichz bodu neodpovidd bod, nybrz ptimka;
vedle transformaci 1. stupné jsou zvldsté dileZité transformace
bodové 2. stupné, pii nichz bodu sice odpovidd bod, ale piimce
kiivka 2. stupné, na pi. kruh. Nejzndméjsi kvadratickou trans-
formaci bodovou jest inverse, pfi niZ bod transformovany lezi
8 pivodnim na témZ paprsku vedeném pevnym bodem (stfedem
inverse) a jest na ném stanoven pozadavkem, Ze soutin vzddle-
nosti obou korrespondujicich bodd od zminéného stfedu jest
konstantni. Volime-li onen bod v poédtku soufadnic a konstantu %,
plati tedy

Vo + 9t Vet + 9t =1 z — 2
odkudZ plynou rovnice transformaéni
k= _ ky
BT me WSy
Jest patrno, ze pfimka y — ax -+ b pfechdzi touto transformaci
v kiivku b (2% + y?) + akx — ky = 0, tedy v kruZpici

Nékteré drobnosti geometrické.
Poddvd Vdaclav Hiibner, professor na Krél. Vinohradech.

Ze stfedu o kruzuice vepsané do /\ abc spustme kolmice
o4, 0b,, oc, ma strany trojihelnika B¢, ac, ab, a spojme paty
téchto kolmic mezi sebou, ¢imZz obdriime /\ a,b,¢,. Strany
A\ a;be, budtez a,, b,, ¢, a vnitini dhly e,, 3,, ;.

O tuhlech A a,b,c, plati, Ze

Aty _ «ty_

o = 2 2 ) ﬁl -_ —*2 lé—
znali-li &', @, " vnéji dhly A\ abe.
Je-li ¢ polomér vepsané kruznice do A\ abe a tudiz A\ a,b,¢,
oOpsané, jest
a’ . ’
b, = 29 cos —g— = 20 sin -%—,

o
ay, = —'+_£ ‘g‘

= 29 cos £ = 20 sin

2 27
.y
¢; = 20 cos —g— = 2¢ sin L 1)
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