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O separac1 kofeni rovnic algebraickych.
‘Napsal K. Petr.

Pod stejnym nadpisem jsem uvei'"ejnil v 38. sv. (1909) Cas. pro
pést. mat. a fys. na str. 554 dikaz véty Stephanosovy*) vztahujfef
se k uZitf véty Descartesovy na separaci kofenii rovnice algebraické.
V nisledujicim podin novy dikaz této véty podstatné zjednoduseny
" a zcela obecny, nepfedpoklddajici Z4dnd. omezeni pii parametrech
ve vété pouzivanych.

Dikaz proveden na podkladé véty pomocné, jiz lze pouZiti

(jakoZ také ukdzino) k jednoduchému dikazu véty Descartesovy -

Ke konci poddn dikaz .jesté daldi véty, kterd muZe byti
uZitetna. pii praktickém provédéni separace kofeni. Véta tYké se
_ rady Gisel (realnych)

Qg; Oy, Ay, « - .} ,
sestrojime-li pomooi této fady Fadu by, by, by, . . : na podklad® vztaht
b = ar 4 br—y A, by = a,, kde A>0, pak v radé tisel b,, bl, cees bm
jest < zmén znamenkovych nez v ra.dé G, Ay, ... Qm, 8t ]est m
_ jakékoliv &fslo celé kladné. I tato véta m4 jakoZto prosty disledek

‘vétu Descartesovu. Ba lze na jejim zéklad® dokézati bez potfi
vétu Budan-Fourierovu. a to nejenom pro rovnice algebralcké
nybrz i pro rovnice dané«fadami potenénimi.

Netreba-snad zv1asté podotjrka,tl Ze véecka éisla v nasledu]icim
_-uvaZovani jsou éisla, redlnd. .. '

Ny

I

2 K dikazu véty Desca,rtesovy a Stephanosow lze pouiitl, této
o véty: Znaéi li

[“o’ al» o ey u”—ld an]

. poéet zmén znamenkovych v fad¥ fsel g, Ay « + 5 Gn, PF Sem¥ nuly o
. se prosté vynechévaji, a. ]sou—h 61519, iy s i— 1,2, .., n &sla

*) Literdrnf doklady viz v cxtovaném po;ednéui L
Gnsoph pro péstovénl matemnﬂky a iyslky Roénik LIX R o 16 T,

R

\
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kladna, pa,k'

[@os M@y — 309, AgBp— oy, - « -5 AnOn — UnGn—1, — An] = [y, @y, . . .
. qn] + 1.

Vétu tuto snadno lze dokazati Gplnou indukei. Nebot véta

jest platna. jak takika na prvy pohled patrno, pro » =1. Dokazeme

si pak, Ze jest platna pro n =r, platna -li jest pro m = — 1.
Budiz tedy

(@0 My — 8o, - - s Hp—y Cr—y — Pr—y Qr g, — Qr—1] = [y, @y, . . .,
. : ar—y) + 1 1
Avsak rozdil
(@0, 1@y — @y, - . ., My — prttr—y, — @] —
— [0, 11y — a8o; - - s Arey Wy — pir—y Ar—p, — Gr 1]
Jest royny 1, je-li a, protlvneho znaménka, jako jest posledni z téch
&sel ag, ay, . . ., ar—y, jeZ jsou od nuly rézny. Jest dile rovny 0

je-li @, = 0. Jest rovny 2, jestlize a,—, = 0 a posledni z &isel ao,

@y, ... @r_—yodnulyrizné jest téhoZz znaménka jako a,. Koneéng,
jsou-li obé &isla ar—,, @ od nuly rizna a téhoz znaménka, jest rozdil
uvazZovany bud O aneb 2. Nebot, pfidame-li k néjaké radé Sisel
jednou ¢len — a,_,, po druhé dva ¢&leny Aar — w.ar—;, — a,, pak
vznikne v druhém pifpadé bud stejny podet zmén znaménkovych
anebo o dvé vétsi nez v prvém piipadé (jsou-li oviem, jakoz pravé
pFedpokliddme, a,, a,—; od nuly rizné a stejného znaménka.)

' PonévadZ pak rozdil [a, a,, .. ., a;] —[a,, a4, . . ., a,—;] nabyva
za ruznjrch pravé uvaZovanych predpokladu po fads hodnot 1, 0,
0, 0, jest (I) v dusledku (1) platna, i kdyzn = r, a véta jest do-
kézéna.

Z (I) nasleduje

[0, 2@y — pa@o, Az — paty, . . lﬂ“n]*“ Ynln—y, + @n] = [ay, -
. e

1I.

- Vétu Descartesovu lze pokladati za dusledek véty (I). Nebot,
mé-li rovnice algebraické (o redlnych koeficientech)

CApr™ + Ayt L+ Am =0
kladny koien a, Ize pséti identicky
Agemt- A, am—1 4 .. .+ Ap=(x—a)(@2™ +axm—14-.. +am_1),
kde 4, = ay, 4; = a, —aay, Ay = @y —aay, ..., Ap = — Atm—,
a podle véty (I) jest-ihned . ~
. [Ao’ Al) Am] > [a'o’ a’ls LR a‘m—l] + L.
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" Mé-li dand rovnice celkem r kladnych kofend, plyne opétovnj'm
pouzitim naznadeného pravé postupu ihned

[AO: Al’ I m] -_2_ r

co% jest pravé véta Descartesova, jei obyéejné se dopliiuje vyrokem,
Ze rozdil obou stran této nerovniny jest éislo sudé.

Vétu Descartesovu, jak zndmo, lze pouZiti na kaZdy interval

{a, b). Znatime-li levou stranu rovnice dané f(x), pak lze vétu

Descartesovu pouziti na zjistovanf poétu kofent kladnych rovnice

ay + b :
1 m fl—————] = 0;
a+ o (25
kladnym kofenim vSak této posledni rovnice odpovidaji kofeny
rovnice dané mezi a, b a naopak. Ma-li tedy posledni rovnice tvar
Byym+B,y™—! + ...+ Bn=0, pak jest podet kofenii rovnice dané
polozenych v intervalu (@ + 0, b — 0) — piedpokliddme a < b —
rovny nejvyse &éislu [By, B;, ..., Bn]. Ozna¢ime
Zap _-[Bo, B,, ..., Byl
Pomoci tohoto oznadeni lze vysloviti vétu Stephanosovu pro. rov-
mnici danou takto (@ < b < ¢):
Zab + Zbc é Zac- (II)

Abychom tento vztah dokdzali, tak si jej nejprve ponékud‘
zjednodusime. Zavedeme nejprve oznadeni homogenni a piéeme
levou stranu jeji ve tvaru

Agzy™ + A2yt 2y - Azx1m_2x22 4o+ Anz®, (+)
Zuw dostaneme nyni, provedeme-li linedrni substituci na tomto
vyraze tvaru
T = 01?/1 + by, 22 = @y + boYey
kde a, > 0, b, >Oa.a_—— b= bl.
@y b,
Dostaneme novy vjrraz tvaru

- . Eo?/x + B1?/x —lyy + . + Bmyz ’
ve kterémz By, By, . . ., By se li¥{ od B,, Bl, + .., Bm pouze o kladné

&initele (nebot a, > 0, by > 0) a tedy Zap = [By, By, . . ., Bu]-
MiZeme phpustltl dokonce i pro jedno z &isel a,, b, hodnotu nulovou
Je li ku p¥. by = 0, b, > 0, mdme tu substltum , '

": wl—alyl—{-bly,, x2=a2y, aneb, klademe-li 21" = x, 22—y,
Z3 A2Yy

substltucl ) xT=a + y, ' - A
ze které ]est patrno, Ze pocet zmén znamenkovych v rovnici

. 16*.
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transformované jest rovny anebo vétsi nei podet kofentt vétdich
neZ a v rovnici dané, a miZeme tudiz b,/b,, kdyz b, > 0, b, = 0,
nahrazovati prosté + oo.

Jelikoz pak sled dvou linedrnich. substituci jest zase linedrnf
substituce, 1ze vyraz (4 ) transformovati linedrni substituc{

@y = a2y + Pzy, Ty = yz + 02,

na vyraz v
Co™ + O™ 12 + . . . + O™ - (X)”
Ppii dem? zéroveii a, B, y, 6 tak volime, aby
) I{_x_l __ % + Bz,
x  yn+ 0z

se redukovalo po fadé na a,b,c, kdyz klademe 2z, = 0, z, = 1;
zy=1, 2z, =1; 2, =1, 2, = 0. Oznad{me-li pro (X) é&isla, jez jsme

pro vyra.z (+) resp. pro rovnici danou znagili Z;, znakem Zg,
mame nejprve .

AZab = Zop Zbc = —Z_ho, Zac = Zo:»
a vztah (1I) se zméni ve vztah
-_Z—Ol + -Z-luo é F—Z—Om’

kteryZto stadi tedy dokazati pro libovolnou rovnici, aby dokizin
byl obecné vztah (II).
: I11.
Méme-li rovnici -

Agz™ + Ajam—1 + ...+ An =0,
. pak jest pro tuto rovnici Z, 6 = [4g 4y, ..., 4An], déle Z,, =

= [By, By, . . ., Bn], kde B;, dostévéame, provédime-li v dané rovnici
; substltucl z = 14 y,-a kde tedy

B;,,=(m )Ao+(m—1)A1+( 2)A;+.'.;‘+Ak.' (a)Il»

Koneéné 201 obdrzime substituci =z = = 1/(1 + y) a jest Zy = [C,, A
Cl’ .o Cm], ]e’h

Ck = (m ) Am + ( ’C) Am—1 + —}"‘ vAm—-k
Cm = Bm, Cy = Am, 4y = B,. ' .
Jest tedy naéim tkolem dokézati, Ze

. [Ao, An .. o Am] 2 [Bo’ Bl, . Bm] + [003 019 . -Cm]’ R (_)
kde B;,, 01, souv;si 8 éisly Ag vztahy (a), (a"). To doké,ieme tplnou

('



indukef. Vztah nejprve jest platny prom = 1. Dokéieine, Yo pla'tf
i (—), platny-li jest obdobny vztah pro kaidou rovnici stupné

{m — 1). Vyjdeme od této rovnice stupné m — 1 (jeZ vzniké derivo-
vanim rovnice dané)

" mA xm—-1+(m—1)A1xm—2+ A Apy=0. (=)
Provedeme-li substituci z =1 4 y, pak koehclenty rovnice tak
vzmka]lci budou B;. Mezi By a Bi svrchu vypodtenymi jest vztah

= (m — k) Bi. Abychom vypotetli obdobnd i C%, u¥ijeme iden-
tity (levou stranu rovnice dané oznadime f(x))

1 ’
-+ 1)[(z+ (o 1)]= |
1 ' 1

—_ m —_ m—1§ {__
=m0 () = e (z+ i)
z niZ nasleduje ihned : .
Cr=(k+ 1) Cryy — (m—k)ok ®

. Ze vztahu tedy, ktery predpokladame

[4,, Av R Am—l] Z [Bo, Bv_-_-.-s Bu—i] + [Co, Cy, ..oy C—m—llg
vznikd tedy dosazenim vztah (4 = (m — k) 4yx) '
[Ao, Al! .. Am-—l] > [Bo, o o 0y .Bm—l] + [01 - mOO, 202 - )

: T =10y mOn— O] ?)
Koeficienty Cy, Oy, . . ., Om—; dostali bychom ostatné té% z vyra.zu :
Bum—1 + Bum—2 + ... + B, m—1

1

debychom v tomto vyraze provedh substituci 1+ u = TTo
aneb u = 1_ vv a nasobili potom (1 + v)»—1, Dostali bychom
(nahradime-li ihned By &isly Bi) . \ ’
Cm—1 = Bm—l’ Om—z =m—1)Bn—y— 2Bm—aa
Ony="Bu—y— . Bu—y+ . By ...

Tetky v poslednim vztahu zastupuji kladné numerické soudinitele.
Z téchto relaci jest patrno, Ze prvni z &isel Cp—;, Cm—g, Cin—s, .« « -,
které jest od nuly riizné —budiz to &islo Cpn—r, mé totés znaménko
jako (—1)—1 B,,_,; p¥i tom soudasnd vymizejf &fsla Bn—1, Bu—g,...
Bm_,+1 MiuZeme tedy ze vztahu (‘y) usuzovatl vzta.h (ma]ice na .
mysh Ze By, = Cm) : -

[AOa Al’ .. m—l] 2 [B()’ Bl’ .. Bm—‘l? Bm] + co
[Ol_moo’ 202'—' (m_ 1) 01: vioy MCp— Cm—l,f“cm]-— 6——1 (y) o
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nébot tim Ze jsme p¥idali v obou zdvorkich na pravé strand By, —Cp,
(Bm = Cy) zpravidla hodnota jedné za.vorky se nezménila a druhé
zvétiila se v 1. Jenom v p¥pad®, Ze r jest sudé, B, & 0 a pro-
tivného znaménka jako Bm_,, se ob& zvétsily o 1. V tomto po-
sled.nim piipadé jest d = 1, jinak é = 0. ’
Z rovnic (@), uZijeme-li je na rovnici (=), jest dile patrno,

~ %e prvni z &isel Oy, Cy, . . ., jet jest od nuly rtzné — budiz to €y, —
iné totéz znaménko jako A,_,; zaroven jsou Am—;, Am—,, ...,
Am—s4, rovny nule. Plyne tedy z (y') ihned (Cy = Am)

[, 43, .+ o, Am—1, Am] 2= [By, By, . . ., Bn] +
+[Co,01“—'m00,.. mCm_Cm_l,_Cm]‘—é—l.

~ Avsak ponévadZ podle véty zdkladni (I)

[Co, C; —mC,, . . ., mCy— Cn—y, — Cn] 2 [Co, O, - ., Om] + 1,
mame ' . :

. [Ao: A1> .« Am} > [B(b Bl; m] + [001 01, . Om] - 6 (L)

. Jestlize B,, = 0, pak 6 = 0; timto prlpadem netieba se dale
zabyvatl a budeme tedy pf‘edpokladatl dale, Ze B, (které jest rovno
Cn) jest od nuly rizné. Ay = B, &= 0, nebot by jinak nebé&elo
o rovnice stupné m-tého. Konedéné podle rovnic (a') posledn{ z &isel
Ao, 4y, .. et jést od nuly rﬁzné, shoduje se s prvnim z koeficientii
Cy, O, . . ., jeni jest od nuly rizny. Jelikoz vsak [4,, 4, ..., Anl
se "lisf od pottu kofend kladnych rovnice d4z™ + ...+ Am =0
o &islo sudé (a podobné jest tomu i u ostatnich zavorek) Jest hranata
_zévorka v (1) na levé strand téZe parity jako soutet hranatych za-
vorek na pravé strand a mtzeme tudi 8, které bud 0 nebo 1, viibec |
potlaélt aniz by byla. porusena spravnost napsaného vztahu a psatl

; [Am Al’ LIRS ] ] > [-Bl)s -Bl, . Bm] + [00) 1 ¢ Om]»
- ¢im% véta Stephanosova dokazana : ‘

= Dosadime-li do véty Stephanosovy Z,. > Zab + Zbc 28 ¢ = oo
. méme lhned vztah Rad
Zab é Za\,° —— me,

ze ktereho nasledu]e, Ze potet kofent rovnice dané polozeny'ch
v intervalu (@ + 0, b — 0), kteryZto potet jest mensi nez Zg, jest
- men¥ ne¥ Z,, ezbn, coZ jest véta zvana Budan-Founerova,, jez
,': souéasné ]est doké,zana

IV.

Vétu Descartesovu mﬁzeme véak t6% na zékladé jiné véty, jeZ
Eﬁ pra.ktlckém ‘provédén{ separa.ce kofentt pomoc{ Hornerova .-

.’ schematu m4 podstatny vyznam a jeZ imdZe slouZiti za podkla,dj

ku‘ snadnému dﬁkazu véty Budan-Founerovy -




Migeme toti vysloviti vétu: Je-li 4 &slo kladné (> 0) a 86-
- strojime-li k Fadé &isel a,, @;, @,,... (jez mlZe miti nekoneéné :
mnoho &leni) fadu &isel by, by, by, ... rovnicemi

bu = @y, bk = Qg + bk—lA k = 1, 2, 3, ..
pak jest vidy. : S
‘[bo, byy bl S Mag, 4,00 8m), m=0,1,2,.., ‘(III)

Abychom tuto vétu dokézali, uZijeme plné indukce. Prom = 0
jest véta samozre]ma nebot [by] =0, [a,] = 0 a tedy. [b,] = [a,]-
DokézZeme si jesté, Ze, platna-li jest pro m = r — 1, platf i pro r.

Budiz tedy
: 0, by, - - s br—a] = [ag, a4y - ar—4]. (X)
Jestlize v tomto vztahu jest v platnosti. znaménko nerovnosm,
t. ) <, pak ihned nasleduje o
[bo, s ERCI b’] = [ao’ Qg5 o o vy ar] . ‘
a vztah (III) pro m = r dokdzén. Stadi tedy uvaZovati pripad kdy
v (X) platno znaménko rovnosti; v tomto pifpadé ms posledni

z t&ch &isel ay, a4, ..., a,—,, je% jsou od nuly rizna, totéz znaménko

jako posledni od nuly razné z &isel by, by, . . b,-._,L Oznaéme to

znaménko pomoci & = :}; 1. Jelikoz vSak ‘ "
= ar + Abf—l: .

mé b, bud totéZ znamenko jako &, po pfipadé ]est rovno nule, aneb
- by mé protivné znaménko ]ako & Pripa,d posledni nastane vSak
tenkrat a jenom tenkrat, kyz i a. m4 znaménko protivné znaménku
¢ (a zdroveni |a,|>A4 (| b‘,_lr 1padech obou v8ak nisleduje z (>( ).
— ve kterém jest platno znamenko C
’ ) [b(l, 1) ¢ ¢ br] < [ao, al’ o o ey ar] ‘ ¥
Tim v&ta (III) obecnd dokézéna.
Vétu (I1II) miZeme doplmtl vétou: Jestlite A < 0 pak B
[0s b1, by, <« oy O] = [@g, @y, - .« <, Ama] (IIIi_) .
Diikaz jeji shoduje se s dukazem véty (I11). : .
) Mé]z nynf rovmce : . ) o
' ag™ + ayzn—t + + an =. 0 (a) -
lkladny koren a; pak leva strana ]est déhtelna, ¢ —a a miZeme
‘ psa,tl 1dent1cky : S
apz™ + alx”—l e —i—a,,—-(x—— a) (b,,:t:""1 + blx" -3 + +b,._.1)  ':_
kde b~ao,bk~a;,+bk_1a,k~1 2,.. .1 b,.—~0 :
i "Podle vty (III) VBak jest (b, kters jest rovno. nule vynechavé :
' : [bo’ bl: . bn-—-l] é [ao) ab wYe oy an] o
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Aviak a, a bn—, majf protivna znaménka (¢, = — ab,—,) a nemize
byti v poslednim vztahu byti splnéno znaménko = a Jest tedy

[bo, bl, . o bn—l] + 1 < [ao, al, o e 0y an].
Mé-li rovnice dané kladné kofeny ey, ay, . .., ar (a jiZz Zadné jiné
kladné koteny, dosp&jeme, opétujice r-krite naznaceny krok ke
vztahu

[aO’ Q15 o o 0y aﬂ] ; [q(b qu LIS Qn—r] + r,

pii emi jest identicky

@™ a4 e =(r—a) (r—a)..
(— @) (g2 "+ @ a1+ ...+ gns],

t. j. md-li rovnice algebraicka r kofent kladnych, mi fada &isel
Gy, Gy, - . ., @y 8SpONl 7 zmén znaménkovych (a ma-li jich vice, ma
jich vice o sudy podet).

JelikoZ véta (III) jest platna i pro nekonedné fady

gy By Agy o o oy Oy o o (B)
bo, by, bgy v v oy by o . (p)

a lze tvrditi, je-li v fad¢ (B) r zmén znaménkovych, Ze v fadé (y),
je-li bk = bx—; A + ax, jest jich mén& (<) nez p. Jestlize rovnice

O=aqytaxtax®?+ ...+ a2+ ...

mé kofen z = A1, kde A7 1 jest v intervalu konvergenénim dané
fady potenénf, mizZeme psati identicky

A + T + a2 + .. c = (1—Az) (b + bz + bz* 4. ..). (F)

- P¥i tom Fada b, 4 b,z -+ . . . mé tyZ polomér konvergence jako
fada @y + ay,x + .. .*) Jelikoz pak znaménko &isel a, od jistého
indexu poéinajic jest stéle totéz (nebot podet zmén znaménkovych’
v (B) jest konedny a rovny p) jest znaménko &isel b, od téhoz indexu
stale totéz a protivné znaménku &isel a, podle rovnice pro b, uvedené
v poznédmce pod &arou. Jest tedy potet zmén znaménkovych v fadé
{(y) o lichy poéet mensi nez v fadé (6).

*) Dﬁkaz toho tvrzeni jest snadny; je-li totiZ polom‘r konvergence
I'a,dy (a) rovny R, existuje &islo M takové, Ze |an < MR—»n=0,1, 2,
. Pro ¢&isla bn pa,k méme
bnzaaAﬂ+a1Aﬁrl+. . .+%—1A+an =
=—an+y At —antg At —anz4—3 — . ..

M 1 1 - M 1
lon <@ dB T 1 ~AR—1 B
AR _
- odkud (a pak z okolnosti, Ze v duasledku (%) polomd&r konvergenée fady -

(b) nemﬁie byti v&tsi nez Eolomér konvergence fady (a)) nésleduje, Ze po-
lomér konvergence i‘ady (b) jest rovn&: R

atedy
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Opétovnym pouzitim tohoto postupu muiZeme vysloviti vétu:
Podet kofeni kladnych rovnice :

O=qaqy+ax+tax®4...+aa"+ ...
mengich ne% polomér konvergence fady na pravé strand této rov-
nice se nachazejici jest mensi (<) nez podet zmén znaménkovych
v fadé éisel a,, a,, a,, .

*® .
Sur la séparation des racines des équations algébriques.

(Extrait de ’article précédent.)

L’auteur a publié, sous le méme titre, dans le t. 38 de ce
Journal (1909), p. 554, une démonstration du théoréme de M:
Stéphanos, concernant l’application du théoréme de Descartes
4 la séparation des racines des équations algébriques. Dahs le
présent travail, 'auteur donne une nouvelle démonstration du
méme théoréme, essentiellement simplifiée et tout & fait géné-
rale, sans aucune restriction portant sur les paramétres se pré-
sentant dans le théoréme. La démonstration est basée sur un
lemme, & l'aide duquel on peut démontrer simplement aussi le
théoréme de Descartes. L’auteur démontre un second théoréme,
lequel peut étre utile dans la pratique de la séparation. C’est le
théoréme suivant: Etant donnée une suite de nombres réels

Aoy Ay, Agy « - -

construisons une suite by, by, by, . . . telle que by =a; 4 br—; 4>
by=a, ou A>0; dans la suite by, b,, ..., b, le nombre des
variations de signe est < au nombre des variations dans la suite
Gg, Ay, -+ - » Am, pour tout nombre positif entier m. Ce théo-
. réme encore a pour conséquence immédiate le théoréme de Des-
cartes. On en peut méme déduire sans difficulté le théoréme de
Budan-Fourier, non seulement pour les équations algébriques,
mais aussi pour les équations données par des séries de puissances.
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