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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

Uvod do rozboru nejjednodusSich kiivek uitim
- differencidlniho podtu.

Dr. Jan Vojtéch v Brns.
(Pokratovéni.)

Tieti podminka je rovnost druhjch derivaci; druh4 derivace
pro kiivku danou (2) je y“, = f“(x,), pro kruh ji nalezneme
z rovnice (z — a) + (y —b) .y’ =0:

1—0+@'—0.9+@H—-0.y"=0

¥ @—b+y*+1=0;
sem dosadime za y” vyraz difve nalezeny, i dostaneme

¢li

7 — (x— a)m_ —
:’( (y b)+ (y — b)® +1=0
a odtud
yu_:_ (x— a)2+(!/—b)2
(y — ) )

1 jest tfetf podminka

@ —a)+ @ —5)* __ .

o @
pondvadz viak pro (z,, y,) jest titatel na levé strand — »*
(z rovnice kruhu), jest strudngji :
2

III.: — -4——. —_— / x N

A (yl i b)s f ( 1)
Vynechdme-li index 1 a piSeme misto f (), /() krétce ¥, ¥'
majice na mysli derivace z rovnice kfivky (2) (ne kruhu), mdme
kone¢nd podminky

L:(@—a)t+ (@ —0b)°—1r"=0

. rTe

IL.: y-—‘-b'—y
r? “ )
*m—y' o )
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_vF.:“ £ T . ’ . e .

- Z téchto ti rovmic lze FfeSenim nalézti hodnoty ti velitin g,
b, r; feSime je na pf. tim zpiisobem, Ze z II. uréime (z — a)%,
z IIL. »% a dosadime oboje do I.

Bude
y2 =0+ —0*+y' @ —0>*=0
¢ili :
. ¥+ 149"y —0 =0
odtud '
2 2
y—b=—l%#—aw®b—y+ jy,
z II. potom dostaneme
2 ‘
z—a=y — +y a tedy a:x—y‘-l—_—t‘y—

v y"
2 koneind tfebas z III.
" — / 1 2\ 3 1 123
=—y (y—b)a—y‘ ( +Hy ) ( -*-Uﬂy )
Y Y
o r= [ ELD _VET 7,
uQ y“
KruZnice tato sluje kruZnice kiivosti; soutadnice jejiho
stiedu pro bod kiivky (z, y) jsou
R 14y
g =Y T

a=2z — y
polomér jeji
_ Y 1+ yoa)a.
yu
Zvratnd hodnota poloméru kruznice kfivosti jest mérou zakii-
veni (kiivosti) kiivky v bodé dotyku, i jest’
) 1 yll
VA F v
Drubd odmocnina v jmenovateli miZe miti znaménko -} nebo —;
volime je tak, aby hodnota —:~ méla znaménko - nebo — dle

toho, je-li kfivka v uvaZovaném bod8 vypukld (jejiz zakfiveni
jsme nazvali v odst. 19. positivni) nebo dutd (se zakfivenfm ne-
gativnim). Protoze kiivka vypukld md y* kladné, dutd zdporné,
nutno voliti znaménko druhé odmocniny vidy kladné.
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Stanovme stfed kruhu kfivosti a zakfiveniJu paraboly
y=2% K tomu cfli uréime postupnd y'=—2z, y‘¢ = 429,
14yt =1+ 4z* y* =2; potom

14 42

a=1x—2z g— = — 4,
4:1:2 1 6z2
oyl L4
_Vu+nw
- 2
a oviem
1_ 2

r VA + 4%
Sledujme hodnoty t&chto veli¢in v né&kolika bodech kfivky:
1

pro z=0 jest a= O0,b= 05, r—= 0%, T=2’
» =1 , — 4 35, 56, 0°179,
, =2 , — 82 12'5, 350, 0:029,
» 2=3 , —108, 215, 1125, 0:009.
Podobné u hyperboly y = % jest
' L .1 w_Lltat 2
y=-— xa)yg_xq,’ 1+y%= % Y =3
tedy
_ 14+ 24 2z 1+ 32t
e e B I M v
+ z! _ai _ 342
a2 T 2
, Vu+#w_g__2ﬂw
T TVEF

= =07, v(2, L) jest - =05, v(3, L) jo L =007,
r — ] (,?)‘]BS T"’ ,V( 3)19 -
-7 (10, 0'1) jest - = 0002 atd.

30*
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Vyraz pro r miiZeme upraviti na tvar

1
\/( 22 ) (V *+ za) ’
Vz? 4 42 je vzddlenost bodu hyperboly (z, y) od potdtku sou-
fadnic, i vychdzi, %e polomér kfivosti jest u hyperboly y — —al;—
umérny tfeti mocniné t. zv. priivodice.
Pribéh zvl. hodnot r, % mizeme si s vyhodou zndzor-
niti téz graficky.
Kiivka y® ==z je tdZ jako y =— z% jenZe md jinou po-
lohu. Urteme zakiiveni jeji —:——; plati 2yy’ =1, tedy y' = —21—,
c 2 Quy"! l; y ‘2 1 ’
déle 2y? + 2yy” =0, odtud y" = — i el proto
| L
4y° 2
_.__—3 — -—:%.
V(i+ L V@ + %)
4y*? ‘
V bod& na pf. (4, 2) md byti zakiiveni této kiivky takové jako
v bodé (2, 4) u kfivky y = «* a pod., coZ se pottem- vskutku

potvrzuje, pouze gnaménko je oviem riizné.
Ktivka y = 2® md y’' = 3z% y" = 6z, tedy

1
=

1 6z
—Va oy
hodnota zaki‘lveni je pro — z takovd jako pro - z, lisic se
jen oznalenfm, v potitku jest =0, pro z =1, 2, 3... jest

_:_ = 01897, 0:0069, 0:0009, . . .

23. Vidé&li jsme, Ze parabola y = ? (obr. 12.) m4 v bodé
(0 0) vrehol, podobné parabola v obecné poloze
= az® + bz + ¢,

.jejiz osa soumérnostl je rovnobézni s osou Y, mé vrchol v bodé

b dac — %,
~ 2a) da !
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definovali jsme wrchol kiivky vibec jako bod, v némZ stoupénf -
jeji ménf znaménko, a nalezli jsme, Ze kiivka mé vrchol v bodé,

pro jehoz soufadnice plati 3 = 0 a zdroveil :zi ‘Z ==0. Vy-

Setfme na zéklad® toho, zda kiivka y =z 4 7 (obr, 18.) mé

vrchol; pro jeho soufadnice musf byti ' =1 — ;1,— =0, tedy
=1 8li z=+41 a tedy y=+2 V bodech (1, 2) a
(— 1, — 2) md kiivka y—=2z 4 —i- vskutku vrcholy,. nebof

y”:—%jest tam = F 2. .

Didle jsme shledali, ze kfivka y = 23 (obr. 22.) m4 v bod&
(0, 0) bod inflekéni. Bod inflekéni u kiivky vibec jsme defino-
vali jako bod, v némi jeji zakfiveni méni znaménko; nutnou
podminkou pro bod inflekéni jest, aby platilo pro jeho soufad-

nice d—‘% =0, neni to- v8ak podminka dostatetnd. Pokldddme-li

dz
. d% . dy ’ ‘
na okammkd—xi za prvni derivaci, oviem funkce =% smime
~ tvrditi dle hotejstho pravidia o vrcholu, ze tato prvni derivace

g% éili u grafického znézornéni smérnice ménf znaménko,

JestliZe sama stdvd se nullovou, ale g =l= 0; vratime-li se k vy-

"d—e
Znamu ¢ _3 s dostaivé.me tedy podmfinky

a (% (22
dq, (dx _dg —0a dm dm _

dz — dz — dxz* azt — azt

Druhd derivace prvni derivace sluje vSak pfirozens tretf deri-

3.
vaci pivodni funkce a oznacujg se a‘% = y*“; proto piSeme-
zde y*/ ==0. I shrnujeme: kiivka md v (z, y) bod inflekénf, plati-li.

pro ndj jednak y” =0, spolu pak y”’=l=0. V nalem ptipadsé:
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_Jest skutetné y' = 6x = 0, kdezto

dy" __ d%’

IM — — |

Y=y = g =60

ijlad pi'edesly pak Zddd zde poklddati na chvili ¥’ — 3x® za
pivodni kfivku (pofadnice oznaleny y‘); je to zndmd parabola,
jejiz smérnice méni v (0, 0) své znaménko, ehoZ poletni vyraz
jest

ay’ _ ==0:
iz =02 d:c’ _l_Q’
. . dy
dosadime-li za y' = Az’ méme zase
d’y _ o 9%
azt =0 d s 0
Zkusme, zdali kiivka y = i + 3 m4 n&jaky bod inflekéni

a ktery. Z rovnice
y@*+3)—4r=0
derivujeme

Y@ +3)4y.(2x4+0)—4=0,

dosadime za y, i dostaneme

y_‘(x9+3)+a;T4_'%§.2x—4=0

¢ili
y (@4 3)2 4 422 —12=0
a odtud
'l — 4 3__£.
GEER

derivujeme-li pfedchdzejici rovnici po druhé, obdrzime
Y@+ 34y . 2@+ 3)'. 22+ 0) + 82 =0,
sem dosadime za y’, i bude
“— 8z (22— 9 9)
GRS
.z y" (2 4 3)3 — 8x(x9—9)—0
dostaneme, derivujice po teti,
: zt — 1822+ 9

y ='—24.—m—3)—"—.
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Polozfme-li ¥ = 0, dojdeme rovnice z (x* — 9) = 0, z které
vychdzeji tH kofeny z, =0, 2, =3, x3 = — 3; z rovnice
krwky pak pro tyto hodnoty use(‘,ky nalezneme y, =0, y, = 1,
y; = — 1; pro bod (0, 0) jest

P

= == 0,

pro bod (3, 1) je také y“'=l=0, rovndz pro bod (— 3, — 1).
I mé kiivka ta tfi body inflekéni: (0, 0), (3, 1), (— 3, — 1).
Smérnice teten v nalezenych bodech obratu jsou

43 4 1,1
Y, = 32 =“3—) ?/2=_'§‘_;y_3-—_?7

rovnice teten v bodech téch tedy  — 0 = % & —0), t j.
N = %&, potom % — 1:-—%— (¢ — 3) a konetnd

1 .
7+ 1=——4¢E+3).
Jak je z tohoto pifikladu a ostatné samo sebou patrno,

neni pro bod inflekéni obecné g—z rovno nulle; mize se to vy-
skytnouti ovSem, jako na pf. u kiivky y — 23, jest to viak

pouze zvldstni pfipad bodu obratu (bod inflekéni s teénou rov-
nobéznou k ose X).

Vrcholem (vedlejdim) nazvali jsme také bod, kde —, y’ =0;
obdobné (s piipadem y’ = 0) miZe v takovém bodé byti misto
vrcholu bod inﬂekéni, jestlize soutasnd —;,—, =0 (na pt. u k¥ivky
Z =1y bod (0, 0), u kiivky  — 5 = (y + 1) bod (5, — 1)
Je bodem obratu).

Konetné byla zminka o vrcholu vy$§im u kfivky y — «*
v (0,0); tu totiz jest y’ =423 =0, y* =12¢* =0, y""' = 24z
i

=0, ale derivace tfeti derivace ‘%;: 24 neni rovna nulle

(obdobnd jako u vrcholu obytejného jest ¥’ = O, ale derivace
prvni derivace dy’ == 0).
dx



472

Vrchol a bod obratu maji mezi body kiivky zvldStni vy-
znamné postaveni; prvni existuje v bodé, pro né&jz plati

d -d® , o s a*
%:—.O a|%%=l= 0, druhy v bod&, pro n&jz jest a;"{;: 0 a
d’z

Ty =l=0, maji tedy ony body (prvni pro stoupdni kfivky,

druhy pro zakfiveni) geometricky vyznam, obdobny vyznamu
nully mezi &sly fady éfselné. Jsou viak u nékteryeh kiivek
jesté jiné body zvldstni, jak sezndme z ndsledujicich piikladi.

y
/
/
1
/
\\
\
\
\

A}

Obr. 24, y3% =x (x — 3)2.

Zobrazme kiivku y® = z (x — 3)% (obr. 24.); k tomu cfli
uréeme si tabulku hodnot pro soufadnice bodd, jest

pro z=0,. y2=0 a y=0

1 4 + 2

2 2 +\V2=+14

3 0 0

4 4 +2

5 20 +2V6=+445
6 54 - +3V6=4173.
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V intervalu-z — 0 a% z = 3 je potfebno urtiti vice bodd ;
- 1 5 = . 3 .
i jest pro x_—2—y_..-__f~-4—_\/2_.—_i:18, pro = je
= +—3-\/6_=i- 1'8, pro p— jest y=-i_-—I—V1_0='

4 2 4 .
08.

H
I

1 \

Obr. 25. y? = (x — 3)8.

Vidime, Ze kfivka je soumérnd k ose X; md dvé vétve,
jez se protinaji v bodé (3, 0). Sm&rnici teny uréime z

2y =(x—38)2+2z.2(x—3).1,
dosadice tam y = =+ (z — 3) \/z; jest
i _3z—3)(=z—1)
T T few—3) Ve
Pro bod (3, 0) vychdzi tato smérnice ve tvaru neurtitém

Yy = %, teprve krdtime-li ¢initelem (z — 3), dostaneme pro

bod ten y' = —+ \/3, tedy dvé riizné hodnoty.
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Vysetime dédle kfivku y* = (z — 3)3 (obr. 25.); jest zase
soumdrnd k ose X, vychdz{ totiz pro kazdé z dvoji

y =+ Vie = 3)5,
jen znaménkem se liffci. Smérnice teény plyne z rovnice
2uy’ = 3(x — 3)%. 1, '
jest
r__3(xz—3)°
—x2Ve -3

y .
L]/
v

y

— \
|

Obr. 26. y? = x? (x — 3).

Pro o, = 3 (y, = 0) objevuje se . opét y', = —g-; krati-
me-li zlomek faktorem \/(z — 3)%, dostaneme pro bod ten
pravou hodnotu »', = =+ 0, tedy jednu (dv& spljvajici),

Konetné ktivka y*=2* (x — 3), na obr. 26. podans,
soumérnd k ose X, m4 smérnici teiny

' i 3z(x—2) |
+2\z — 3’
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pro bod (0, 0) obdrZime y' — ~O—, zase v tvaru neurtitém, jehoz

pravé hodnota jest (po zkrdceni) y'=— , mé tedy

+2\/—3
smérmce dvé hodnoty, obé imagindrnf.

Pro bod (3,0) u kfivky prvé a druhé a pro bod @, 0)
u kiivky tretf objevuje se smérnice tetny (prvni derivace) ve

tvaru neurdéitém —g——; po upravé dostaneme ve vSech tfech p¥i-

padech dvoji hodnotu derivace pro bod piisluiny. Ono je di-
vodem, Ze body ty nazyvdme zvliStnimi v uz¥fm smyslu, sin-
guldrnimi; toto pak odivodiiuje ndzev dvojné body. Singuldrni
body sluji obecn& ty, v nichz md derivace (smérnice telny)
tvar neurtity. Dvojny bod je ten, v némZ md derivace (po
upravé) dvojf hodnotu; jsou-li tyto dvé hodnoty razné, sluje
dvojny bod uzlem, jsou-li stejné, sluje hrofem (bodem vratu),
konetns jsou-li imagindrni, sluje bodem isolovanym (osamocenym).
Ndzvy tyto odivodiiuje tvar kiivky v okoli bodu; v uzlu pro-
tinaji se dvé vétve kiivky, miZeme jej u% z pohledu poklddati
za dva body, v hrotu se stykaji dvé vétve, bod osamoceny
oddélen je od kfivky intervalem, v nasem piipadé od x =0
do z = 3, v némZ nelez{ Zddny bod k¥iivky.

M4-1i n&jakd kiivka bod singuldrni, musi vyraz pro y (bez
upravy) nabyti tvaru neurtitého pro bod ten; musf patrné byti
tento vyraz zlomkem, jehoZ Eitatel i jmenovatel se stane — O.
Abychom tedy nalezli singuldrni bod kfivky dané, polozme
¢itatel i jmenovatel vyrazu pro y (neupraveného) rovnym
nulle; maji-li obé tyto rovnice spoletné FeSeni a lezi-li bod
takto nalezeny na kfivce dané, jest to hledany bod singuldrni.
Podle hodnot derivace (po upravé) pro bod nalezeny rozhodneme,
jaky jest urtitéji singuldrni tento bod.

— 1) ‘
Vysetime, zdali kfivka y? = (-37———:6—1)— md bod singuldrni.
Jeji ¥’ nalezneme z rovnice

zy? — (@ —1)*=0;
plati ‘
y? 4 2zyy’ — 2 —1)=0
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a odtud
2(x—1) —3?
2zy

1'——

Pro soufadnice sing. bodu plati 2(x —1) — %2 =0 a
.22y = 0; jednodudf rovnice druhd dévd bud z =0 nebo
y =0, prvni pro z = O poskytuje y* — — 2, nehodi se, pro
y = 0 poskytuje z = 1. Bod (1, 0) je — jak ukazuje rovnice
kiivky — vskutku na kfivce a jest bodem singuldrnim. Dosa-
dime-li do vy"razu pro ' za y hodnotu jeho z rovmice kiivky,

totiz L= ———=, dostaneme y‘'=— + x_-l-__l_, pro bod z =1, tedy
V 2z \/z

y' =+ 1. Kfivka md v bod& (1, 0) dvé riizné teény, jest proto
bod ten uzlem; te¢ny kiivky v ném maji rovmice = §& — 1
an=—¢&+ 1

24. Na zdkladé pf'edchaze)icich tivah miZeme pFistoupiti
k rozboru Cili diskussi kiivky, jez ddna jest rovnici rozvinutou
nebo nerozvinutou, platnou o soufadnicich kazdého bodu jejiho.
Podati rozbor kfivky znalf udati tvar a polohu jeji v celku a
dillezitych jednotlivostech. Z pifkladii ve vykladu dosud uve-
denych, tfebas nejjednodus$8ich, pozndvdme Ze rozbor lze po-
dati po dstech. jednak piimo na zdkladé rovnice kfivky, jednak
dle prvni derivace, koneéné dle druhé derivace.

A) Z dané rovnice kiivky sezndme, v kterych &dstech
roviny osami soufadnymi rozdélené kiivka lezd, zdali je sou-
mérnd vzhledem k ose uselek nebo k ose pofadnic nebo k piimce
pilici I. (neb II.) &tvrt nebo k poldtku soufadnic, zdali md
body na osich soufadnic a které, zdali prochdzi pocdtkem,
zdali m4 body v nekonetnu a které.

1. Resfme-li rovnici kiivky dle y, dostaneme y = f(z) a
z tvaru této f(x) pozndme, pro které intervaly tsetky je po-
fadnice redlnf; fesime-li dle z, nalezneme z — ¢ (y) a vidime
pro které hodnoty pofadnice je tisetka redlni. _

2. Obsahuje-li rovnice kfivky jen sudé mocniny proménné
z, lezf na kfivce bod (— z, y) vidy. lezi-li tam bod (z,y);
nebot (— z)» = (4 )™ pro jakékoh n Krivka je soumérnd
k ose Y.
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" Obsahuje-li' rovnice, khvky jenom sudé mocniny proménné
y. lezf na Kiivce bod {z, — y), kdykoli tam lezf bod (z, y):
kiivka je soumérnd k ose X.

Neméni-li se rovnice kfivky, kdyZ misto (x, y) dosadime
(— z, — y), leZ na kfivce bod (— z, — y), leZi-li na ni bod
(z, y). Kfivka je soumdérnd k potdtku (stfedu soumérnosti).

Lze-li v rovnici kfivky zaméniti # a y, aniZ by se rov-
nice zménila, jest kfivka soumérnd k piimce y =1z, t. j.
k piimce pilici I. a III. kvadrant.

Kiivka je soumérnd k piimce y —= — z, jez pili IT. a IV,
kvadrant, jestlize rovnice jeji zdstane v platnosti, kdyZz « na-
hradime veli¢inou — y, y pak velitinou — z.

3. Prisetfky kfivky s osou X obdrZime, poloZime-li v rov-
nici kiivky y = 0; hodnoty proménné z uddvaji pak tsetky
bodd téch. Podobné prisetiky kfivky s osou Y dostaneme pro
z=0.

Nemé-li rovnice kfivky absolutnfho ¢lenu, vyhovuje ji dvo-
jice x = 0, y = 0; potitek soustavy soufadnic lezi na kfivce.

.Také prisetfky kifivky s piimkami jdoucimi poldtkem,
tedy s piimkami y = az, mohou ptispéti k utvofeni pfedstavy
o kiivce; zejména priseliky se symmetrdlami étvrtf y =z a
y = ~ z (dosadime do rovmice kiivky y = z, resp. y = —
a fe§ime dle z).

4. Zdali m4 kiivka body v nekone¢nu uréfme z rovnice

Jeji, hledajice y pro z = oo neboli -% =0, potom z pro y—oo

¢ili % =— 0. Bod takovy mé4 bud obé& soufadnice nekoneind
veliké nebo jen jednu, druhou pak kone&nou.
B) Z vyrazu ustanoveného pro prvni derivaci y’ = dy

dx
pozndme stoupdni kiivky v jednotlivych bodech.

1. Pro kterykoli bod kiivky uré¢ime hodnotu smérnice
teény v ném, kdyz dosadime soufadnice bodu do vyrazu pro y“:
¢infme tak zvld&té pro vyznaéné body nékteré, na p¥. pro pri-
setiky s osami. Pro y’ = O kfivka stoupd, pro y' << O klesd.
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2. Rovnice tetny 7 — y =y’ (£ — z) i normély
1
1T-y=—7C—2

v obecném bodé kiivky (z, y) miZeme specifikovati pro nékteré
body; tetna miZe nahraditi i oblouk kfivky v misté, kde je
mdlo zakfivena, Snadno uréime také prisetiky teny a normdly

s osami. Subtangenta a subnormdla svoji délkou St — %,

Sn = yy’ pfisp&ji k posouzeni stoupdni kfivky.
. 3. Pro body v nekonefnu hleddme asymptoty udanymi
zplisoby; rovnice jich jsou velmi vyznamné.
4. Pro ¥’ = 0 m4 kiivka vrchol hornf, je-li v bodé tom
y" < 0, dolni v p¥ipad® y“> 0. Pt nullové hodnoté druhé
derivace nemd kfivka obylejného vrcholu v bodé, kde y’ =0.

Vrcholy vedlejsi vyskytuji se v bodech, pro které .7/1'_ =0.

5. Pro y' = —g— mé kiivka bod singuldrnf; jest to dvojny

bod s dvéma redlnimi tetnami &ili uzel nebo bod s dvéma sply-
vajicimi te¢nami &ili hrot nebo koneéné bod isolovany, v némz
y’ mé dvoji hodnotu imagindrni.

2,
C) Vyraz pro druhou derivaci y* — g?'z je podstatny pro
stanoveni kfivosti, jejiho smyslu i velikosti.

1. V bodech, pro jichZz soufadnice jest '/ = 0, jest kfivka.
konvexnf, pfi y’/ << 0 konkdvni, zdola pozorovina.

2. Bod, pro ktery plati y* — 0, jest inflekéni bod kiivky,
jestlize soutasné derivace vyrazu pro y’ neni rovmna nulle; di-
lezitd je rovmnice tefny v tomto bodé&, dovolujic 1épe posouditi

proménu smyslu zakfiveni. (Také pro yi = 0 miZe byti bod

takovy.) Zvldstni piipad inflekénfho bodu je ten, v. némz
i ¥ =0; tetna v ném je rovnobéznd s osou X.
3. Zvratnd hodnota poloméru kfivosti '
1 yu

T
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uddva velikost zak¥iveni v kterémkoli bodé kiivky ; ve vyznamnych
bodech je zvld§té pouéni. ,

4. Poloha stfedu kiivosti, t. j. stfedu kruZnice kiivosti
pro néktery bod tini piedstavu o zakfiveni v ném jesté uréi-
t8j81; soufadnice jeho jsou

T3 12
! —1——;'111., y + l_:g;uy

25. Provedeme diskussi kfivky v hlavnich &dstech na né-
kolika pifkladech. Rovnice kiivky jest bud pfimo déna nebo ji
napfed odvozujeme z daného zikona vytvarného.

a) Pohybuje-li se bod v roviné tak, Ze soulet jeho vzdd-
lenosti od dvou pevnych bodi zistdvd stdly, vznikd ellipsa. Bod
na ellipse budiZz (z, ); pevné body zvolme ve vzddlenosti v
na ose X tak, aby poldtek pilil jich spojnici, soufadnice jejich

jsou tedy (_v. 0) a (— —;—, 0); konstantni soulet vzddlenostf

z—=Yy

2 )
bodu (z, ) od nich budiz s. I plati pro kazdy bod (z, )

o V=) Vg 4=

Prelozime jeden kofen na pravou stranu, rovnici umocnime
dvéma, sloutime, osamotime zbyvajici kofen, umocnime podruhé
a uspofdddme; tim obdriime

4 (s — v?%) 2% 45 .yt = 5% (s — 09,
kamZ dosadime s? — 4a% s? — v? = 4b% i mdme rovnici ellipsy
ve tvaru nejjednodusiim

' 2 2
b%® 4 a%® = a%® (nebo také % + %2— =1).

Rovnici tuto diskutujeme. Refenfm plyne

y=+2yF—=,
jest tedy y redlnf, dokud a? — 2= 0, &ili 2* < a?, &ili dokud
absolutni hodnota tsetky je = a (t. j. —%—), obdobng

x=-¥_——%—\/b’—-y“,
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jest tedy z redlnf, dokud abs. hodnota pofadnice je = b (t. j.
1 Vs —v%). Lezi proto kfivka v obdélniku o strandch 2a, 2b,
"jehoz stfedem je poédtek a jehoZ strany jsou || resp. s osou
X a Y. Ktivka je soumérnd dle.osy X i dle osy ¥; je sou-
mérnd (uZ proto) dle politku. Priselfky jeji s osou X maji

soufadnice #, =+ a, 2, = — a, priseliky s osou Y pak sou-
fadnice y; —= + &, y, = — b. — Derivace y’ vychdzi z rovnice
b2.2z2+ a®.2y.y' =0
ve tvaru
. b
Yy =— E,

teéna kiivky v bods (z, y) md rovnici

bz
ﬂ—y“—_f—@(i—x);

] 2

x a b? .
" subtangenta — P subnormdla — — % Kiivka md

2 ’ .
vrchol pro — Z—%: 0, tedy pro z = 0; 2z rovnice jeji nalez-

neme, %e vrcholy jsou v bodech (0, 4+ b) a (0, — b). Druhou
derivaci y uréime z rovnice
b+ ay + a% . " =0,
kdyz do nf dosadime za y'; nejprve ve tvaru
—_ bﬂ (aQyQ + bﬁxﬂ) .
“aty® ’
dosadime-li sem za dvojélen v &itateli dle rovnice kfivky a2»®
a krdtime, jest

ab
‘ V@a® —2%®

Vrchol (0, b) je tudiz horni, ponévadz " v ném m4d hod-
notu — -57, vrchol (0, — &) je dolnf (y" = —ag-) Vrcholy

y_”:-—ag—y:-v éﬂi y“=~—'

2

aly

T bz
y =0, v bodech totiZ (a,0) a (— a, 0). Cty¥i vrcholy kivky
le#i tedy v é&tyfech prisedfcich kfivky s osami. Pro bod singu-
lérni platilo by b% == 0, 4%y = 0, aviak bod (0, 0) nelezf na

vedlej§f jsou v bodech, pro které f;—z = O,' t. j. pro
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kiivce, nemd proto ellipsa sing. bodu. Na zékladé vyrazu
b4
a%y?
soudime, Zze knvka je konvexni v bodech se zdpornou pofadnici,
konkdvni pro kladnd y. Inflekéniho bodu nemd. Polomér kfivosti
_ Vi bz
et

. 1
Z vyrazu pro — dostdvdme pro vrcholy na ose Y hodnotu za-

yl‘ —_——

. b
kfiveni <@ Pro vrcholy na ose X hodnotu -5 (ve vrcholech

i
pro ¥’ =0 jest oviem 1 =9
r Va4-0? _
2 2
vosti v bodech t&ch 7, =%-, Po = %— snadno  sestrojime

= ¢"); poloméry kfi-

jako tfeti geom. umérné. Stfed kruznice k¥ivosti md soufadnice
§ — (aQ —_ bﬁ) x3 _ (aQ bz) y

at T b4

b) Kfivka y — ax® 4 bz* 4 cx + d se snadno prozkoumd
i sestrojf. Pro kaZdou hodnotu tsetky z dostaneme jednu po-
fadnici y; pro z =0 jest y — d, prisetik s osou Y. Priise-
¢iky s osou X dostali bychom fesenim rovnice 3. stupné, které
vSak nebyvd obecné zndmo a nenf kritké; ve zvlddtnich pii-
padech (pro nékteré zvld§tni hodnoty souéiniteld a, b, ¢, d) jest
kratif a zndmé&jsf. Grafické sestrojeni miZe slouziti pfimo jako
pohodiny zpiisob FfeSeni rovnice 3. stupné, oviem ptibliZzného
(pro nedokonalost konstrukce).

Plati 4’ = 3az® 4 2bx + ¢; proto rovnice teny v bodé
(z, y) jest 7 — y= (3az® + 2bx + ¢) (§ — z). Soufadnice
vrcholi dostaneme z rovnice 3az® 4 2bx 4+ ¢ = 0 a rovnice
k¥ivky; jsou obecné dva. Kfivka nemd asymptoty a sing. bodu.

Dile platf y” = 6az + 2b; bod inflekéni m4 tsetku r = — ??a_

(pofadnice plyne z rovnice kiivky), pro z > - ?% je 'ki‘ivkg.

konvexni, pro z << —3b—a je konkdvni. Stanoviti vyjimetné pif-

pady neni obtiZné. E
A
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Na pt. kiivka y = 5 — 32+ 1 md (obr. 27.) y =5 — 3,
pro vrcholy jeji tedy plati z? -— 9 = 0 ¢ili z,,, = + 3, potom
¥, =—>5.a y, = 7T, ijsou vrcholy body (3, — 5) a (— 3, 7).
Inflekénfm je bod (0, 1), nebof pro n&j plati y” :'%v— =0.

Y
A1 N\ |
1/ \ 1
/ /
\ |
/ /
X
[ \
| R /
/ \ /
| /

Obr. 27.. y:”—; —8x 4 1.
V intervalu tsetek (— o, — 3) kiivka stoupd (%2—-— 1
kladné), mé v bodé (— 3, 7) horni vrchol (y” = — 2), odtud
v intervalu (— 3, 4 3) klesd (%2— 1 zdporné), mé v bodé
(8, — b)- dolnf vrchol (y” =+ 2), od bodu toho zase stoupd
(%2- — 1 opét kladné|; v intervalu (— o, 0) je dutd, na pravo

od osy Y vypukld. Pribsh kfivky z nekonetna (— oo, — oo) do
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nekonetna (4 oo, 4+ ) jest tak objasnén. Polomér kfivosti

ve vrcholu hornfm i dolnim jest » — —;—
¢) BudiZ dén pevny kruh X, v ném pevny primér délky a
a jeho jeden koncovy bod O (obr. 28.). Druhym koncovym bodem.

Y .
/ )
/I 1]
ANV
’X V
/) a"
s
A
/ “
o (37 P o x
N
\
Obr. 28. Cissoida y? = —*—, a = 10.
a—2x

2

priméru vedme tefnu ke kruhu, jeZ je oviem kolmd na tento
primér. Bodem O vedme svazek piimek p, p,, ps,...; p na pi.
protne kruh po druhé v bodé M, tetnu zminénou v 7'; nanesme
tisetku MT od bodu O na pHmku p, tim dostaneme bod kfivky
(z, y), na jednotlivych piimkdch svazku obdrzime jednotlivé body

kivky f(z, y) = 0.
31*
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Ktivka tato sluje cissoida (kissoida) od slova kissos, Feckého
ndzvu pro bietfan, protoZe ¢ast kiivky lezici v pevném kruhu (sta-
rymi z celé kiivky jediné pozorovand) uzavird s obloukem kru-
hovym u teény lezicim plochu podobnou listu bfettanovému. Jeji
rovuici odvodime, zvolice O za potitek, pevny primeér za tist osy X
(osu Y tedy kolmo v O na primér), z Gméry BC: OC—= MN: ON
éiliy: 2= MN:(00" — NO"); NO' = 0C =z, jezto A MO"'T
O OCB a MO” = NO', ddle MN® = ON.NO' = (a — 2) . %,
takze jest y: 2 =\(a — x)z : (a — z), umocnéno

yrixt=(a —2).2: (¢ —2)
3
odtud y* = a——f_ . jako rovnice cissoidy (v obr. 28. jest a =10).
Dokud z je zdporné, jest y* zdporné (mebot 23 je zdp.,
a — z kladné, podil tedy zdp.) a proto ¥ imagindrni, t.j. vlevo
od osy Y nelezf zddny bod kfivky. Pro z = 0 jest y = 0, po-
titek je na kfivce. Zlomek na pravé strané zlstivd kladnym,
dokud z je mensi nez a, pro z mezi 0 a a lezi body kiivky,
pro z = a neexistuji zase Z&dné body jeji. Kftivka lezi tedy
v pdsu omezeném osou Y a pf{mkou z = a. Kiivka je soumérnd
k ose X (pro kazdé z v intervalu (0, a) dvoji y lisici se pouze
znaménkem). Pro z — —;— jest y =+ —;—; bod ten je na pevné
kruznici. Pro = a ubfh4 kfivka do nekone¢na. — Derivujeme-li

y2 (@ — z2) — 23 =0,

obdrzfme
29y’ (@ —2)+y*(— 1) — 322 =0,
odtud ’ :
y= 3ty _ #Ga—2) . Vz (8a — 20)
Y@ —2) 2@—2)? ~ 2V@—ap
Pro bod (0, 0) jest (z 1. nebo 2. vyrazu pro ') ¢y = 0 po-

O )

- tdtek tedy bodem singuldrnim; z 8. vyrazu pro y’ (po zkrdceni
faktorem \/z%) vychdzi y = 0, poddtek je hrotem, v ném’
tetnou ke kfivce je osa X (rovmice telny je y — 0). Pro @
v intervalu (0, a) jest y‘ kladné pti kladném y, zdporné pii
zdp. y; kfivka stoupd v I, &tvrti a (také ze soumérnosti) klesd
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a2 2
2’2

=4 =(e-4)

Gl 9 = 2§ — -g—. Jako asymptotu nalezneme obojim zpiisobem

v IV. svrti. V bodd (

tam md rovnici

) jest stoupdni kfivky = 2, tetna

z = a. Mohlo by se zdéti, e kiivka m4 vrchol v bods, jehoz
m:-i;— a (nebof pro tuto hodnotu jest 4’ = 0); bod ten viak
neexistuje na kiivce (y imag.). Pro druhou derivaci po delsf
redukei dostaneme

3aty 3a®

A —

= =t ——
V' ="t —a) 4V z(a— )
Z vyrazu toho pozndvime, Ze pro kladnd y jest kiivka konvexni,
pro zdpornd konkdvni. Zakiiveni je déno vyrazem

1 __ 6(@—a)2

r " a\z(4a — 32)°
[a al). 1 6V5
v bodé (—2—, —2—) Jest =98
a) x® 4 y® — 3azy = 0 jest rovnice t. zv. listu Des-
cartesova (obr. 29., kde a = 2). Pro =10 vychdzi y =0 a
naopak ; kiivka méd s osami spoleény pouze potdtek. Nenf sou-
mérnd k ose X ani Y. za to je soumérnd k pimce y ==z,
pilief I. a IIL. kvadrant; nebof lze v rovnici zaméniti z a y.
Soufadnice jednotlivych boddi kfivky neni vyhodno (vlastnd neni
mozno p¥i skrovnych pomibckdch naSich) uréovati pro rizné
zvolené hodnoty z nebo y. Budeme sledovati (pfi pottu i pro
konstrukei) piimky jdouci poddtkem y =— maz, kde m nabyvé
vSech kladnych hodnot od O db nekonetna a potom opaénym
smérem viech zdpornych hodnot od O do nekoneéna.
Hned pro y =« dostaneme dilezity (protoZe na ose kiivky)
bod z rovnice 22%® — 8ax?*=0; odstranime-li dvojfi , mdme

x:—‘;’—a a bod m4 tedy soufadnice (—g— a, %a)- Obecné pro.

Y = mz redukuje se rovnice kfivky na tvar
(m® 4 1) 2® — 3amz® = 0,
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3am?
odtud z = — i + s pislugné y = TFme

z%, maji tedy pimky y — mz s kfivkou dva prisetiky v po-
tdtku, jenZ jest proto, jak se jesté ukéZe, bodem dvojnym. Pro
m kladné jest i y kladné, jak svédii vyrazy prisluSné: kfivka
“lezf v L. &vrti; pro m zdporné od 0 do — 1 jest x zdporné,
y kladné: kiivka lezf z ¢dsti v IL &tvrti (2. polovici, potitdino

Pokazdé odpadd

Y
N
N )
N /1 /
L 1A
\ X
\
\\
N,
\ \\
AN

Obr. 29, a8 + y3 —Baxy —0, a — 2.

kladnym smérém); pro m zdporné od — 1 do nekonetna jest z
kladné, y zdperné: kfivka md vétev v IV. kvadrantu (1. polo-
vici). V IIL &tvrti nelezf tedy zddny bod kiivky, rovnéz v IL
étvrtl 1. polovici, v IV. &tvrti 2. polovici.

Derivace nerozvinuté funkce, Jez =0 jest rovnicf khvky,

ddvd y' = -y—g—_

2
:x’ jest tedy rovnice teny

ay—x

"7_.’/_ E"x)a
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bod (%a, %—a) mé tetnu (5 4 £ — 32 =0, jejiz smérnice

jest — 1 (tetna kolmd na osu kfivky) a tseky na osich — 3a.
Vrehol kiivky mé soufadnice vyvhovujicf rovnici ay — 2* =0
(vyjimaje hodnoty, pro které také jmenovatel vyrazu pro y’ je

2
= 0); dosadime-li do rovnice kfivky odtud y =%, obdrzime
2% =2a3a tedy z = a V/2, piisluiné y = a V4. Koten 2 =0,
ddvajici spolu y = 0, &inf y' = % ; 1 jest pottek bodem singu-

lirnfm, Vzhledem k soumérnosti kiivky nalezli jsme takto nejen
vrchol (a V2, a V4), ale spolu i vedlejst vrchol kiivky (a V4,

aV?2), v némz % = 0 a tetna kolmd k ose X. Abychom na-

lezli asymptotu kiivky, existuje-li, dosadme do rovnice kfivky
Yy = px 4 q a poloZme soutinitele u z® a u z? rovnymi nulle,
t.j. 14 p®*=0, 3p%¢ — 3ap = 0; odtud vychdzi p — — 1,
¢ — — 3a. Rovnice asymptoty y — z — 3a; asymptota jest.
rovnobéZnd s teénou kfivky v bodé na ose kiivky, a majic na
osdch soufadnic stejné dlouhé useky jako ona, jest od potdtku
stejné vzddlena opalnym smérem; ob& utinaji na ose kiivky

délku% a \/2. Abychom mohli sledovati hodnotu smérnice g

v riiznych bodech kfivky, dosadme sem y — mz; i jest

,__am—2
Y T mr— a

a dosadime-li za # —=——— i + 5 konetné y' = m2(m: _12 ) . Pro
m zdporné jest y zdporné; kiivka klesd v II. a IV. &tvrti. Pro
m kladné jest y* kladné, dokud m?®=> 2 (pak oviem také
2m3 > 1), t.j. pro m > V2, kiivka stoupd; pro m = /2 md
vrchol uz nalezeny o soutadnicich (a V2, a VV4); pro m < V2

1
o kiivka
V N = !

klesd az do bodu (a V4, a V2). Pro m kladné << ——

jest y* zdporné, dokud jest 2m3 = 1, t. j. m >

jsou

1
V2
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dvojéleny (m® — 2) i (2m® — 1) zdporné, tedy y’ kladné, kiivka
stoupd (s rostoucim z) k vedlejsimu vrcholu uvedenému.
Druhd derivace stati ve tvaru.

2yy‘”—ay +z

' y = v — az )
v IL &tvrti jest kiivka konvexnf, nebot pro kterykoli bod je y
: _ 1. P AT A
kladné (na pt. pro m = — > jest y _M)’ v I Ctvrti
Y

Obr. 30. y-x‘—&x’ + 3.

2. polovml je konkdvni (pro vrchol (a V2, a W) je totiz

— 2 2
' — -
y y p—— p ) atd. Polomér kfivosti ve vrcholu kiivky

Jest '—2-.
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e) Krivka dand rovmici y = z* 4 az® 4 b jest soumérné
k ose Y. Pro dosti veliké x md na pravé strané pfevahu ¢Elen
z*, vidy kladny; proto lezf na kiivce body (— oo, 4 x) a-
(+ o, + ). Plati y'=42z%+ 2az, y=122%+} 2a. Z vyrazn
pro y vidime, %e kiivka m4 vrcholy pro z = 0 a pro

z =+ \/—- -%,
tedy jeden, jestlize a je kladné, t¥i pro a zdporné; v prvém
piipadé je onen jediny vrcholem dolnim (y* = - 2a), v druhém

|t
=
————

Obr. 31. y=ux* + 3.

je vSak hornim (y* = 2a je zdporné), ostatni dva dolni (y"
= — 4q je kladné). Z vyrazu pro y" nalézéme body inflekini

pro z = =+ \/_ %, tedy bud z4dnj (a kladné) nebo dva (&
zéporné). Podle znaménka konstanty a mime dva typy kfivky
s uvedenou rovnici; jejich mezni p¥ipad je pro a =0, totiz
kiivka y=2z*- b nebo y==z*, uZ jednou uvedend (y —=z*-+b
jest proti y = x* posunuta o b jednotek délkovych smérem
osy Y). Na obr. 30. jest v méfitku dvojndsobném zobrazena
kiivka y — 2% — 42% 4 3, na obr. 81. kiivka y =—=2*+4 3
v méfitku obylejném. :

f) Pohybuje-li se bod v roving tak, Ze soutin jeho vzd4-
lenosti ' od dvou pevnych bodd zistivd stdly, vytvoii kfivku
Cassiniho; je-li tento soulin roven &tverci polovi¢ni vzddlenosti
danych bodd, lezf pilici-bod spojnice obou pevnych bodd na
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ktivce a kiivka sluje lemniskata. Zvolme opst oba pevné body
na ose X (jako u ellipsy) ve vzd4lenosti-2/, soumérné polozené
vzhledem k potitku; soufadnice jednoho jsou (I, 0), druhého
(— 1, 0); soutin v definici jest % I plati pro kazdy bod
lemniskaty : '
V@ - D'+ 9. V= + D) + 92 =17
odtud umocnénim
(@* + 1"+ y* — 2lz) (&* + 12 + ¢ + 20z) =14,

na levé strané dostaneme rozdil &tvercu
(% 4 12+ yD)? — 41%2% = 14

(2% 4 y?)? + 20%(2® + y%) + I — A4t =14
¢ili koneéns

ddle

(2* + ¥ = 21*(2* — y?).
Viz obr. 32., kde I = 5.

Y
2 A
X
\ /
\ // i N ,/
L

Obr. 32. Lemniskata (x? + y3)2 =212 (x2 — y9), I =b.

Rovnice nalezend je dosti sloZitd, proto diskusse obtiZn&jii.
Kfivka je soumérnd dle osy X (obsahuje jen %), soumérnd
také dle osy Y (obsahujic jen z?), proto soumérnd dle pottku
soufadnic. Priseliky kiivky s osou X dostaneme pro y — 0;
pro tuto hodnotu pofadnice redukuje se rovmice na tvar
ot = 22z% &li ?(x® — 20?) = 0, kofeny jeji jsou zys =0,
x5, =+ 1\/2. M4 tedy kiivka s osou tsetek spoletné body
(0, 0) [dvakrst), (1 V2, 0), (—7V/?2, 0). Priisetiki s osou ¥ mimo
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potitek nema;' nebof pro z =0 vychdzi y* = — 2I%* tili
¥y + 21%)=0; tedy bud y=0 nebo y=+1\/=2.
ReSfme-li rovnici kiivky dle 2 nalézdme
yr=— @ 1) VAT

aby y bylo redlni, musi byti y°® kladné, tedy miZe platiti jen
znaménko - v drubém ¢lenu a vedle toho musi byti

et = Vet
¢ili — umocnime-li a upravime — z? =< 2/% tedy abs. hodnota
tisetky z < 1\/2. — Prvnf derivace urf se tfeba z rovnice

x4 + 2x2y2 + y4 —_— 2lﬁx2 + 219:'/‘2 -_ 0,
jeZ derivovdnim piechdzi v rovnici
423 4 dzy? + 42 .y’ + 4y3 .y — 4% 4 4%y’ =0,
odtud o
i x@ 4yt — 1)

YTy |
Vrcholy dostaneme pro z(z? 4 y? — 12) = 0; vychdzi jednak
z =0, jednak z® 4 y*=1% Pro z = 0 jest viak také y =0

a y = —g—, bod tedy singuldrni. Pro z% 4 y* = I* ve spojeni
2
s rovnici kiivky dostaneme I* — 2/2(22% — I%), tedy * =§i—

az=—-+ —;—st—, y=+ —;—; i m4 kiivka 4 vrcholy soumérné

polozené dle obou os. Pro (I\/2, 0) jest y' = o, rovnéz pro

(— 1V2, 0); v priseticich téchto s osou X md kfivka vedlejsi
vrcholy. : (Dokoné.)

Lom svétla v ¢otkdch a centrickych systémech.
Napsal prof. . Najman z Rakovnika.

(Pokratovini.)

3. Lom svétla v cockach.

Vysledky, ku kterym jsme dospéli v dvahdch piedeslych,
maji obecnou platnost a daji se pohodlnd applikovati na Eotky.
Colkou rozumime opticky systém centrovany o dvou sférickych
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