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E+y—2=0 Etax—y=0
n+z—ax=0 E+n+&=0
Poslednf rovnice plyne ze tif predchdzejicich; 9 neodvislych
rovnic slouZi tudiZ k urfeni 9 neznamych velic¢in: «, ¥, 2, & », g,
a rozdfli mezi O, 4, B, C (absolutni{ hodnoty potencialnych
vySf nelze patrné urciti, nezndme-li hodnotu potencialného tikonu
na uréitém misté. Velmi jednoduchy vyraz obdrifme pro £ totiz

t=2 0p—a)
z kterého plyne pro £ =0,
b =cyp,
zndmé pravidlo, na némZ se zaklddd upotiebeni Wheatstoneova
mostu. D jest zde vyraz sloZeny z veli¢in a, b, ¢, @, B, 7.
(Dokonceni.)

0 reSeni rovnic tiretiho a ¢tvrtého stupné pomoci
determinantii cyklickych.

Napsal
Dr. F. J. Studnidka.

I

0 binomickych rovnicich.

Zna¢i-li @ néjaky kofen binomické rovnice
xr — 1 =0,
jest i kazd4 celistva a positivni mocnina veli¢iny @ jejim kofenem.
Jestit tu -
' o" = 1, 1)
z ¢ehoZ plyne
ot = (o*)r = 1,
takZe jsou téZ koteny predloZené rovnice
@, wza ws’ <o 08, (2)
kterdzto fada obsahuje nanejvy$ = rozlicnych hodnot, jelikoZ
ot = o"t?=ow...
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Hodnoty fady (2) jsou vesmés rozliéné, predstavuje-li
¢islo kmennd a nenf-li @ = 1.
Jest-li na pi. » = 3, rovnice tedy
x? — 1 =0,
md kofeny rozliéné 3 a sice

1’ w’ m27
takze o nich platf podlé zndmého pravidla
14+ o4+ o =0, 3)
0 =1 (€))]

A ponévadz moznd rozloZiti a psiti

22— 1=@x—1) =+ -+ 1) =0,

obdrif sc ze dvou rovnic tuto spojenych

x—1=20
x* +ax+4+1=0
obycejnym FeSenfm
2, =1
1, ¢,
Ly =— §+§ V3 =w,
waz—%—‘% v3_:w2,
takZe i tu se pozndvd, Ze
Ty = 3.

Poznamendni. Jestli mocnitel
n = p»,
kdez p znamend ¢islo kmenné, moznd FeSeni rovnice binomické
provésti spisobem jednodussim; vyhleddf se od 1 lifci se koten 8,
rovnice

xr —1 =0,
pak néjaky kofen f, rovnice
xx—p3, =0

- a podobné kofen B, rovnice
z? — B, = 0, atd.,
¢imz obdrzime kofeny, odpovidajici piipadu predeslému.

Jestli na pt. n—=4=22
ohdrifme z jednoduché rovnice kvadratické
z*—1=0

koteny + 1, , == — 1, naceZ z rovnice druhé
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x*4+1=0
jle 47, — ¢, jakoZ i odjinud znimo. Radé moenin
2 3 4
o, 0 0’ o
odpovidd tu rada korent

2 — B— g =
7, P=—1, 3 =—1 =1,

1I.

0 cyklickych determinantech.

Méme-li » prvkid rozliénych .
a,, ala Ay oo o “"‘-I

obdrzime z nich cyklickou zdménou piipon » rozliénych skupin
a sice
@y Gyevs Qn—y
Apy Qg Oy ooy Ou_g
Ap—g Qu—y g oue A3
a, gL ag.

Povazujeme-li pak skupiny tyto za Tdidky determinantni,
kladouce

o, @y, gy oo vy An—y
Opn— 5 o, gy oooy Ony
dn = On—g An—yy gy «vvy Qn—3 |, (:))
e e e e e e e e
ay, Ay A3y o0 ey Qg

obdrzime zvli$tni determinant, zvany cyklickij.

Jest tu rozestaveno n prvkl na =? mistech spisobem tako-
vym, Ze prvky rovnobéZné s hlavni pti¢kou poloZené jsou stejny,
z CehoZ patrno, Ze cyklicky determinant jest zdroven piesou-
mérngm Cili orthosymmetrickym neboli persymmetrickym.

Méme-li na pt. prvky tfi @, b, ¢, obdriime z nich cyklicky
determinant

a b
4, = c a
C

R o

b

jejz vyjadriti mizeme souctem dle vzorce rozkladniho
d, = ad+bB+HcC,
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kdeZ velkymi pfsmenami oznaéeny jsou doplikové subdeterminanty
prvkd malymi pfsmenami stejného jména oznaCenych. A tu
patrno, Ze podlé znimého pravidla bude
0=aC+0bA4-+}cB
0=aB+4+bCHcA4,
jelikoZ do vzorce poslednfho zavedeny jsou subdeterminanty,
ptislusné prvkim tadku druhého a ttetiho, tedy cyklickou zi-
ménou povstavajicim sledem.

Tuto vlastnost na zfeteli majice, mtZeme nynf prikrociti
k dikazu, Ze cyklicky determinant stupné n-tého (5) moZnd vy-
jadriti soucinem » faktordi, majicich po = scitancich. Jestif dle
zndmych vzoreit, prdvé pfi determinantu stupné trettho vy-
tknutych

ag Ay +ay Ay 4. .. F any Auy = 4, (6)
o An—y F- & Ao+ ooty Ay =0
ag 4, G+a, A4 .+ a4, =0 )

agd, —a, 4,4...Fa,—, 4, =0.
Seteme-li tu na obou strandch, k tomu prihliZejice, Ze
¢leny pod sebou stojfcf maji spoleéné faktory, obdrzime

@+a+...tany) Qo+ 4+ .. duy) =,

z ¢ehoz soudime, Ze determinant 4, obsahuje faktor

o+ ay + .. . Gy

®, o o?
kofeny binomické rovnice

Znacf-li pak
s eeey 0"
~ ot =1,
takZe platf podlé piedeslého
ot =0, o"t?*=ow? ...,
provedme nésobeni se zietelem k okolnosti této a sice
(@ + @y @+ a, @+ ...y ")
Ay or+ 4 0" - L Ay 0)

=ay Apy0-+4a, dp,0 4. .Fa 4, o

+a 4, o+ta A, 0'4...H4aq 4, o

+a 4, wta 4, o*+...Fa, 4, o (8)

tany duey 0+ @uy Apg 0° ooty Ay @
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nacez obdrifme, seCitajice podlé sloupci a pak zietel majice ke
vzorcim (6) a (7), Ze soucin predchdzejici md hodnotu ,, z Ce-
hoZ soudfme, Ze v ném obsaZen jest faktor

ag+ay 04 a, 0 4. .. au_y 0",

A ponévadz se koefficienty tohoto souéinu (8) nezméni,
poloZime-li na levé stramé za ® néjakou mocninu, bud druhou,
tretf, . ..,(n—1)nf, tedy

mza waa L) @™,
pozndvdme, Ze faktorem determinantu bude téz
dyta, 0 a0t ... @y @D
aGytay 0 Ha0° A Aty @3

. . . . . . . .

a, + a, wn—1 + ay m2(n—l)+ ces + Gn—y 6 (n—l)(n—l).
I jest tedy determinant tento soufinem » faktori tuto vy-
tknutych, takZe psiti miZzeme

n—1 n—~1 n—1 n—1
A,, =2 ar P Qp ok .2 (272 0 e B ay, @n—1k, (9)
k=0 k=0 k=0 k=0

Prvnim ¢lenem tu jest patrné ap"—!, jakoZ se i pozndvé
ze sloZeni determinantu (5).
Podlé toho jest na p¥f. bezprostiedné
Qg Oy By |
dy=\ay 0,0, | =a,®+ a2+ a,®>— 3 a, q, ay,
ay a, a,
avSak podlé vzorce (9) téz
dy = (2 ay + @) (2 + a, © + a, ©%) (7, 0y ©° -+ a, 0%,
jelikoZ tu kldsti nutno v souinu rozvedeném
0*=1al-+}®-4 w?=0neboli - w?=— 1.
A podobné obdriime pro cyklicky determinant stupné ¢tvr-
tého dva vyrazy a sice ptimo
dy =ay* —20a,% (a," 42, az) -4 ag a, (4*+ &57)
— (0, —a,*)* - a,% (0," — 4 a a,)
a podlé vzorce (9)
4, = (ay+ay ~+ a, 4 a,) (a0 +a, @ - a, 0° - a, ©?)
(a0 + 0y ©*+ a, 0* - a; @)
(@ + ) @* + a, ©° - a; @°),
kdeZ nutno psiti v rozvedeném soucinu
ot=1 l14oeote*tw’=0

15
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III.

Upotiebeni tohoto rozkladu k reSeni rovnic stupnd tietiho
a ctvrtého.

JakoZ zndmo, v rovnici stupné n-tého
f@ ="+, @ a2~ .ty @0, =0
moznd odstraniti clen druhy, obsahujfcf mocninu nezndmé o 1
niz§f nezli jest mocnina nejvyssi, jednoduchym zavedenim nové
nezndmé vzorcem

rT=Y— _(_Z_,_ .
n
1 moZnd tedy povazovati tvar rovnice
Fl)=y byt by +.. +bn—1z/+bn—0 (10)
té% za obecny, jako tvar predchdzejici.
' Majice pak tento tvar na zieteli, miZeme jej nahraditi tva-
rem determinantnfm, jelikoZ podlé zndmého vzorce *)
® be...
Ay & Cyounly
agbyw ...l | =arfan—? SO a3 24,0} ... 4,0,
Anbpcy ... 2
kdez znacf 4,® determinanty stupné k-tého s p¥ickou prézdnou,
jichZ dopliikovy determinant m& v hlavni piicce samé .
Rovnice tato (10) mé = kofenit a sice
Y1y Y20 Yas o0y Yny
tak’e moznd pak F(y) vyjddriti souCinem a psiti
F=@G—y)Y—v)@—y)...(0—ya);  (11)
a naopak, zndme-li tvar soucinu (11), mfZeme i pffmo sestaviti
kotfeny rovnice: (10).
1. Mdme-li tedy na zfeteli rovnici stupné tretiho **) tvaru
: x4 3ax - 20 =0, (12)

*) Viz Studnidka ,0 determinantech” pag. 28.

**) Co se tyde rovnice stupné druhého, neobsahujici nezngmou v 1. moc-
niné, tu se patrné obdrzi pfimo

x o

x @

=xl—oa?=(z } o) (z—a),

jelikoz tu z podmmky
@?*=1 plyne o=H1
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mézZeme ji porovnati s cyklickym determinantem
x, @,
dy =B, ®, | =x®— 3 afx-| o} p3 13)
@, B, x \
z néhoZ obdrifme podlé vzorce (9) téz
dy=(@+atp)@taotpo) @taotFpo). (14
Podlé vytknuté pravé souvislosti soucinu (11) s rovnicef (10)
soudime tedy, Ze rovnice
x®—3afrtat4-p2=0 (15)
mé tii kofeny a sice ~
v, =— (e +B), v, = — (e 0+ f ©%), v, = — (¢ ©*+ f 0%,
kdeZz vyznam veliin @ = o* a ®® jest z odstavce I. zndmy.
Srovname-li tedy rovnici (15) s ptedloZenou rovnicf (12),
poznéme, Ze

¢e.f=— a,
@ f= 2,
takZe vylouéfme-li tu z obou rovnic veliinu «, obdrifme
BE—2bp3—a*=0, (16)

kteraito rovnice, resolventow se jmenujic, poskytuje dva kofeny
a sice §,® a f,% A ponévadZ soucin téchto kofenl se rovng
¢lenu poslednfmu — a?, tedy plati

ﬂl ﬂz =—a,

e = B,

z CehoZ patrno, Ze B, a B8, nutno zvoliti tak, aby soucin jejich
byl realny a mél se zfetelem k a v rovnici (12) obsaZenému ozna-
¢eni opacné.

Co se tyce rozlitnych pfipadit zde moznych, s témi ne-
budeme se zde zandSeti, jelikoZ rozbor rovnic stupné ttetfho
nenf nasim tcelem, nybrZ jen methoda feSeni, uZivajicf cyklic-
ckych determinantd.

2. PredloZena-li pak rovnice ¢tvrtého stupné

wttaxtt+ba+tc=0, 17
miiZzeme ji porovnati s cyklickym determinantem
z, &, ﬂa 4
|7 =t — 2B 2ap) 2 4B (292
4 B, v, @, @ _(a2_72)2+ﬂ2 (52-40‘?)1
@, ﬁa V, ®
jejZ obdrzfme z predchdzejictho 4, klademe-li tam
15%
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@G =x, oy =@, & =B, a;=7p;
zérovein pak obdrzime podlé vzorce (9)
Ah=@Fatp47y) @fai—f—yi) (w—a—l—ﬁ—-r)
: (e—eai—B—ypi),
jelikoZ tu plati
o=0'=i ®*=0'=—1, 0®*=—1; 0*=1.
Rovnice tato md tedy kofeny
1= —(@+7p) | s=BF—(e—7p)i
y=—pf+ @+ | &y =p-+@—2)53
jeZ patrné vyhovujf podmince
2, - 2y 25 +2, = 0.
Porovndme-li pak levou stranu rovnice s determinantnfm
vyrazem souctovym, pozndme, Ze

Bt 2ay=—3, (18)
B+ =1, (19)
(@ — ) — B (B — dar) = —c. (20)

Z prvnich dvou podminek téchto snadno si zjednidme pre-
vedenfm veli¢iny B a % na stranu pravou a pfiméfenym pak
spojenfm ‘

(@4-9)* ——4—ﬂ— 5+ ﬁ‘), (1)
(a—7)2=4—ﬁ+(§ +ﬂ’), (22)

z CehoZ plyne, ndsobfme-li na obou strandch,
@ == g —(5 +6)
168% \2 ?
nadeZ z tret! podminky se obdlii kubické, resolventa.
4 2 __ __
B 5ht+ T8 — =0, (23)

Rovnice tato mé aspoii jeden positivnf realny koten g,?
z ¢ehoZ B, se uréi co do znamenf se zfetelem ku podmince
(19) souhlasné s veli¢inou b; ostatni dva kofeny B,* a B, jsou
bud oba positivni nebo negativni, anebo soujemné a tu sdruzené.
Jelikoz pak z poslednfho Elenu rovnice (23) plyne

b2 B: By =5 - (24)
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nutno zvoliti ze Sesti hodnot

+ B,k ﬁz, x5
tfi vidy tak, aby oznaceni soulinu souhlasilo s oznacenim koef-
ficientu . A podlé toho se tedy z rovnice (21) se zietelem
k tomu, Ze z drubého ¢lenu resolventy plyne

BB A=,

1/ ° a o
a+}’_v471_ (§+ﬁl )
anebo se zfetelem k relaci (24)

“+y:v2ﬁzﬁs'—(;—"+ﬁ12)

= V28,8, +B,*+B:*=B. 4B
a podobné plyne z podminky (22)
«—y= V28,8 — By — B3> = (B, —By) 7.
Méme-li tedy na zfeteli hodnoty kofentl, jaké poskytl sou-
¢in, odpovidajicf determinantu cyklickému 4, pozndme, Ze ko-
feny rovnice (17) jsou tyto:

ptfmo obdrzf

wl =_p1—ﬂ2_ﬁ3a
x, = — By + B, + Bs,
®y =+, — B -+ B,

@y =+ B + B — Bs.

Koneéné budiZ jeSté poznamendno, Ze rovnice (17) m4
a) wvsechny kofeny realné, jsou-li kofeny resolventy positivni,
b) dva realné a dva soujemné, je-li jeden koten resolventy posi-
tiuni, ostatni soujemné, a c) vechny soujemné, je-li jeden kofen
resolventy positivng, ostatni pak negativni.*)

Poznamendni. Ze rozsfieni této methody, cyklickych de-
terminanti uzfvajfcich, na rovnice stupné pdtého a vyssiho nelze
provésti, potvrzuje vyrok jiz Abelem odivodnény, Ze algebraické
feSenf rovnic téchto nelze vSeobecné provésti.

*) Ctenairum ku praksi téz piihliZejicim budiZ odporudeno fesenf rovnice
x* — 60x? 4 80x |- 384 =0,
x* — 224 90z -} 250 =0,
Jez Staudacher ve svém spise ,Lehrbuch der algebraischen Analysis“
(Miinchen, 1882) k této theorii pfiddvd, a z néhoZ byl podnét vzat
k tomuto pojedndnf.
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O stiedech krivosti krivek Descartovych
a kuzZelosedcek.

Napsal
F. Machovec, professor v Karling.

Definice kfivek Descartovych obsaZena jest v rovnici
210, + 4,03 = 2q, ‘
‘e znalf 4,, 4, a 2a veliiny stilé a @, a @, privodife f,m
a  n libovolného bodu m kfivky.
Zvolfme-li spojnici ohnisek f,f; za osu uselek, stied délky
Jfofs = 2¢ za politek pravoihlé soustavy soutradnic a oznacime-li
tihly tvofené osou X a kolmicemi, které jsou z pocdtku o na
privodice spustény, @, a @,, jest rovnice prfmky
fim... . Fy = (x—c)cosa) -}y sin e, =0,
a pimky
Jam ... Fy = (2 c)cosa, -y sin e, =0.
Rovnici normély v bodé m kiivky Descartovy lze psati
ve tvaru
N=AM\F,—AF, =0,
a rovnici normély nekonetné blizké
N+ dN=0.
Pri tom jest
dN=p—4, [(x —c) stna; —ycose,] de;
~+ &, [(# ) sin @y — ycos ey ] da,.

AvSak
(®—c)sina, —ycosey =0, ¢&ili P, =0,
a (x+ ) sin @y —ycose, =0, ¢Cili P, =0,

jsou rovnice kolmic v ohniskdch f; a f; na priivodice vztycenych,
z CehoZ nésleduje, Ze ptimka P, kterd md rovnici
dN do,
da, — M1 g
prochéz{ priseénfkem s kolmic P, a P,. Spojuje tudfz tato
pifmka bod s se stfedem krivosti mista m kiivky Descartovy.
Rovnici ptimky P, lze psati jeSté v jiném tvaru. Z rovnice
20, + 4,0, = 2a,
obdrZfme diferencovénim

A, do, + 2,dg, = 0.

— AP, =0,
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Oznacime-li @, 2 @, thly, které tvoff norméla N s pri-
vodi¢i bodu m, jest
do, = g,duy tg gy,
 do, = g,da, tg py,
coZ vloZzeno do rovnice piedchdzejicf, poskytne
A0,de, tg @y +X,0,de, tg p, =0,
a uvézime-li jeSté, Ze

@y __COSQ,
0, cose,’
obdrZime
de,  2,cose, tgq,
da, — A cosa,tge,

Na zékladé toho lze rovnici piimky P, psiti ve tvaru
P, =P, cosa, tgp, + P, cos a, tgp, = 0.
Porovndme-li rovnice ptimek P,, P, a P, s rovnicf p¥fmky
P, =P, cosa, | Pycosa, =0, kterd jest urfena body s a m,
shleddme, Ze

t,
(P,P,P,P) =— 9%

Ty% dvojpomér vSak ndleif pfimkam F,, F,, N a tetné T

kiivky Descartovy v bodé m ; jest totiZ i
—_ Yo
(F,F,IN) = — e,

Z toho jsou patrny véty:

a) Dvojpomér, dle néhoZ déli bod Cartesiany a jeho stied
kitvosti dsecku mormdly, obsafenou mezi kolmicemi wvztylenymi
v obow ohniskdch na priwodite onoho bodu, roven jest dvojpoméru,
dle néhoZ tetna a normdla toho bodu oddéluje priwodide.

b) Primka, kterd jest urdena dvéma body kruZnice opsané
trojihelniku f,f,m a sice bodem s k bodu m protilehlyjm a bodem p,
pro ngE platt (fyfymp) = (F,F,TN), prochdzi stiedem Kifivost
mista m Cartesiany.

Pro kuZelosecky platf tytéz véty. Dvojpoméry pfi tom se
vyskytujicf jsou harmonické. '
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