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O cornoidé.
Napsal Dr. Josef Klima. .

V L dilu IL. vyd. Loriova spisu: ,Spec. alg. und transc. ebene
Kurven“ je na str. 287 zminka o spec. kfivce 6°, jiZ A, Sanchez?)
nazval, a to, jak Gino Loria podotykd, nevhodng, rohovkou nebo
cornoidou. Kfivka ta nebyla dle zminky téhoZ autora dosud mnoho
vySetfovdna i chci v daldim odvoditi jeji tenu v libov. bod& a sice
jednoduchou prostorovou interpretaci, jakoZ i odvoditi poloméry kfi-
vosti ve vrcholech a jiné vlastnosti.

Dle zmin&ného spisu je vytvarny zdkon kfivky té tento:

' (obr 1.). BudiZ ddna kruZnice k; av ni dva kolmé priméry A, A, B,
a C,D,. Zvolme k prim&ru A, B, kolmou libov. t&tivu Q, 1Q,. Tu
teCna £, ke kruZnici k, v bod& Q, sestrojend, je profata kolmici
1Q, M, k této ten& spusdténou s bodu 1Q, v bod& M, kfivky, Sou-
Tadnice x a y bodu M, k osdm x, = A, B, a y, = C, D, moZno
“pak urtiti co rac. funkce veliCiny = tg% ®, kde ¢p= %:C S Q
a sice stupn& 3estého. Kfivka ta je tedy 6° a raciondlni. Je syme-
trickd k osdm A, "A, B, a C, 01 a m4 na ose A, B, dva dvojné body

oskulatni.
~ Abychom této konstrukc1 mohli ddti prostor. vyznam, uvaime
Ze bod M, kiivky moZno téX dostati v prlisediku teny ¢, kruZnice

k, s kruZnici /,, opsanou nad t&tivou Q, 'Q, co priim&rem. Zvolme
pak si v ose A, B, osu soufadnou x), a kruZnice k, nechf je
pidorysem elipsy k&, jez je v rovin& jdouci osou y, = C, D, kolmo
' k ndrysn& a svirajici s ptidorysnou tihel 45°. Je tedy elipsa & na

" rota¥ni ploSe vélcové V kolmé k plidorysné, jejimZ ptidorysem je

kruZnice ;. -
V3echny teCny plochy vélcové V, jeZ jsou horizontdlni a do-

tykaji se ji v bodech elipsy &, vytvéfeli zborcenou plochu P,
" je% m4 v ndrysn& dvojnou ki‘ivku kterd je rovnoosou hyperbolou d
majicf osy xaz (L= v bodé& S, jeZ je stfedem k, a k) za
asymptoty a vrchol v bod& A,, jeZ je. téz vrcholem elipsy k. Je-li
-totiZ ndrys bodu Q, jeho¥ pfidorys Q, zvolen libov. na k; v bodé&
Qg na ky a jeho vzddlenost od pfidorysny oznalena z, pak patrn&
" té% vzddlenost S, Q=2 (Q’, je prisedik t&tivy Q,'Q, s.osou
- Xye). - Ozna®ime-li prhisedik povrsky t plochy sborcené P s né-
o rysnou U, tu je patrné z pravouhlého 48, U,

SJ”QI S,,2U1='r’a tedyz x=r'
*) Ve sp:sku La cornoide“ (San Salvador, Central-Amenca, 1895)‘
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je rovnici dvojné hyperboly rovnoosé v ndrysn& plochy zborcené P.
Plocha tato md v phdorysn& rovinu fidici a za Fidici kfivky k a d,
jez jsou kuZelosetkami o spolenych bodech A'a B. Jeito t6%
hyperbola rovnoosd' d protind ub&inou pfimku plidorysny v Gib&2-
ném bod& osy x, je plocha P zborcenou plochou stupnd

2.2.2 -2.1—-1.2=4,
Rovnice této plochy vzhledem ke zvolenym osdm soui‘ je

(l)[ P=xz+y)r—z — r" = ¢, nebo
| P=yr(r—2%) —x*z2t+2x2rr —rt=40.

KruZnice /,, opsand nad Q, !Q, co priim&rem, je pidorysem
shodné kruZnice / v rovin& horizontélni, jeZ protind elipsu % v bo~
dech Qa!Q a kterd md stfed Q' v nérysné Vzddlenost jeji roviny
od ptdorysny je téZz. V3echny takové kruZnice /, jichZ priméry jsou
tétivy elipsy k& a le¥f v rovindch honzontélnich 1, vypliiuji trojosy
elipsoid E, jen? mé jednu osu v ose souf. y v CD a ostatni dv&
osy v ndrysn&. Jedna soustava kruhovych fezli elipsoidu je rovno-
b¥Zna s piidorysnou a body A, B jsou kruhovymi body elipsoidu.
Ptidorysnym priimétem je elipsa o vedlejsi ose v C, D, D, a ohniskdch
A,, B,, takZe hlavni poloosa

Sl!"Tl Vf’+f2"‘fV2

. Nérysem je elipsa’o sdruz pramérech 4, B, a ALB Rovnice
-elipsoidu je »

‘ S —(x——z)2+y2—r’—z’ . L

(2){ nebo ' E»—x’—}—y“‘—}—Zz2 2zx—rr=¢. - h

 Obg’ plochy P a E protinaji se v kiivce stupné 8, jei v na§em
pnpadé rozpad4 se ‘v elipsu.k, jeZ je ob¥ma spoleéné a v kfivku
k® stupn& 6, jejim% phdorysem - je cornoida k¢, a nérysem, jelto
obé plochy jsou soum&rny k'ni kfivka stupn& tfeﬂho kg

Rovnice ndrysu kfivky priiseiné dostaneme ehmmaci yz rovnic
(t) a -(2), vyloucime-li éinitele (x-——z), ktery Je rownici narysu ky
elipsy Spoleé &, ve: tvaru - v ,

3);__\ ,;‘ "k“-—-—2z‘——32r’+xr2=ﬂ

A Khvka ta 1e “soumérna dle sttedu S,,, a m4 v bodé tom bod_ A
ob(rjat;: a ftezfna v bodE tam md smémicl :}, jak snadno dostaneme ‘
z detivaci: e o R




- obecn§. s

"<vz;;>a4r< af)

-\Pro x: ..0 dostaneme z(3) 2,=0a

2y = t Vﬁ

, '('O’%v_f)

" atudiz i v bodd soum¥rmém dle Sy, je — % Je-li x=7, dostévame

‘a smirnice tetny v bodg

o - r Ty
Casraza=—-y5+513

2 pro =rl/2]ezl,,=+1/2aza~»——r}/2

a smérmce te¥ny v bodé (r)/2,—r)2) je — 4. Body tytoa teény |
. v nich daji se velice snadno sestrojiti. K vyrysovani Kkfivky £
moZno jegté urliti si polomér kfivosti v bod& T, resp. 'T,. Je totiz

[9 (r2 —2 :zz)2 -+ r‘]’f
1 2zr

_r}2 L diie
V_ dostaneme o= **,coz je Vi vzddle |
= nosti bodu T, od o8y 2 k Je tedy snadno sestroutelné kFivka -
. raciondlnd-3°% - Dvojny bod )eji je v.ub&ném bodé- osy. x, jeZto

- a tedy v Tg, )ehoi 2=

*libov..pﬁmka, rovnob&%nd s osou:x, protind ji v Jedmém bod&.

. Urtujeme-1i_prisediky. k¥ivky té s tib&%nou pHmkou, dostdvdme,
o 3e:vSechny tf priiseCiky -jsou .v- ib&ném bod& o8y x a snadno’
B 2 poé’tem stanovlme, Ze tento_ tbdng bod je. bodem. vratu a tefna
v ném, splyvd s ib¥%nou pfimkou roviny. Vzhledem k tomu mé
- kiivka: 181 jediny bod obratu reslny, a to v pochtku S,
oo PHstupote ‘nynf k° p.ﬁdorysu kS prﬁseéné kﬂvky Ic kteryito‘~
e vytvoteni. idou ;

ovalci--jeji: :
lip?mdu (2).arovnice (3 nérysu Ic“_ Dostévéme romci comoidy v




jez je ubéinou pﬂmkou ptidorysny, je toti dvojnou pfimkou této
plochy a protind vdlcovou plochu V v imag. kruh. bodech, jeZ
jsou kuspiddlnimi body zborcené plochy. Té&mito body ]de téz
plocha elipsoidu E, a proto jich pronik m4 v bodech t&ch body
vratu. Torsélni phmky plochy P, jeZ jdou t&mito kusp. ‘body, jsou
ub&inymi pfimkami mxmmélnfch rovin, ]doucich osou 2 plochy
vilcové V. Telny v on&ch bodech vratu jsou tudiZ v (ib&%né roving
a promitaji se tedy do plidorysny v b&inou pfimku.

Na ose x jsou dal$i dva redlné- oskula&ni body dvojné a sice
ve vzdilenosti + J/2 od stiedu. Tyto vznikly splynutim tfi dvoj-
nych bodii. Stejn€ na ose y=C, D, jsou dva imag. dvojné body
a sice ve vzddlenosti + ri}/2 od stfedu, ¥im% dostdvdme celkem
10 dvojnych bodil rac. sextiky k¢.

JeZto cornoida jevi sé ndm co plidorys pruseéné kfivky elip-
soidu E a zborc. plochy P, sestrojime te¢nu m, v libovolném bod&
jejilm M, co pfidorys prﬁseémce rovin teCnych, sestrojenych k ob&ma
plochdm v pfisluSném bod& M. Urteme nejdfive ptidorysnou stopu
p° roviny tefné ©+ v bod€ M k elipsoidu E. Podél kruZnice / jdouci
bodem M, dotykd se elipsoidu kuZel. plocha o vrcholu V na prii-.

méru A B elipsoidu (V, =, x,.,). Pudorysnd stopa p, roviny tetné-
prochdzi ptidorys. stopmkem P povrchové - pfimky VM kuZele a

je kolma k poloméru Q', M, kruZnice I Pi‘imku p% moZno té2
obdrzetl bez ndrysu, uvélime-h, Ze

S Py:P V= Q,M, M; Uy = QIMI M, V

a‘proto P, M, 1 S, Q,. __Abychom. tedy uriili stopnik P,, tfeba jen |

v M, vzty&iti kolmici M, P, L, a v prisetiku P, této's osou x
vztytiti kolmici k ose x az protne teCnu f, v bodé P,, jim% prochézi
Py L QL M, ‘

Déle uréeme pﬁdorysnou stopu p*, roviny teéné T ke zborec.
plofe P v bod& M povrdky t..V.bodech Q, U a v ib&ném bod¥
povrﬁky t dotykaji se plochy roviny, jich% - ptidorysné stopy jsou
t,, ptimka, jeZ je rovnob&%n4 ‘s £, ve vzddlenosti 2 r od stfedu S,.,
(jezto te¥nma k rovnoosé hyperbole d v bod& U protind- osu x

. v bod& vzdileném od.U, o tuté% délku jako je U, od Sis), 2
ub&n4 piimka padorysny. - Jefto fada bocgﬁ na povrice ¢ je pro-
jektivnd se: svazkem rovin. te¥njch, sestrojenych-ku plode zborc.
v téchto bodech, je té% osnova rovnobdZinych phdorysnych -stop
rovin te€nych projektwnési‘adou plidorysii bodi _dotyZnych. Protne- -
. me=li tedy pfxdorysné stopy teénich rovm pﬂmkou S,., St Qu dosta-'
. neme. fadu o

Q""-Qx. QU= s,.z QW
iei je podobna s fadou Qn U‘, M,' MY jelto jich‘jubéiné».'bodyf.}
-<_sia-odpovida1{ a proio MlM“ u U1 Uf_ Bodem M" 1de p'1 rovno~ 3
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b&inZ s t,. Prﬁsec‘.:k R, obou stop p,* a p,” je bodem hledané
tetny m, v bod& M, sestrojené ke cornoidé k¢. Spojnice nérysur
P, bodu R s M, 1e tetnou k ndrysu k§.

Toho, Ze ndrysem priiselné kﬂvky je rac. kubika snadno
sestroptelné oviem Ze z ni pro redlné body cornoidy plati jen
t4st od bodu A, pfes M,, S,,; k bodu B,, moZno uZiti k snadnému
odvozeni polomé&rli kfivosti ve vrcholech C, a A,. Inflexni tedna

v 'bod& C, kfivky k§ md sm&mici { a tedy rovnici z=4x. Tetna
ta je’ ndrysem’ rovmy, jez protind elipsoid E, na n¥mZ kfivka ta
je, v elipse e, jeZ kiivku k® v bod& C oskuluje a tedy jeji piidorys
e, oskuluje cornoidu v bod¥ C,. ’Vedle]§i poloosa piidorysu e, je

polomér S, C,=r a hlavni poloosa l!:e souf. x-ové priseCiku nérysu
e's nérysnim obrysem elipsoidu
~ Z rovnice ‘nérysného_ obrysu elipsoidu:
x1+4-221 —22x—r2=0,
1

a tefny inflex.  z=3X
| " 9
- dostaneme A xt= 5 i,

a tudiz polom&r kfivosti elipsy e, v bod& -C, a soutasné polomér
kfivosti’ comoidy ve vrcholu C, a D, je -
' : x 9
@ ="
.+ Podobné moino odvodm polomér kfivosti ve vrcholu 4, cor-
-noxdy ‘Tetna. v bod€ A, ke kfivce k$ mé sm&rnici — % a tedy

rovmcu' S z-—r—-—-——(x-—r)

- a rovma, jdouci li kolmo k ndrysn& protind elipsoid E v elipse,
. -jeZ dotykd-se kfivky k¢ ve &tyfech nekone®n& blizkych bodech a
- proto jejt ptdorys- oskuluje cornoidu ve vrcholu A,. Provedeme-li
: -poéet jako dﬁve. dostaneme poloo u pﬁdorysu ehpSy, 1douci vrcho-

_r__ proto polom&r kfivosti. ve vrcholu

‘a tedy téz B,je g,’==g-‘_; I

:Bod T,, jenz je pﬁdorysem prﬁseéného bodu 7 narysného.
rysit- elipsoidu s dvojnou- rovnoosou: hyperbolou plochy zborcené
; oskulaén(m”dvojnym ‘bodemcornoidy. - Druhy je symetricky'
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Zapmavou sextikou je 161 stranorys k¢ prfisené kl‘lvky ke
(obr. 2). Eliminaci x z rovnice (2) elipsoidu E az rovmce (3) n4-
rysu k§ dostaneme rovnici stranorysu, ve tvaru

k§ =425—8r:zt-L5r 22+ riyr*—ro =0, nebo
5) k=y= +_2_(zz___.)'l/,-2__zz

Kfivka tato je soumdrnd dle osy y a z a je obsaZena svymi
redlnymi body uvnitf kruZnice o poloméru r, kterd je stranorysnym
obrysem ehpsoxdu E. Vrcholy této kfivky jsou v bodech Ay, By a

r
V2
v nich% te¥ny vytinaji na ose y Gseky + rJ/2. Tyto dostaneme
totiZ co priisenice roviny tefné k elipsoidu E v bod& T (obr. 1),
jez je rovnob&ind se stranorysnou s rovinami teZnymi, sestrojenymi

v bod& T k zbotc. ploSe P, jeZ jsou dv& a prochdzeji pEsluSnymi
povrchovymi pfimkami, které sviraji s ndrysnou 45° a tefnou, se-

Cy, D;. V bodech T(O 1/2)a 17, (0 ) mé dvojné body,

strojenou k dvojné hyperbole d v bodé T a jeZ vytind na ose x .

tisek 2 r VZ

Pro cornoidu zajimaji nds body na §, v nichz teCny " jsou
rovnobéZny s osou 2, a jichz phdorysy ]sou body na cornoidé,
v nichZ te¢ny jsou rovnob&Zny s osou x. V obr. 1, a 2. vyznaéen
ze Etyk t¥chto bodt, bod E. Z rovnice (5) jde

‘ody +z(5r* -62%) 5r‘-——18z2r2+12z4
dz = r2l/r2——z2 . dz'_ - r”(r2—zz)’/-

Pro bod E musi tedy
: 622~5r’ atedy z=+ rl/ ay = + l/—

az rovmce nérysu k6 dostaneme

Ki‘ivka kG mei étyfl reélné body inﬂexe, pm nét

e _l/ ‘

Ve vrcho!ech ki‘nvky té moino 161 urélti z naﬁf prostorové inter-
pretace polomé&ry kFivosti.: Tak 've ‘vrcholech C, a D, oskuluje
kFivku : k§: elipsa :e,, stranorys elipsy - e, -které . jsme wuZili. pfi
urEeni polomém ki‘ivosti ve vrcholech G aD1 comoidy Jeji polo-
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osa hlavni je G, S S;=r a dvojmoc vedlej3i =1 r?, takZe polomé&r
kfivosti v C; a Dy je 1

Ql=—5f. )

Stejn&  ve vrcholech A; a B, dostaneme polomér kfivosti, jeXto
elipsa, jeZ oskuluje kfivku k® v bod& A, a kferé jsme uZili dfive pfi
cornoidé, m4 za stranorys ehpsu, jejiz poloosa, jdouci vrcholem

A, jes‘t-'1 a Ctverec druhé je ——, takZe ¢, =r a KruZnice oskulatni

17 ’
ve . vrcholech A; a B splyvaji tedy s kruhovym stranorysnym
primétem elipsoidu E.

Konstrukce jednotlivych bodii M, této Kkiivky k§ vyplyvd
z konstrukce cornoidy; ta vyznaena v obr. 2. pfi bodu M, a
zna§( prostor interpretace moZno té% obdrZeti tetnu m, v bod& M.

' - Sur.la cornoide.
(Extrait de Particle précédent.)

.La courbe G° surnommée cornoide par A. Sanchez et men-
tionnée dans le premier tome de Poeuvre de G. Loria, ,Spezielle
alg. und transz. ebene Kurven“ (p. 287 de la 2¢ édition), est
considérée ici comme la projection horizontale de la courbe
d’intersection k¢ du 6¢ ordre d’un elipsofde général E et d’une
surface gauche du 4° ordre, ces deux surfaces ayant une ellipse
.k commune, située. sur un cylindre de révolution V au rayon r,
perpendlculalre au  plan horizontal, dans un plan contenant laxe
des y- et faisant, avec le plan horizontal, un angle de 45°. Pour
I’ elipsoide E. l’elllpse k est une section dlamétrale et ses sections

 : ~ circulaires sont ‘horizontales; .par suite, il a I'équation. E=x? +
T4yt 422% ~ 2xz-—-r’—-0 ‘La droite. & linfini du plan de pro-

_.jection' horizontal est:la dtrectrice de la surface gauche P; cette

surface touche fe- cylmdre V le long de Vellipse k; son équation

est P=xz 4 y)r# =23 — r2 =0. Cette surface coupe le plan

~ vertical " de’ projection -en une-hyperbole équilatére double; cefte . |
B hyperbole a les . mémes sommets que l'ellipse k et les axes x, y

. sont-ses asymptotes. La’ projection verticale.de -la courbe k% est
. une - cubique rationnelle, qui posséde une inflexion a Porigine et
7-;‘};un point cuspldak é Pmﬂni sur l’axe desx Son équataon est
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C’est une sextique rationnelle; elle posséde deux points de rebrous-
sement aux points circulaires, deux points doubles & osculation

aux points (+ r]/2_, 0) et deux points doubles imaginaires aux

points (0, iri]/i). L’auteur détermine la tangente en un point
arbitraire de la courbe et trouve, pour les rayons de courbures

9 1
aux sommets, les valeurs—s—r et gr.

Le profil de la courbe k¢ est une sextique rationnelle k,®
a I’équation
— ., 2 r#
b=y = i_;;(zz_z)]/ﬂ_zd,
cette courbe posséde les points doubles 7 (0, V%), 1T, (O,--T/%);
Pauteur construit les tangentes en ces points et trouve, pour les

r .
rayons de courbure aux sommets, les valeurs 5 r. Il détermine,

4 Paide de cette courbe de profil, les points de la cornoide, autres
que les sommets, oi1 la tangente a la courbe est paralléle & I'axe

des x; ces points sont (—__t ﬁr\/é, + ng)
: 3 Y6 3Y3
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