Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Ulohy

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 67 (1938), No. Suppl., D237--D240

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/120822

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1938

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/120822
http://project.dml.cz

ULOHY.

Uloha 1. Poudeni o transfinitni aritmetice najde Gesky &tend¥
v Neubauerové referité ,,Uvod do transfinitni aritmetiky*, Casopis 67,
éast D, str. 101—120. Jest dokézati tuto vétu:

Kaizdy alef x, je sou¢tem reguldrnich alefa x¢, kde & probihd mno-
Zinu reguldrni mohutnosti.

Pokyn: Pro irreguldrni g, necht jest wg reguldrni ordindlni éislo
konfindlni s w,. Alefy R: se sestroji, jak nasleduje. Necht ord. éisla &
probihaji posloupnost typu wg konfinilni s posloupnosti vSech ord.
éisel < w,. Pak polozime & =1 + 1, kde R, je mohutnost ¢isla &°.

Bed#ich Pospisil.

Uloha 2. Piiklad ke cviéeni na funkéni rovnice.

Pii oznaceni jako v mém ¢ldnku ,,Sur un probléme de MM. Bern-
stein et Kolmogoroff*, Casopis 65 (1936), str. 64—76, odvoditi teorém
obdobny teorému loc. cit. na str. 71, kde misto @ prijde dvojice funkef
@, a D, a rovnice (a), ..., (d) se nahradi rovnicemi (a’), ..., (d’), kde
UV = 0, {U,} monotonunf a U =1im U,: ‘
D(U*V |2, Y) =

= [®(U | 2,dZ) D, (V |2, Y) — [®U | 2,dZ) Dy(V | 2, Y)
R R

OUV | 2, Y) = (@)
= [O(U| %,dZ) Dy(V |2, Y) + [BU | ,dZ) Dy(V | 2, )
R R

DU, |2, ¥Y) > Py(U |, Y), Dy(U, | 2, ¥) > Dy(U |2, Y) (V)

o nt =o
[Foolen =

d+
{3¢MMM%¥4 — A+ 0], 7)
t=s

D,(0|z,Y)=E(x,Y), P02, Y)=0. (@)
Pokyn: Vsimni si analogie (a’) s adiénfmi teorémy pro cosinus

a sinus a rovnéZ analogie rovnice (a) loc. cit. s adiénim teorémem pro
exponencidlni funkei. . Bediich Pospisil.
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Piiklady ke cviéeni z topologie. Jde o priklady, které se daji resit
na zakladé ¢lénki, které jsem uveiejnil v Casopise vesmés v 67. roéniku
(1937—38) zcela jednoduchou aplikaci resp. modifikaci tam obsazenych
tvah anebo na zdkladé konstrukei, které zde poplsup Uzivam nézvo-
slovi Cechovych ,, Topologickych prostora‘‘,!) k nim# se vztahuji citdty
v zdvorkdch. O pottebnych vécech z transflnitm’ aritmetiky moZno se
poudit z Neubauerova referatu v Casopise 67 (1938), D 101—120.

F4s znadi prunik spoc¢etné mnoha F; (3.1). V prvnich dvou prikla-
dech se uZije véty, Ze mnozina I irraciondlnich ¢&isel na pfimce neni F,,
ale jest Fy4.2)

" 1. O B-prostoru (8.3) P;, ktery ihned popisi, jest dokdzati, Ze to je
dédi¢ny N -prostor (8.6, str. 253), ktery obsahuje otevienou mnoZinu I,
ktera v P; neni F, a jest Fs.

Otevrend base U-prostoru Pv jehoz body jsou rea.lm ¢isla, se sklada
z otevienych intervalli a z mnoZin (z), kde 2 € I (6.4).

2. O prostoru P,, ktery bude ihned popsdn, dokazte, Ze je to
AHU-prostor (6.1, 7.1, 8.4), ktery spliiuje druhy axiom o spocetnosti

(6.4.1), kters’r m4 body vesmés 0-oddélené (8.1) a obsahuje otevienou I,
kterd nenf F; a jest Fs.

Oteviena base U-prostoru P,, jeho% body jsou redlni &isla, se sklada
z otevienych intervald a z jejich prunika s I.

Jak znamo, 4 BRU-prostory (6.1, 7.1, 8.3, 8.5), které splnuji prvni
axiom o spocetnosti (6.4.1), jsou metrisovatelné (11.1). Tedy P, neni
R-prostor, ponévadz by byl jinak metrisovatelny a oteviend I by byla F..

3. DokaiZte, Ze P, je AHU-prostor (6.1, 7.1, 8.4), ktery obsahuje dva
body p; a p,, které ¥ ném nejsou O-oddélené.

P, bude rovina s ponékud zménénou topologii. Ptimka A rozetne P,
ve dvé oteviené poloroviny A; a 4,. Necht p, € 4;, p, € 4,. Okolim kai-
dého bodu z vyjma p, a p, rozumime prosté vnittek kruhu o sttedu x.
Okolim bodu p; bude kazd4 mnoZina obsahujici p;, kterd jest rovna A,
méné. koneéné mnoho uzavienych kruhd.

Definice: Necht P a @ jsou topologické prostory; pak P X @
bude topologicky prostor, jehoz body jsou uspofddané piry (z, y), kde
z e P a ye Q; okolim bodu (2, y) v P X @ bude kazdd mnoZina £ (z € U,

. (z,y
ye V), kde U resp. V je okoli bodu « resp. y v P resp. v Q. )

Jsou-li P a @ B-prostory (8.3), pak P X @ obsahuje uzavienou
¢ést homeomorfni s P (str. 257) a stejné P X @ obsahuje uzavienou ¢ast
homeomorfni s @ (jako podprostor vnoreny do P X ). Naproti tomu
pro jiné prostory tomu tak neni, jak ukazuje ndsledujfci priklad.

1) Casopis 66 (1937), D 225—264.

2) Obdobné vysledky jako v pnkladech 1. a 2. se dostanou i pro jiné
"Borelovy t¥idy, kdyZ se za I vezme 64st pfimky, kterd patii do x-té Borelovy
t¥idy a do Z4dné s pofadovym é&islem < o.
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4. Pro prostor P, jest Py X P, takovy AKU-prostor (6.1, 7.1, 8.2),
Ze neobsahuje uzavfené ¢asti, kterd by byla homeomorfni s P,.

Body prostoru P, jsou prirozend ¢isla. Uzdvérem bodu » jest pti tom
mnoZina viech m > n.

5. Za pomoci mych élanku ,,Note sur les espaces métriques com-
pacts® (Spisy pfirod. fak. Masarykovy univ. 249) a ,,Sur le nombre des
topologies d’un ensemble donné*“ (Casopis 67) dokazte ndsledujici vétu:

Necht 1 << ¢ < 2¢ (¢ = 2%0). Pak nutnd a dostateénd podminka,
aby metricky prostor (P, u) byl kompaktni, jest, aby pocet 4 HU-topo-
logii na P silnéjsich nez « (1.2) byl < qa.

6. Souvisly prostor je takovy, ée ho neni mozno rozdélit na dvé
uzaviené neprazdné disjunktni édsti. Urysohn sestrojil®) souvisly spo-
cetny AHU-prostor, se spocetnymi charaktery boda (4.2). Na zdkladé
toho a mého ¢lanku ,,Mohutnost prostoru s hustou édsti dané mohut-
nosti“ (Casopis 67) sestrojte souvisly AHU-prostor mohutnosti b,
jehoZz vsecky body aZ na jakysi co maji spocetné charaktery a co ma
charakter a (8% < h < a < 29).

7. Pro q > 2%, h = R, mozno prostor I v mém ¢&lénku citovaném
v 6. volit tak, aby to nebyl L-prostor (5.2).

Pokyn: Pro rtzné volené body f = oo je téch I celkem 2¢ > 2Xo.
Kdyby to byly samé L-prostory, bylo by jich nanejvyse 2o,

8. Necht 8, (n prirozené) jsou disjunktni mnoZiny mohutnosti 8,
které neobsahuji prvek oo. Body prostoru Py jsou prvky mnoziny
ZS ~+ (o0). Jednobodové mnoziny (s), kde s e ZSn, jsou v Pg oteviené.

Defmu_]lclml okolimi bodu oo v Py jsou mnozmy tvaru Pg— (8; 4+
+ 8+ ...+ 8,) — 8 se spocetnou 8. Jest dokédzati, Ze xp'(oo) = Ry»
Y (@) = Ko & jinak zp,(p) = yp(p) = L.

Pokyn K diikazu rovnice yp,(c0) = R, mozno si myslit, Ze body
v Py ]sou ordinalni éisla < w, (o0 = wl) Pak existuje vidy o < w,
takové, 7e £e€ S = & << g, a tedy S moZno brat vidy tvaru E(§ < o).

9. Dokazte, Ze prostory typu N v mém ¢ldnku ,,Theorémes d’exi-
stence pour les caractdres des points” (Casopis 67) maji vlastnost &
z problému V citovaného ¢lanku p. prof. Cecha (str. 263).

Definice: Necht P je prostor s topologif . Pak op(p), kde p e P,
jest nejmens$i kardindlni &islo této vlastnosti: Necht M C P, p e u(M) —
— M; pak existuje My C M takova, ze pew(M,) a w(M,) — M, mé
mohutnost < op(p).

10. Doka%te: Necht @ je prostor vnoteny do prostoru P. Necht
p e Q. Pak ag(p) < op(p).

Uber die Michtizkeit der zusammenhiéngenden Mengen, Math.
Annalen 94 (1925).
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11. Na zdkladé konstrukce prostoru Rg, kterou ihned popisi, se-
strojte ABRU-prostor (6.1, 7.1, 8.3, 8.5) s danym op(p) = 8 v bodé p
a 8 p(g) jinak vesmés = 1 takovy, Ze yp(p) = 2.

Pokyn: V niZe popsané konstrukei prostoru P = Rg kldsti za R
prostor I citovany v 6., kde h = 8 a a = 28, a za S obycejnou konver-
gentni posloupnost.

Body prostoru P = Rg budou uspotddané pary (r,s), kde re R
a seS. Okoli bodu (r,s) v P se dostanou, jak popisi. Bud U, okoli
bodu » v prostoru R. Ke kazdému z e U, pritadme okoli Ug* bodu s
v prostoru 8. Pak nase okoli je E(x e U,, y e U®).

z,

Pan prof. Cech sestrojilt) Bgl\g)-prostor (8.3, 8.6) B = f(I) s topolo-
gii u, ktery ma tyto vlastnosti:®)

a) MnoZina I mé mohutnost &, a jest u(l) = B. A

b) Jestli N jest libovolnd nekonedénd ¢ast mnoziny I, pak prostor
#(N) vnoieny do B je homeomorfni (11.1) s B.

c¢) Charaktery bodu (4.2) v B jsou vesmés < 2¥o.

d) B m& mohutnost 2¢ (¢ = 2Vo),

12. Na zdkladé udanych vlastnosti prostoru B dokaite existenci
bodti b € B takovych, Ze yp(b) << op(b). Bediich Pospi$il (Brno).

4) On bicompact spaces, Annals of Mathematics, Princeton 1937.

5) Posledni dv& vlastnosti prostoru B plynou z mych é&lanka ,,Sur
les caractéres des points dans les espaces topologiques, numéro 19, Spisy
prirodovédecké fakulty Masarykovy university 1937-38, a ,,Remark on
bicompact spaces‘’, theorem II, Annals of Math., Princeton 1937.
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