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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CLANKY A REFERATY.

Sférické a hyperbolické pentagramma mirificum.

Em. Klier, Plzeri.

V ¢lanku ,,Gaussovo pentagramma mirificum‘ uvefejnéném
v 62. roéniku (1933) 4. a 5. ¢&is. tohoto asopisu pokusil jsem se
o nalezeni spoleéného zakladu pravidla Neperova a Neper-Engelova.
V roéniku 64 (1935), &. 6 a 8 snazil se p. fed. Vaviinec a p. prof.
Friedrich odavodniti pro stfedoskolské vyuéovani pravidlo Nepe-
rovo. Dtkaz a zobecnéni téhoZz pravidla podal jsem v &ldnku
,,Dikaz a zobecnéni pravidla Neperova‘ v 66. roéniku (1936),
seS. 1. V nésledujicich fadcich objasnim pomér Gaussova penta-
grammatu k hyperbolickému a vyslovim pravidlo spoleéné obéma
geometriim. Tim doplnim jednak svoje ¢lanky a jednak Liebman-
novu praci o témze tématé: ,,Das Pentagramma mirificum und
die nichteuklidischen Parallelen z roku 1912 (Sitzungsberichte
der koniglichen Bayerischen Akademie der Wissenschaften).
Gaussovo pentagramma. a) Prvd a drubhd cosinova véta
sférické geometrie davaji pro pravothly trojahelnik vztah, z néhoz
vyjdeme
cos ¢ = cos ag cos by = cotg oy, cotg fr. (1)
Z daného trojuhelnika, ktery oznaéme jako k-ty, odvodime dalsi,
polozime-li
c 1 ar Crro— ) O or = B (2)
k+1 9 T lbk s k+2 {ﬂk 5 k k—1-

Prva relace ve tvaru cg41 + ar = ¥m, ¢ + br+1 = + pravi, Ze
dva pfidruZené trojuhelniky dopliiuji svoji pieponu s odvésnou
druhého na 4, t. j. na vyS8ku kulového oktantu, takze treti relace
je toho dusledkem, jakoZ i druhi.l)
Treti relace s druhou dava
Ckts = Ck  Okxs = &k Pris = Pu
a podle prvni relace
Aryes = A bris = by

1) Viz obr. 1 na str. D 15 v 1. seS. roén. 66 tohoto Casopisu.
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Je tedy mozno odvodit z k-tého trojuhelniku é&tyri dalsi
a paty je shodny s pavodnim. Tento cyklus je znamé Gaussovo
pentagramma mirificum.

Pomoci rovnic (2) prepiSme (1) na tvar

COS € = SIN 41 8in ¢z—1 = cotg cx 42 cotg cxp—2 (3)

coZ je znamé cyklické pravidlo Neperovo v ponékud pozménéné
formé, k némuZ (2) popisuje piislusné pétithelnikové schema.

b) Kdybychom oéislovali trojihelniky v poradi podle thlo-
pricek pétithelnika, nahradili bychom k42 za k41 a I =1
za k 4+ 2. Tim bychom nahradili (2) relacemi:

% 1 b
0k¢1={ﬂ:, Chi2 = En_{az’ ar = bp41. (4)
Trojahelniky jsou piifazeny podle stejnych odvésen (3. relace),
kdezto v prvém piipadé byly sefazeny podle stejnych dhld.
Z rovnice (3) dostdvame Neperovo pravidlo v obvyklé formé
COS Cx = Sin Cg—g SN Cx42 = cotg cxy1 cotg cr—
a k nému pétithelnfkové schema (4) shoduje se s pofadem prvki
tak, jak se v trojihelniku vyskytuji.

Z uvedeneho je ziejmo, Ze Gaussovo pentagramma, které se
uvadiva?) nepiilusi k petmhelmkovemu schematu a Neperovu
pravidlu obvykle uzivanému.

Hyperbolické pentagramma. Hyperbolickd geometrie
oznaduje se nékdy jako imagindrni. Zduraznéme vSak, Ze je realnd;
vidyt neni vyloudeno, Ze je na§ prostor hyperbolicky. Toliko
model, na némz studujeme hyp. geom. je koule o imagindrnim
poloméru.

Je-li dan v hyperb. roviné pravothly trojahelnik o prveich
a, b, ¢, x, , odpovida mu na modelu trojahelnik o stranach. a/e,
b/i, c/i a thlech «, 5. Podle toho mutzeme do vysledku sférické
geom. vloziti tyto hodnoty, zavést hyperbolické funkce a dosta-
neme relace platné pro hyp. rovinu. Tento postup je pro skuteéné

fefeni trojahelniku ne]Jednoduss1

Gaussovo pentagramma na imaginarni kouli bude vyjadieno
relaci

cos ¢/t = sin (37 — ag/s) sin (Jor — bp/t) = cotg o cotg Br. (5)
takze Che1 = Yt — b Jiz sousedni trojthelnik byl by imagi-

narni. To ostatné vyplyvé i takto: ProdlouZime-li na pf. odvésnu a
az k pélu odvésny b, t. j. k (imagindrnimu) priseéiku s kolmici na

%) Hessenberg: Ebene u. sphérische Geometrie. Str. 115. Nebo obr. 2
str. D 16 1. seS. roén. 66 tohoto &asopisu.

’

D174



odvésnu b ve vrcholu 4. ma tento imaginarni bod byt jednim
vrcholem pfifazeného trojahelnika.

Na tuto okolnost upozornil v diive jmenované praci Lieb-
mann. Aby dospél k redlnému pentagrammatu, nahrazuje kulovy
oktant, v némz jevi se plifazeny &tyfthelnik, jinym obrazcem,
v némz povstavé Styfahelnik o 3 pravych thlech. Dosti zdlouha-
vou cestou uréuje prvky tohoto étyithelnika, z néhoz teprve stanovi
pfidruzeny trojuhelnik.

K reidlnému p. dojdeme vSak i jinak.

Vyjdéme od vztahu (5) analogickému k (1)

Cos ¢ = Cos ay, Cos by = cotg oy cotg P (6)

a zavedme uhel rovnobéznosti II(v) prislusny Gsedce v znamymi
vztahy
1

Cos v = sin TT(0) Sin v = cotg I1(v). (7)
Rovnici (6) pak lze dati tvar

sin Ilc;, = sin Ilay, sin ITby, = tg oy tg Pi. (8)
Polozme
my 1 ax me 1 B _ 1
’I‘Lk_ zn H(bk)’ Vi —_2_” Oék’ P = 2.7'[—1](6],) (9)

tim dostaneme z (8)
COS Py, = COS My COS N = cotg ug cotg v (10)
z &ehoZ je ziejmo, Ze velidiny m, n, p, u, » uréuji sféricky pravo-
ahly trojahelnik. K nému sestrojime Gaussovo pentagramma
podle (2)
1 m
Pre1 = & 70— L D= = m, (11)

Nng Vi
¢ili podle (9)
1
Cry1 = 4 [—2—75—17(2:)]’ Crag = 4 ('Bk) Be= oxg—1, (12)

&k

¢imz je dino redlné hyperbolické pentagramma a rovnice (8)
pomoci (9) a (12) dava

sin [1(cx) = cos I1(cx+1) cos [I(cg—) = tg II(ck+2) tg Il(ck—z), (13)
jakozto (pozménéné) pravidlo Neper-Engelovo?) s kruhovym sche-

3) N. J. Lobatschewskij: Zwei geometrische Abhandlungen. P¥eloZil
z rustiny F. Engel.
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matem podle (12):

M) =ga—M() Maw =2 0y

Rovnici (10) odpovida podle (11) kruhové pravidlo Neperovo

COS P = SiN P41 Sin Pr—1 = cotg pg+2 cotg Pr—s (15)

se schematem (podle (9) a (11))

ap:

1 1
Pr = 7”_17(%)- Prx1 = H(bk)’ Prte =-2—n—/3k

o ﬂk = Xf—1.

(16)

Pravidlo (13) je homogenni v thlech. Zaménime-li i zde

pofadi trojuhelnikt tak jako ve sférické geometrii v odstavei b),

dostaneme z (15) pravidlo Neper-Engelovo, tak jak se uvadi a uzitim
(7) a (8) dojdeme k pravidlu homogennimu v tseékach

4

Cos ¢, = Sin (cz+1) Sin ¢;—1 = Cotg cz+2 Cotg cz—1 (17)

s prvky kruhového schematu

Xk 1 ay
Crptr1 = A (ﬁ:). Cry2 = Yi| [?n— H(b;)] ay = bk—l- (18)

Pichled. Gaussovo pentagramma dava pro hyperbolickou
rovinu imaginarni pentagramma. Zavedenim thlu rovnobéznosti
dospéli jsme k redlnému pentagrammatu hyperbolické roviny,
které neni Gaussovym. Kdybychom zavedli tthel rovnobéznosti
rovnici cos v = 1/sin II(v) i do sférické geometrie, dostali bychom
pentagramma imaginarnich trojthelnikt, které by také nebylo
Gaussovo. Z tohoto hlediska muzZeme povazovati pravidlo Neper-
Engelovo za platné pro obé geometrie.

Uvazovali jsme k-ty trojuhelnik jako zakladni. Oznaéme nyni
jeho prvky bez indexu, jakozto prvky daného trojihelnika (nultého)
a pro piehled sestavme kruhova schemata podle rovnic (2), (16), (18)
a k nim p¥islusnd pravidla (3), (15), (17) vyslovime souborné.

Stér. geom. Sfér. i hyp. geom. Hyperb. geom.

B & dm—atn—p AQa—Hb)] Alz— ()
n—bin—a 1) Il(a) A(p) A(e)

v c Y — Il(c) c

stérickou goniometricky -
Pro trigonometrii {oboji } cosinus {gom'ometricky} libo-

hyperbolickou hyperbolicky
volného prvku prislusného schematu rovna se soudini sini
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[goniometrickych :
goniometrickych} prvkid prilehlych nebo souéinu cotangent
Ihyperbolickych
goniometrickych
I goniometrickjrch} ‘prilehlych prvkia.
lhyperbolickych

Pozndmky. Prvky viech trojihelniki Gaussova pentagr. jsou
sestaveny na str. D 16, 1. seS. roéniku 66 (1936). Prvky hyperbo-
lického p. na str. 167, 4. a 5. seS. roé. 62; v téchZe ¢&islech jsou
p- zobrazena. Obraz p. trojihelnikd razenych podle stejnych od-
vésen lze snadno sestrojiti.

Zobecnéni hyperbohckeho p. lze provést obdobné jako jsem
v difve zminéném &lanku zobecnil Gaussovo p. pro kosouhlé

trojahelniky. Dospéli bychom tak na p¥. ke 3 vzorcim obsahujicim
vSech Sest prvkua trojahelnika tvaru:

— Sin b Sin ¢ 4 Cos b Cos ¢ cos & = smﬂsmy—cosﬂcosy(;osa
nebo
 1(c) — ;S0 1(0) sin 11(c)
— cos II(b) cos II(c) — cos fcosy - sin @)
— sin B sin y sin I1(b) sin II(c) = 0

coZ je obecnéjsi vzorec nez stary vzorec Lobadevského o péti
prveich

-+ cos &x — -

§1§E@.SP-1 HLl — cos « cos I1(b) cos Il(c) =

sin I1(a)

Pro zajimavost uvedme ¢&iselny piiklad, z néhoz bude patrno,
jak lisi se hyperbolickd rovina od euklidovské. Volme znamy
trojihelnik ¢ =3, b =4, ¢ =5, jehoz uhly (pfiblizné) jsou
o = 36°50’, B = 33° 10". Poditejme prvky hyperbolického penta-
grammatu odvozeného z trojihelnika a =3, b = 4 délkovych
jednotek a necht polomér kiivosti je R¢ = 100¢ jednotek délko-
vych. Vysledky shrnuty jsou v tabulce a mimo to je:

I(a)="12°30" II(b)=68°0" I1(c)=61°50" A(x)=11,5 A(f)="17,3 d. j.

a b c Y B
3.0 4.0 5,1 35° 20’ 51° 20/
4.0 10,4 11.5 18° 0’ 61° 50’
10,4 13,5 18,4 22° 0’ 35° 20’
13,5 6,7 14,7 51° 20’ 18° 0’
6.7 3,0 7.3 61° 50’ 22° 0

=D

D177



		webmaster@dml.cz
	2012-05-16T12:21:30+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




