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K metodice goniometrickych rovnic.
Karel Lerl, Mistek.

I. Z Yefeni rovnic nejobtizné&jsi se zdaji Zdktm rovnice trans-
cendentni, z nichZ na prvém misté jsou rovnice goniometrické.
Kromé obvyklé apravy, pristupuji zde dalsi nesnaze, jako vztahy
mezi funkcemi goniometrickymi jednak p¥i uvadéni na touz
funkei a tyZ argument, jednak p¥iocenéni platnosti vysledkt. Dopo-
ruduje se proto, aby uditel sim podle né&jaké vétsi sbirky piiklady
si urovnal od nejjednodussiho az k t&z§im dlohdm, po pripadé
k systémim rovnic, které obzvlasté skytaji Zaktim neobydejnych
potizi. Ve svém pracovnim programu by uéitel vidy udal uréitou
rovnici, kterd by méla byti vzorem pro celou skupinu, v niZz by
néjakd novinka pristoupila a star§i by se opakovalo. Tim by se
mnohem zvétsil pracovni efekt a Gdinek by byl znatelny i v trigono-
metrii. Tam sice vysta¢ime kromé nékolika poznatkt z planimetrie
s dvéma vétami, sinovou a cosinovou, avSak postupu Feseni lze
dati rizné formy:

1. Budto se drzime stereotypnich postupt, éi

2. postup dodrzujeme piesné podle konstruktivniho Yesendi,
¢i posléze

3. na tlohu pohliZime jako na soustavu rovnic.

Je dobfe probirati vSechny t¥i druhy ¥efeni, aby se pak
nalezla pro ten nebo onen piiklad cesta nejvhodné&jsi, prakticky
nejcennéjsi. Konstruktivni FeSeni poskytuje dobré opakovani
latky a mimo to i pfedem podet piipadit a feSeni atd. Stejné
posledm pr1pad postupu davé tloze zcela jinou tvainost a rozborem
i vyS$i Groven.

sin cos Pri Gpravé a TeSeni goniome-

ey

/N \ trickych rovnic nutno znati toliko

/ / \‘ prubéh a periodicitu funkei, vzta-

/ S/ \ hy mezi funkcemi téhoZ argu-

/ / \ mentu, prevody funkei o jedno-
/ \ duchém argumentu na nasobny
L \ecotg® naopak. Pro vztahy mezi funk-
‘ /1\ / cemi je vhodné téz uvésti dosti
\ / - zndmou mnemotechnickou pomu-

\ / /’ cku ze starych cviéebnic: Vrcholy
\

pravidelného Sestithelnika a stted
jsou popsény tak, jak je vyzna-
/ deno na obrazku, pii éemz 1, sec,
pai cosee cosec jsou podtrzeny. Plati véty:

VIV

a) Soudin funkei Ghlu na dhlopfiéce rovna se 1. (Funkce
pievratné.)
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b) Ctverec velid¢iny podtriené rovnéa se soudtu &tvercu velidin

stojicich nad (sin®«x + cos?x =1, 1 4 tg2x = sec?«,...).
¢) Kazda funkce rovnd se soudinu obou sousednich (tg o =
= sin « . sec «, cosec x = sec « . cotg «, . . .).
¢’) Podil dvou sousednich funkei je roven funkei predchéze-
, , [ cotg «
jiei [—=— =cos «, .. .|
cosec o

Zbézné hledani funkei a jich logaritmé v tabulkéch je pfiro-
zenym pozadavkem pii FeSeni goniometrickych rovnic.

II. Postup pti probirani goniometrickych rovniec.
Je ziejmo, Ze pii FeSeni hledime toliko k vysledkim realnym.
Nejdiive udejme vidy feSeni elementédrni, t. j. v intervalu (0,360°)
& (0,180°) a pak obecné; pfi tomto dbejme toho, aby perioda
byla vyjadiena v téze mife jako je feSeni elementdrni. Mnohé
rovnice lze Fesiti mnoha zpisoby; dluzno si proto nékterych tako-
vych rovnic viimnouti a podati srovnan{ riznych zptsobd FeSeni.
Doporuduji se i ulohy, kde misto &isel zvlistnich vyskytuji se
funkece s konstantnimi ahly; tyto tlohy jednak skytaji opakovan{
vztaht mezi funkcemi goniometrickymi, jednak jejich feSeni je
dasto mnohem krat§i nez FeSeni numerické. P¥i Gpravé goniome-
trickych rovnic — jako ostatné pii Gpravé kazdé rovnice — nutno
dbati, aby upravena rovnice byla shodnou s rovnici danou. P¥i
nékterych typéch je vhodné i FeSeni grafické. Jednotlivé typy
goniometrickych rovnic bylo by probirati asi v tomto potadi:

1. Rovnice tvaru a f(nxz + «) + b = 0, kde f(x) znadi gonio-

metrickou funkei a % hovi jistym podminkdm podle toho, jakd

je funkce f(x). Cisla a, b udejme nékdy té% viceciferns, aby bylo
cvideno logaritmovani a ¥eSeni vyznadujme v jednotkové kruznici.

2. Rovnice, v nichZ se vyskytuji toliko reciproké funkce a to
v riznych mocnindch. Rovnice ty vedou k vy8§im rovnicim o téze
neznamé.

3. Rovnice, v nichz se vyskytuji dvé sousedni funkce (v Sesti-
thelniku) a v8echny &leny jsou téhoz stupné; rovnice ty pouhym
délenim pfejdou v rovnice o jedné neznimé.

4. Rovnice, v nichZ lze pouZiti vét o &tvercich funkei, av8ak
bez uzivani odmocnin (na pr. asin? x 4+ b cos x = c).

5. Rovnice, v nich% se vyskytuji toliko étverce funkei (nékteré
mohou vésti-k pouhym identitam nebo ke sporu).

6. Rovnice, v nichz uZijeme v8ech vét z na$i mnemotechnické
pomucky, vyhneme se vSak odmocninam. Vyskytne-li se pak
na pt. vice funkei, hledime je nahraditi sin z a cos =.

7. Rovnice tvaru

a fi(®) 4 b fo(2) = ¢,
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pokud nejsou zahrnuty v pfedchazejicim. Sem patii na p¥. rovnice
asin z + b cos « = ¢. V uéebnicich byva ji vénovano vice mista;
poskytuje téz nékolik postupit Feseni.

a) Prvni co Zaky napadne, je nahraditi sin x nebo cos z ko-
funkei, b cos * = ¢ — a sin z, umocniti dvéma a zavésti sin z. Tim
ziskd se kvadratickd rovnice s FeSenim

ac -+ b]/a2 + b2 —¢2
. a? + b
Jeito jsme umociiovali dvéma, ziskime o kofen vice a nutno

provestl zkousku, ktera je pro Zaky vidy jaksi trapnou a prlpra-
vuje nas zbyteéné o &as.

b) Podobné délenim na p¥. cos # piejde rovnice ve tvar
atgx + b=

8in x =

o5 @ Umocnénim pak dostdvame tvar
os

(a® — c?) tg? « + 2ab tg x 4 b* —c2 = 0, ktery skyta FeSeni

abj;cl/a2+b2—c2

a? — c?

tgr =

jez nuti nas k vypoctu sin z a cos x, ponévadZ je opétné zkouska
zadouci.
c) Existuji ovSem lepsi cesty, které skytaji kofeny s mengimi
potizemi. Uzitim zndmych vzorcu
sin x = 2 sin §x cos yx = _2%g3x
1+ tg? i’
' P 1 —tg¥ix
cos ¥ = cos? fx — sin? fx = T te? o

piejde dana rovnice ve tvar
b—c

2a
2 1, —_— — .-,
tg? i tg 32 b e 0;

b+ ¢
pak

esVETE S
tgq}x‘_ b+c

Tento vysledek sice skyta také dvé hodnoty pro tg fz, aviak pii
piedeslém postupu ke dvéma hodnotam tg x v intervalu (0,360°)
piislusely 6tyfi hodnoty sin z, kdezto zde musime hledati toliko
0 < 2 < 180°. Dostaneme proto jen jedno x a tedy pro sin z
obdrzime dvé spravné TeSeni.

d) Jiny postup v nafich udebnicich bé&Zny, je zavedeni po-
mocného thlu, jenZz je vhodny pro logaritmovani, akoliv byva
Gasto precefovan. Spoliva v tom, Ze kazdé redlné éislo mize
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byti vyjadfeno nékterou vhodnou goniometrickou funkei podle

toho, nachazi-li se v intervalu (— 1, 1), (— o0, o0) anebo v témz

intervalu s vyloudenim (— 1, 1). Jsou-li dana dvé redlna é&isla a. b,

lze uréiti redlné &islo m tak, Ze @ = m cos g, b = m sin p. Délenim

dostavame tg ¢ = (l, a pak m = ¢ — 2 Lze oviem téx
a cos @ sin @

uziti m = Va2 + b2 Uzijeme-li této substituce v nasf rovnici, je

sin (@ + ¢) = —;

vypoéteme-li tg ¢, jest pak
. ccosg csing
S a b
coz je tvar vhodny pro vypodet logaritmicky.

e) Nazorné jest téz grafické FeSeni (v podstaté geometrické).
V pravothlé soustavé soufadnic sestrojme kruZnici &2 + 72 = c?
a bodem M (b, a) stanovme k ni teény. Uhel, ktery piisluina

normala tvoli s osou X, je Zddany dhel z, nebot normalni rovnice
sestrojené teény zni

sin (2 + @)

fcosx + ysinx—c=0.

Ponévadz pak teéna jde bodem M (b, a), je asip x 4 b cos x = c.
Z grafického TeSeni lze poznati nejen, ve kterych kvadrantech z
lezi, ale i podet feSeni v piipadech, Ze bod M lezi vné, uvnitf
nebo na kruZnici.

8. Zvlastni pozornost nutno vénovati téZ rovnicim, pfi nichz
Ize zopakovati nejnutnéj§i véty o rozkladu mnohoélentt a to tim
spiSe, Ze tento rozklad je pro dalsi typy nanejvyse dulezity (na pf.
sin x —cos x + tg v = 1).

9. Rovnice, v nichZ uzijeme vyjadfeni pro f(x + «) ¢éi f(2z)
nebo naopak; vedou k jednoduché rovnici.

10. Rovnice pro zavidéni thlu dvojniasobného; pri tom je
nutno pro 2z stanoviti v8echny hodnoty v (0, 360°), je-li stanoviti
pro z hodnoty v (0, 180°).

11. Rovnice, v nich% lze jednou nebo vicekrate uziti teorému
adi¢nich.

12. Typy rovnic, v nichz lze toliko funkce f(nx) prevésti na
funkce o jednoduchém argumentu.

13. Vhodnymi kombinacemi tprav postupné pak lze Fediti
rovnice, jez se zdaji na pohled velmi obtiZnymi a nepattily by
mezi nékteré typy z predchéazejicich.

III. U soustav goniometrickych rovnic nelze pro jejich
rozmanitost vytknouti né&jaké zvlastni typy. Uprava soustav po-
skytuje mnoho potiZi. SnaZime se, abychom rovnicim dali tvar
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co nejjednodussi, jako ¢&inime u algebraickych rovnic. K tomu
piistupuje tu pfi Gpravé snaha po téze funkei a jednotném argu-
mentu pii téZe neznamé, po piipadé po nejmensim poétu gonio-
metrickych funkei vibec. Nejbéznéjsi typy jsou f(x) 4+ f(x) =

z + y = %, pii nichZz uZivime adi¢nich teorémd s pomoci druhé
rovnice. Jiny typ i v geometrii hojné se vyskytujici je f(x) : f(y) :
:f@)=a:b:c, x + y + z = p. Zde je vhodné pouziti neuréitého
koeficientu Gmérnosti u, f(x) = ua, f(y) = pb, f(z) = uc, ktery
stanovime z rovnice f(x + y) = f(o — 2). Zajimavé jsou z nich
ty tlohy, kde volime ¢ = 180° a udame né&jaky dalsi prvek z troj-
thelnika. — V systémech, v nichZ se vyskytuje vice funkei, vy-
jadfujeme tyto dasto pomoci sin a cos a tyto pak jednotné tangentou
poloviénfho Ghlu, jindy tangentou celého argumentu, vyskytnou-li
se toliko &tverce téchto funkei. V mnohych ptipadech upravujeme
zase strany rovnic na vyrazy schopné k logaritmovani. Zvlasté
jsou-li nezndmé vazany rovnici x + y 4+ z = o (nebo 180°), lze pii
apravach dociliti jednoduchych systému. Uzivame-li systémi maji-
cich vyznam geometricky, plyne z toho mnohonéasobny uzitek.

Rozkladny elektromérny pristroj.
F. Boéek a V. Michal, Praha.

Pod timto nazvem vysel z dilen Fysmy novy piistroj, ktery
pro svoji mnohostrannou pouzivatelnost mohl by byti dobfe na-
zvan universalnim, a to bez obvyklé stinné stranky t. zv. univer-
salnich pristroju. Ma totiZ jen malo soucasti, které by pii vétsim
poétu mohly znamenati spiSe nepiijemné zatiZeni nez vyhodu.

Tento piistroj ulehduje znamenité dukladné prostudovani
vi8ech méficich pristroji, jez jsou zaloZeny na plisobeni pevného
magnetického pole na pohyblivy proudovodi, i povSechnych
zakoni elektrického proudu a galvanometrie. Predevsim osvétluje
se jim jasné zavislost tazné sily a jejiho sméru na magnetickém
poli a proudu vy]adrena vzorcem P = khil a pravidlem levé ruky.
Ve vzorci znadi b intensitu magnetického pole, © proud a ! délku
téch asti proudovodide, které jsou k magnetické intensité kolmé,
V tomto piipadé ma piistroj funkei t. zv. proudovych vah.
V jiné sestavé dovoluje ndm mé¥iti proud jako ampér- resp.
miliampérmetr, v dalsf jako voltmetr a koneéné v posledni
jako wattmetr. V celku tudiZz miZzeme jej upotifebiti po malych
zménéch jako &tyi ruznych méficich piistroju piip. pii demonstra-
cich jako jednoduchého proudového indikatoru. Pii vSech
téchto znaénych moznostech bylo pamatovano na to, aby kon-
strukce byla co mozno prithlednd a tak solidni, aby odolala i hrub-
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