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integralu
f e~ Aiy(x, ¢) dt

- 00

je pak pro véechna A > 4 patrna z odhadu
f[e—/”u(x, t)|d¢ ::fe*f“]u(x, ) dt < M, fe"’““‘dt = M, fef(A—‘)‘ dt.

Je tedy zobrazeni ptivodniho problemu (4) tak, jak nés vedlo k uloze
(B), opravdu opravnéno.
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La base théorique de la transformation de Laplace avec une application
dans la physique mathématique. Ingénieurs, physiciens et méme les mathémati-
ciens se servent de plus en plus du calcul opératoire. La premidre partie de cet article
donne la démonstration de deux théorémes fondamentaux qui forment la base
de cet instrument mathématique, dans la seconde partie nous nous occuperons
d’application des résultats obtenus & la solution d’un probléme d’équation aux
dérivées partielles — probléme renfermant un grand nombre de cas qui peuvent
se présenter dans la physique mathématique. Il s’agit ici des choses bien connues
et nos considérations ne sont pensées que pofir I'information.
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O POLARNICH KRIVKACH PROSTOROVE KUBIKY.
ZBYNEK NADENTK, Praha.

1.

Definice [I 1]. Budi£ dana prostorovd kubika c. Necht jejt bisekanta
bodem Y neincidentnim s Kubikou c ji seé’e v bodech 1C, 2C.
Bod Y uréenyj vztahem

(10,2, Y, Y) = —1

naweme pélem bodu Y (vzhledem ke kubice c).
Budiz T == C bod teény fc.l)
' Pélem T bodu 7T nazveme bod C; T=-._ C.

1) Tetnu resp. oskulaéni rovinu k¥ivky g v Je;lm bodd R znadime tQRreap wq
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véta [1,1]. Budif déna kubika ¢ rovnicems :

=1t (=123,4). (1,1)
Bod Y (y;) neincidentnt s kubikou ¢ md pél Y(y:)?)
Yi= 3y —2y° — ¥ty
Yo = — Y¥a¥Ys— Y2%Ys + 2y1¥5d (1,2)
Ys = Y1Ys¥s + Ya¥st — 2927y, Y

Y= —3y¥s¥s + 20:®  + vyl

Diikaz. Aby bod Y(y;) byl harmonickym pélem bodu ¥ (y,) vzhledem
ke kazdé kvadrice

al'sxz t Gy — @39® Ty — Q181 %y + By TeTy — Agy®yTy = O
kubikou (1,1) a tudiZ i pélem vzhledem ke kubice (1,1), musi byti

' YsY1— 292 + Y1Ys =0
Ya¥1— YsYa— Ya¥s + Y1Ya =0
YaY2 — 293¥s + Y2¥a = 0,

z ¢ehoZ plynou rovnice (1,2).

Definice [1,2]. Budif k raciondlnt k¥ivka (x plocha) riiznd od kubiky ¢
nebo jejt tecny (od plochy teden kubiky c). Necht bod K (P) probthd kfivku k
(plochu 7).

" Geometrické misto jeho polu K (P) nazveme poldrou k krwky k (polarni
plochou plochy 7).

Ktivka k stupné » neincidentni s kubikou ¢ mé poldru k stupné 3n
a naopak. O polérich plati tyto véty, v nichZ C znadi spoledny reguldrni
bod kiivek , c:

Véta [I 2] BudiZ s spojnice bodu O s druhym priseéikem kubiky c
8 rovinou telnama iy, tyo.

Nutnd a postatujict podminka pro to, aby incidence kfivek k, ¢ vbodé C
sniZovala stupei poldry k prdvé o 1, je:

Kfivka k se v bodé C nedotykd roviny wec.

Poldra k jde pak bodem C a md v ném teénu ty g uréenou vziahem

(8 teos tros tkC’) =—1L ‘ (1a3)
Diikaz. K¥ivka k stupné n s reguldrnim bodem €' = (1, 0, 0, 0) pro
z, = a,A + a7, + adt% + ...

Ty = by AT g + b ATTEA5 + ... 14
Xy = 61}.']‘__112 + 62).'1—22-2 + ver ’
Ty = d1}_{’;—1}~n + dzl’{—zlg +...9)

m4 poldru k

%) Viz GINO LORIA, Curve. sghembe speciali algebriche e transcendenti, dil I,
(1925), str. 91—98, kde body Y, Y jsou nazvény kon)ugova.né
. ‘) Mldky zde i v daldim pFedpokladéme, Ze rovnice kiivky eplﬁuji podminky
na ni kladens. .
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X, = — aocill‘°""1 + (3agh,e; — aod, — 2aoald1) }.1” 212 + ...

X, = - (20407 — agbydy) A" "2 Ay + .vn (15)
Xy = o Aty dy A3 2 + . ’
Xy = . : adiAy T2, + ...

Nutné a postadujict podminka pro to, aby uvaZované incidence sniztovala
stupen polary k pré.vé ol,jed; £ 0, t.j. kiivka k se v bodé C nedotyké.
roviny w,e = &, =

Pro dtkaz dalsi dasti véty zvolme za rovinu teden Zc, tw rovinu °
x3_0 Pak je c; = 0 a tedy _ ‘
Ct=ay == 0, lo=2,=1,=0,
he=d2,— bz, =2, =0, tcoc=dz, + b¥x4 =z =0,

takze vskutku platf (1,3). .
V&ta [1,3a]. Necht mczdence kivek E,cv bode c smiuye stupen poldry
k pravé o 2. ,

Pak krivka k md v bodé C
[V.] s rovinou w.c styk alespori 1. mdu a tyo == Lo anebo
"[Vs] s tenou t,¢ styk prdvé 1. fadu. -

Dikaz. Mé-li se stupenl poléry (1,5) knvky (1,4) sniilt uvaiovanou
mcldenci pravé o 2, musf bytl d,=0,t.j. -

X, = (3agh;c, — agdy) 2-3”_2 + ...

X, == 2aoclz.3n + (4“00101 - b101 - a/o 1dg) ;bsn-:l’ + . (l 6)
X3 == . . co ‘ (b1°1 + ayC1ds) )-1 At
X, = o260

a alespon jeden z koefxclentﬁ ,
3agh,c, — a, d,, 2%¢:1
nenulovy. K tomu je nutné a stati, aby budto
¢, +0,d,=0 anebo ¢, =0,d; =0 anebo cl=$=0 d,=i=0

¢, =0 vede k vyroku.[Va], ¢; =0, dg == 0 k [V}]. _
Véta [1,3b]. Necht pro kfivku k platl v bodé& C vyrok [V,] (vyrok [V,])

z vély [1,3a].

y Incidence lcrwek k cv bodé’ C smiu]e stupeii polary k pravé' o2a po-

ra k .

[W,] protind tez‘,'nu tw v bodé' T %= C' a nedotyka se v ném rovmy Weg

([Ws) jde bodem C a md v ném teénu tyo = teg).
Diikaz. JestliZe pro kfivku (1,4) platf vyrok [Va]. jed; =0,¢,+0 -

a stupen poléry k se uvaZovanou mcxdenc( sniZuje prévé 02.Z ]e1ich

rovnic (l 6) a cl % 0 plyne [W,] /

0 oo T D‘133'~

!



Jestlize pro kiivku k plati [V3), jee; = d, = 0, d, =#= 0, takze stupen
polary k se incidenc{ v bod& C zase sniZuje pré.vé o 2. Z rovnic (1,6)
- ady = 0 plyne [W,).

Véta [1,4]. Nuind a postaé’u;ic@ podminka pro to, aby incidence
k#ivek k, ¢ v bodé C sniZovala .s'tupen poldry k prdvé o 3, je: .

Kn,vka k md vbods C '

8 tednou tyc resp. rovinou w.c styk alespori 1. resp. 2.fddu a

8 alespori jednou poldrnt plochou oskulaéni roviny kubiky c ruzné od
" roviny wee styk prdvé 2. fddu. ‘

Poldra k jde pak bodem C a md v ném s telnou t,c resp. rovinou Weo
styk alespori 1. resp. 2. fddu.

Diikaz. I. M4-lise stupeii poléry k sniz1t uvaZovanou incidenci pravé
o 3, musf byti (viz (1,5) a (1,6))
: — 2d, = 0; 3a0b1¢:1—a,, d, = 0, 2a4,* =0,
4éehoic1_d1_d_0t] '
' X, = ( 3agbc, — 26,8 — afdy) A, + ...
Xy = (— apbyds— byle, + 2a,c2) A"y + ...

Xs={ agydy + bycs!— 2b,%dy) R T (17)
Xy = (— 3bieydy + 2c2 + agdg?) 4,03 + ...
a dé,le musi byti o
3<zob1¢:z — 2b,% — a2, # 0. - (L,8)

Rovnice ¢ = d1 =dy= Oﬂka]i Ze kiivka (1,4) m4 v bodé C s tenou t,¢
resp. rovinou w.¢ styk alespon 1. resp 2. Fédu; reIa.ce (1,8) vyjadfuje, Ze
8 polé,rni plochou
3x1x,xs —2x¥— 22, =0 :
rowiny xl =0 mé, k¥ivka (1,4) v bod$ C styk pravé 2. ré,du
I1. Je zfejmsé, Ze platf i opak.
. Zbyvajici d4st véty se 1hned potvrd{ z rovni¢ (1,7).
. Vé&ta [1,5]. Necht kfwky Sk (1 = 1, 2) protinajt teénu.t.c v regulamim
bogfdg'0$ C a necht ted'ny tyr E= tec = tur let v-teéné rovmé’ Icubzky c
v
Poldry ik jdou bodem C a maji v né'm spolednou teknu tyg = tie =% t,c

: _le!ici v roviné wec.

‘Dtikaz: Zvolice bod T = (a,, bos 0 0) (by #+ 0) pro 4, = O a.za rovinu
. teéen tcc, tnuv, tnyp Tovinu z = 0, jsou rovnice k¥ivek 'k
' 21 = A} + ‘@M1 Ay + faghl Ay +
2y = byAT 4 B A1 Ay + Bedl Ay + -
7= Y o NES
@y = AT A+ AT A




kde id, = 0, takte poldry i jsou
X, = —-2b3/ﬁn =+ ...

Xy = — aghyid A3 g + -
X5 = ~— 2b3idy 3" A + ...
X, = agdds A3 A3 + ...
Pitimka ,
by — @y = 2y =0 )

je jejich teéna v bodg C. (

Pozndmka. V&t [1,2] a% [1,5] lze pouzit p¥i konstrukeich polér da-
nych kiivek,

Vé&ta [1,6]. Budif 'k, %k piimky z roviny w.c, je nejdou bodem C.
BudiZ 12k (k) polam primky 2k (1k) vzhledem ke kubice 'k (%k).

Polary 12k, 2k jsou vidy mzné a z bodu C se promitaji tym# kvadra-
tickym Icuzelem

Dtkaz se provede napsinim rovnic piislusnych poldr; k tomu po-
uZijeme dvakrat rovnic (1,2) a transformace soutadnic.

2.

Definice [2,l]. Necht kubika k je totoénd se svou poldrou k. Potom
kubiku k nazveme autopoldrni (vzhledem ke kubice c).%)

Véta [2,1]. Necht autopoldrni kubika k protind kubiku ¢ v bodd C
v ném# se nedotykd roviny wee.

a) Teéna tyo je bisekanta kubiky c;
b) rovina wic je teénd rovina kubiky ¢ v bodé C;
c) ob€ kubiky se protinaji jesté alespoti v jednom bodé'C £ C;teéna tyc
je bisekanta, rovina wy g teénd rovina v bodé 'C kubiky k.
Dikaz. a) Pondvadz k = k, je té% byg = ;¢ a tedy podle vety [1,2]
je tetna t;o bisekanta kubiky ¢. -

b) Ponévadz téZ kubika ¢ je autopolarni vzhledém ke kubice k,
plyne b) z a) a véty [1,5].

c) Vztah kubik %, ¢ je vzdjemny; jeito v8ak neni moZné, aby té%
teéna ¢,o byla bisekanta kubiky ¥ — nebot ¢,¢ leZi podle b) v roviné wyc
a kubika & by s ni méla dva réizné body spoleéné — musi se kubiky %, ¢
protinat jeité v alespon jednom bodé 'C == C o vlastnostech vytéenych
v o).

Véta [2,2] (pomocnd).  Budif k a,utopoldrni kubzlca. protinaﬂct
kubiku ¢ v bodé C tak, %e jejich incidence v tomto bodé smiuye stwperi jeyt .
poldary pravé o 1 resp. 2.

—_—
4) Viz TH. REYE, Uber Beziehungen zwischen kubxschen Raumkutven,
84st IT, Math. Annalen 75 (1914), str. 586—591.
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Kubiky k, ¢ se protlnayi jesté v bodé’ 0 %= C, v ném# jejich mc@dence
. sniZuje stupers poldry k¥ivky k prdvé o 2 resp. 1.

Ditkaz. Prvni &8st plyne jednoduse z vét [1,2], [2,1] a [1,3b].

Kubiky £, ¢ lez{ na pfimkové kvadrice x a maji piimky tého% jejiho
regulu za bisekanty resp. teény. V bodé C, v némz jejich incidence sniZuje
stupeni polary kiivky k pravé o 2, plati pro né vyrok [V,] z véty [1,3a]
(nemohou v ném miti spoleénou tednu, nebot ta by musila leZeti na
kvadrice x, takZe obé kubiky by mély v bodé C i spoleénou oskuladni
rovinu, coz v dffsledku vty [1,4] vede ke sporu) Kubika ¢ je autopoldrn{
vzhledem ke kubice k a snadno nahlédneme, Ze spliuje pfedpoklad véty
[2,1]. Z ni a z véty [1,2] plyne druhé &ast véty [2,2].

Vé&ta [2,3]. BudiZ k kubika prochazeyim body C; (j=1, 2 3, 4y
kubiky c. .
Nutnd a postabujict podminka pro to, aby byla autopolami je: 5),
.[V1] v bodech C,, C, se dotykd rOVIN Weg,, Wee,s
© [V,] tebny toc,, tec, jo0u jeji bzsekanty,
[Vs] v bodech Cy, C, se nedotyjkd rovin wee,, wee, @ o
[V4] teéna tio, let na kvadrice kubikou ¢ a teénami tec,s t,,.g, :

Diikaz. I. Snizuje-li incidence kubik k, ¢ v bodd C; stupeti poléry
) krlvky k pré,ve o r;, musf byti

’1+"a+ra+"4=6
Této rovnici vyhovu]i dv? Feen (viz pozn 5)

=3, rp=ry=r,=1,
rn=ry=2rg=r=1,

3 mchi prvnd je tfeba vzhledem k véts [2,2] vylouéltl Z druhého plyne
- [V,] zptisobem uvedenym v diikazu prededlé vity, [V,] z [V,] a véty
[1,3b] a [Vg] z véty [1,2]. [V,] je pak jiZ zfejmé. N

- IL Splnuje li kubika ¥ podminky [V,] a% [V;], je z.vét [1 2], [1,3b]
. jasné, Ze jeji poléra. k je zase kubika. Pomoci vét [1,3b], [1,5] a [1,2] na- -
hlédneme, Ze i'kubika k spliiuje podminky [V,] aZ [V,]. Snadno zjistime,
%e existuje-jedind kubika s vlastnostmx [Vl] aZ [V4] (viz osta.tné téz
"I &4st dﬁkazu véty [2,4]) a tedy k =

Véta [2,4] Necht platt predpoklad véty [2,3]. : ‘
a) Budif T, resp P1 praseik teé’ny tec, 8 rovinou wec, resp. 8 rovmou :
uréenou body Cy, C, C, -
A b) Budif i, resp. p“ pruaet!mce roviny weo, 8 rovinou uré’enou bodem
C, a tenou t,o, resp. 8 rovinou uréenou body C,, Cy, C,.
" c) Budif v,y resp. vy, rovina uréend-tenou tro a bodem O, resp. C,.
Nutné a postadujict podminka pro to, aby kub;ka k byla autopolarni .
' je: l‘) - .

st

$) A% na zé.ménu bodi 0'.




Platé (V] a2 [Vy] z véty [2,3] a alespors jeden z vjrokd. [V, [Vs], [Ve]:
[Va] Pro priseéik K, == C, teé’ny tec, 8 kubikou k je (T'yq; Py, O, Kl) =
— 1.

[Vb] Pro teénu tkg‘ 76 (t129 pm, ¢Cy» tIcCI) = —1.
[Vl Pro rovinu wic je (Ty3, T1as Wee,> Wre,) = — 1.

Dtkaz. I. Je-li kubika ¢ ddna kanonickymi nehomogénm’ini rovni-
cemi, mé kubika k, kterd jde jejimi body

0y =(1,0,0,0), Cy=(0,0,0,1), Cy = (t% t%, £, 1), Cy= (tz% ts2, tp, 1)
a spliiuje podminky [V,] aZ [V], rovnice '

z, = [o(ty + t)) ¢, + cp] 3 gztltzclt
Ty = y ele(t, + tz) ¢y + co] 2 — 0%ta0yt
xg = B 0%, t? + 0%t
z, = @3¢yt + p%¢,.
Spliiuje-li i podminku [V,], je
(g(tl +t) e+ 2¢,=0 2,1)

- a podle véty [2,3] je autopolérni. Snadno se presvédéime, Ze pak plati
Val, (Veli[Ve].
II. a) Pfi uvedené volbs bodu Cjije.

7%,=1(0,1,0,0), Py=(; + ¢, 1,0,0), K; = (¢35, —0¢,0,0),

. (T1a, Py, Ky, C)) = 0l + tax)'(;l + 1.
: 2

A}

Podminka (7',,, P,, K;, C;) = — 1 vede k rovnici (2,1), kterd znamens,
%e kubika % je autopoldrni.. '
b) Tu médme
o=z, =1z, =0,
Pra=Ty—(ty +t) x5 =2, =0,
_ : leg, =23 = 2, =
teo, = @¢1%y — [0(ty + t3) ¢ + C5] 23 = 2, = 0,

tiar Drgs tec,s tho,) = ———a————.
(t19, Pra» tec,> trc,) ot + ta) o1 F ¢
Podminka (f,4, Py, tec,s tkcl) = — 1 vede k rovnici (2 1), t. ] . kubika &

je autopoldrni.
c) V tomto pfipads je :

Tys = 0C1 %y — [0(t, + £5) ¢4 + Cs) 3 + [gtlt,c1 + tieg] 2 = 0,
Tia = 06,%3 — [0(8; + t5) ¢, + "z] xg + [otitse; + t3g] 4 = O,

Wk,c, = 0%¢,%xy — 0¢4[ (8, + 23) €1 + ¢4) xs + [titgcs® + oty + ts) €163 +
+ ¢l 2y =

Qtzcx + ¢

T13s T14) W l,w =

(T13) T14 Wec ke ) prr—
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Z podmfnky (1.'13, 114, ‘”cc., ww‘ —- — 1 plyne rovnice {2,1), takZe kubika

k je zase autopolé N .
Vita [2,5] Buchi k kubika body C; (j = 1 2,3) kub@ky c.
Nutnd a postalujict podminka, aby byla autopolami je:®)
[W,] v bodé C, se dotyjkd roviny w,c,, ~
[W,) teéna t’cgl je Jejt bisekanta,
[W 3] v bod& Cy md s kubikou ¢ spoleénou teénu & oskulacéni rovmu,
AR bod¥ C se nedotykd roviny w.c, a
[W 5] jejt teéna tic, leZt na kvadrice kubikou'c a teénami t.¢,, t.c,.

Diikaz. I. Pii obdobnem oznadeni jako v dikazu véty [2,3] musi

rntrytr= 6
Této rovnici vyhovu]i t¥i Yelent:®) -
1 = 4 ra = 1'3 = ].
ry="ry=r3=2;
ry =2, rz_3 ry=1.
Prvni a druhé nevyhévuje vzhledem k v&td [2,2].
Z t¥etiho feSeni plyne [W,] podle véty [1,3a] (nemize byti tcc = g,

-nebof je i t,o, = o, & dvE rizné kubiky na téze pfimkové kvadnce, jez
. maji pHmky téhoZ jejiho regulu za bisekanty, nemohou miti t¥i spoleéné

body a ve dvou z nich spoledné tetny),[Wo] z [W,] a véty [1,3b], [W,]
z véty [1,4] a [W,]z véty [1,2]. [W] je dﬁslgdkem [W,] az [W].
.II. Poléra k kubiky k je zase kubika a spliiuje vyroky [W,] az [W;],

V jak lehko nahlédneme z v&t [1,2], [1,3a], [1 3b], [1,4], [1,5]. Obdobné

jako v II. S4sti dikazu véty [2 3] z]lstime Ze ke kubice ¢ existuje ]edlné,
kubika & vlastnostmi [W,] a [Wsl.t.j. k= k. '

Véta [2,6]. Nakradme ve vété (2.4] predpoklad véty [2 3] predpokla-
dem véty [2,5], bod C, bodem C,, spojnici bods Cy, O, tednou tcc, a vyjroky

)@V viroky (Wl af W) \

\

R

t.j.;‘

Véta [2,4] je i pak sprdvnd.
Dikaz této véty je modifikaci'diikazu véty 2, 4] prot, = 0.

Véta [2 7]. Budif k %ubika body C,, C, kubiky c.
Nutnd a !pastaé’uyici podminka pro to, aby byla autopoldrni, 76
Kubzky k, ¢ jsou sdrufeny v osové involuéni kolineaci o osdch v teé.

“ndch tecys teCy

Dﬁkaz 1. Pii obdob'lém oznaéeni jakov dukazu véty [2 3] musi bytl ’
' o 4 ry=86,

rl‘: 4’: Ty = 2;
ﬁ—n_&

') Ai na zé.ménu bod& C,, Oy, 0 .
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Prvni feSeni v disledku véty [2,2] je t¥eba vyloudit. Bedy Cy, Cy jsou
zfejmé dotykové body téch vidy riznych teden kubiky c, jet leii na
pimkové kvadrice kubikami k, c. Proto lze pfi druhém feseni p¥i volbs
bodtt C;=(1,0,0,0), C;=(0,0,0, 1) a kanonickych rovnic kubiky
¢ rovnice kfivky k psiti (viz vétu [1,4])

Ty = a3, Ty =0a'A}, 7y =4, x, =1 ' (2 2)
pro £ = 1. JeJi poldra mé rovnice (2,2) pro & = —1 a tedy nutng
a = — 1, coz dokazuje nase tvrzeni.

II. O opaku se piesvédéime jednoduchym vypoétem.

Pozn. 1. Z uvedenych dtikazi j je jasné, Ze autopoldrni kubxky musi
se protinat nejméné ve dvou a nejvyse ve étyfech bodech.

Pozn. 2. V&t [2,3] aZ [2,7] 1ze pouZit ke konstrukei kubiky auto-
polérni k dané kubice jejimi dvéma, tfemi nebo éty¥mi body anebo dvéma
body mimo ni, neincidentnimi s touZe jeji bisekantou nebo te¢nou.

. ' : *
_Sur les courbes polaires de la cubique gauche. On définit la courbe polaire k

de la courbe k par rapport & la cubique gauche ¢ comme le lieu des points conjugués
aux points de la courbe k par rapport & la cubique c. Dans la premiére partie, on

étudie I'influence du contact de la courbe k et de la cubique ¢ sur la courbe polairo k. -

La ‘deuxidéme partie traite les cubiques identiques avec leurs courbes polairos;
elles s’appellent autopolaires. On trouve les conditions nécessaires et suffisantes
pour que la cubxque passante par 4, resp. 3, resp. 2 pomts de la cubique ¢ soit auto-
polaire. . :

, .,

Fi:
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