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EINE ISOPERIMETRISCHE UNGLEICHUNG FUR GESCHLOSSENE
KURVEN IM VIERDIMENSIONALEN RAUM

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Eingegangen am 5. Mai 1978)

Im vierdimensionalen euklidischen Raum E, wird ein System von Orthogonal-
koordinaten x; zugrunde gelegt; stets i = 1, 2, 3, 4. Es bezeichne % eine geschlossene
rektifizierbare Kurve in E, mit dem Bogen s und mit der Gesamtliange L; es sei

(1) x; = x(t), ©=(2n[L)se0,2n)

die Parameterdarstellung von ¥. Die Funktionen x; sind absolut stetig und haben
fast iiberall die (stets mit Strich bezeichneten) Ableitungen nach 7, welche quadratisch
integrierbar sind (vgl. [7], Abschn. 3).

Wir setzen

2n
(2 Fy =%f (xx; — xix;)dt, (j=1,2,3,4; )+ i);
0

wenn die totalorthogonale Projektion von ¢ auf die Koordinatenebene (x;x;) eine
einfache Kurve its, so its |F;;| der Flacheninhalt des durch diese Projektion begrenzten
Bereiches. ’

[Nach V. HLavaTY ([5], Band I, Kap. I, Abschn. I) stellen die Funktionale (2)
- einen K-Punkt dar; wenn wir also fiir eine andere Kurve ¢* die Funktionale F }';
bilden, so ist '

|F12F;4 + Fy3F%; + F1uF53 + F3,F}, + FyoFts + F23F74|

eine Bewegungsinvariante. ]

I. J. ScHOENBERG [8] hat bewiesen, dass fiir eine Kurve €, welche noch auf E,
konvex ist, erstens 3|Fy2F34 + Fi3F4; + F14F,5| das Volumen ihrer konvexen
Hiille ist und zweitens die Ungleichung besteht:

(3) L — 2"n%(F(3F 34 + Fy3F4; + F14F33) 2 0;

die Extremalkurven sind spezielle Hyperkreise.
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L. Bo¢ek [3] hat gezeigt, dass
4 L' —16n* Y F;; 20,

i<j

wo die Gleichheit nur fiir einen Kreis gelten kann (es handelt sich um das vier-
dimensionale Analogon zu einer Ungleichung in E; aus [2], S. 77).
Wir beweisen diesen Satz:

Es seien
) Cij = —Cji
beliebige reelle Zahlen, welche nicht alle Null gleich sind. Wir setzen
(6) C=Yc} >0, c=cyC34 + C13Cas + C1aCa3 .
i<j

Fiir jede Kurve € gilt die Ungleichung

(7 ' — 4nk™' Y c;jFi; 2 0
i<y
mit
8) k = [4C + 3(C? — 4c?)?]12 > 0.

Das Gleichheitszeichen in (7) gilt dann und nur dann, wenn € ein Kreis ist, dessen
Parameterdarstellung — falls sein Mittelpunkt zum Nullpunkt gewdhlt ist —
folgendermassen geschrieben werden kann:

) X; = p;cosT + ¢;sint,
wo die Konstanten p;, q; folgenden Gleichungen geniigen:
4 4
(10 kq, +~Zlcijpj =0 . —kp, +Zlc'1ql =0.
J= J=
Fiir die weiteren geometrischen Eigenschaften der Extremalkreise siche Abschn. 4.
Im folgenden unterscheiden wir die entgegengesetzten Falle
(11) C12 = &C34, Cy3 = &Chy, Cy4 = EC23;
(12) (€12 — €c34)® + (13 — €45)* + (14 — 8633 >0 (e = £1).

Wihrend im Fall (12) die Ebene des Extremalkreises (9) eindeutig als Durchschnitt
folgender vier dreidimensionalen Raume

(13) ) (Clzc - k2C34) X, + (stc - k2C42) X3 +
+ (C14c - k2023) X4 = 0 )
(c21¢ — K?cq3) x4 + (ca3c — kPcyq) X3 +
+ (624(: o kZC31) X4 = 0 N
(c316 — kPcpq) x1 + (c32¢ — KPcqy) X, + (c34c — kPcy3) x4 =0,
(0410 - k2632) x1 + (C42c - kzcu) x2 + ((:436' - k2621) X3 = 0
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bestimmt ist, gibt es im Fall (11) eine zweiparametrige Familie von solchen Ebenen
(sieche wieder Abschn. 4).
Nach L. Bogek [3] folgt aus (4) die Ungleichung

(14) —4n C VY ¢ Fiy 2

i<j

mit der Gleichheit nur fiir einen Kreis, dessen Ebene aber schon wieder eine spezielle
Lage in Bezug auf das Koordinatensystem hat. Wegen k™' = C~'/? ist (7) schirfer
als (14) (k' = C™"/2 nur fiir ¢ = 0).

Wir heben noch zwei Spezialfélle hervor:

a) Es sei
(15) . c14=0, ¢c3=0, ¢3,=0;

wegen der Ungleichung in (6) gilt (12) Dann reduziert sich die Ungleichung (7) mit k
aus (8) auf

L — 4n(ci, + ¢35 + 31) 2 (¢12F 1z + €23F23 + €31F3;) 2 0
und das die Ebene des Extremalkreises bestimmende System (13) auf
x4 = 0, C32x1 + C13x2 + C21x3 = 0 .

Es handelt sich also um das erwéihnte Ergebnis von L. Bogek [3] fiir n = 3 oder um
den Fall der identischen Kurven aus [7] (siehe (8) in [7]).

b) Es sei ¢, £ 0, ¢;3 = €14 = ¢33 = €34 = ¢34 = 0. Dann vereinfacht sich (7)
auf I? — 4xc,|™* ¢,,F;, 2 0 und (13) auf x, = 0, x; = 0. Darin ist die klassische
isoperimetrische Ungleichung enthalten.

Im Abschn. 1 motivieren wir die Wahl (8) der Konstante k, im Abschn. 2 beweisen
wir die Ungleichung (7) und im Abschn. 3 entscheiden wir iiber die Gleichheits-
bedingung.

1. Bekanntlich ist (vgl. [8], Abschn. 8 oder [7], Abschn. 3)
2%
(L,1) J' (2 + x2 + x2 + x2) de = I[2n;
, . .

die durch k/2r multiplizierte linke Seite in (7) ist folglich in Hinsicht auf (2) gleich
(mit bisher unbestimmter Konstante k > 0)

(1,2) I {k(x> + x5* + x3 4 x2) = Yeylxx) — xix;)} de.

i<j

Angenommen, die Funktionen x/t) seien zweiter Klasse. Die notwendigen Bedin-
gungen fiir das Extremum des Funktionals (1,2) fithren zu den Eulerschen Gleichun-
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gen. Sie bilden in diesem Fall fiir x; das d’Alembertsche System
4
(1,3) kx{ +,§1¢Ux’, =0

mit dem charakteristischen Polynom

(1,4) M+ Ck™2% + Pkt
(vgl. [6]). Die Nullstellen sind durch
(1’5) A2 = [—C + (Cz _ 462)1/2] :(2k2)

gegeben. Hier ist nach (6)
(L,6) C? —4c® = (ci; + i3 +c31 —cla — CGa — )’ +

+ 4(c31€14 + €32€24)" + 412020 + C13€34)° + HC23C3s + €21€14)°
und man bestatigt leicht, dass

2 _ 4.2 >0 im Falle (12),
(L.7) ¢ -4 {=o im Falle (11).

Da bekanntlich die zur einfachen Wurzel A von (1,4) zugehdrende Losung von (1,3)
von der Gestalt x; = y,6** mit y, = konst. ist und da — wegen der Geschlossenheit
der Kurve % und wegen der Wahl (1) des Parameters © — nur periodische Lsungen
mit der kleinsten Periode 2n in Betracht kommen, so ergibt sich daraus 4 = + i.
Nach (1,5) fiihrt das fiir k entweder zu (8) oder zu k = [3C — 3(C* — 4c?)'/2]/2,
Aber in diesem zweiten Fall (fiir geniigend kleines ¢?) ist k™! beliebig gross.

2. In diesem Abschn. zeigen wir, dass das Funktional (1,2) mit k aus (8) nicht-
negativ ist; dadurch wird die Ungleichung (7) bewiesen.
Fiir jedes k > 0 lasst sich (1,2) folgendermassen umformen:

) 4 2= 4 4 2n

(21) kY (x; + k7' Y eyx)?de + 3k Y | (x7F = xi)dt +
i=1 Jo j=1 i=1 Jo

2n

4
x}dr — k7Y
i=1

2

4 n 4
+ 3k Zl (Zl cijx;) dr..
i= i=

] 0

Die erste Summe im Ausdruck (2,1) ist offenbar nichtnegativ und was es die
nachfolgende Summe wieder (2,1) betrifft, so kann man die Nichtnegativitit errei-
chen: Wir verschieben den Nullpunkt in den Schwerpunkt der Kurve ¥; dabei
bleiben die Funktionale (1,1) und (2) unverindert und fiir die Mittelwerte der
Funktionen (1) auf <0, 2x) gilt dann

(2.2) J.znx,.(r) dt=0,

0

305




so dass nach dem Lemma von W. WIRTINGER (siche [1], Kap. V oder [4], Kap. VII)
alle Integrale in der zweiten Zeile in (2,1) auch nichtnegativ sind.
Die zweite Zeile-von (2,1) ldsst sich folgenderweise schreiben:

2x 4 4 4 4
(2,3) ik—l'( X (=Y c)xi-% (¥ cucp)xix;}dr;
o i=1 i=1 i,ij*=jx =1
stets haben wir (5) benutzt.
Im weiteren bleiben wir bei k aus (8).

4
In dem zu (12) entgegengesetzten Fall (11) folgt aus (5), (6), (8), dass k? = Zlcf 1
F=

4
Yoeucy=0(i,j =1,2,3,4; i +j)ist und dass die Form in den Klammern { }
I=1

in (2,3) identisch verschwindet.
Im Fall (12) ist nach (8) und (1,7)

(2:4) 22 — C = (C* — 4c)!2 > 0

und die Form in den Klammern { } in (2,3) ist gleich der durch die Konstante
k*(2k* — C) > 0 dividierten Form

(2’5) [(cuc = k2C34) x; + (c13¢ — k2c42) x3 +
+ (c14¢ — kPcp3) x4)* +

+ [(c210 — kPeq3) x4 + (c23¢ — KPeyq) x5 +
+ (c2a¢ — kPc3y) x4]% +
+ [(e31¢ — k2cz4) x5 + (€3¢ — kPcay) X, + (c34c — k%cy) x4 +

+ [(caze — kPcaz) x5 + (cazc — kPeys) x5 + (cazc — k?cay) x3]*.

Man verifiziert das nach einfachen Umformungen auf Grund von (5), (6) und (2,4).
Somit haben wir die Nichtnegativitit des Ausdruckes (2,1) oder (1,2) — und folglich
auch die Ungleichung (7) — bewiesen.

3. Um jetzt iiber die Gleichheitsbedingung in (7) zu entscheiden, miissen wir
bestimmen, wann die Summen in denzwei Zeilen von (2,1), deren Nichtnegativitat
wir im Abschn. 2 schrittweise bewiesen haben, verschwinden.

Fiir die erste Summe in (2,1) ist das genau dann der Fall, wenn

4
(3,1) ﬂfkﬂ;%%:@

Die nachfolgende Summe wieder in (2,1) verschwindet nach dem Lemma von
W. Wirtinger unter der Bedingung (2,2) dann und nur dann, wenn

(3,2) x{t) = picost + gq;sint (p;, g; = konst.).
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Die zweite Zeile von (2,1) verschwindet im Fall (11) identisch und im Fall (12)
nach (2,5) dann und nur dann, wenn die Gleichungen (13) gelten. Man bestatigt
unter Zuhilfenahme von (5), (6) und (8) oder (2,4), dass im Falle (12) der Rang der
Matrix des Gleichungssystems (13) gleich 2 ist.

Die Konstanten p;, g; in (3,2) miissen so gewéhlt werden, dass (3,2) eine Losung
von (3,1) ist. Daraus ergeben sich die Bedingungen

4 4
(3,3) kq; + Zlcijpj =0, —kp;+ Zlcijqj =0.
j= j=
Die Elimination von gq; liefert

(3’4) kzpi +

J

Mh
™M»

cijcyupr =0

11=1

]

oder in ausfiihrlicher Schreibweise

py(k?* — ci2 — i3 — cla) —pa(cis caz + €1aC2q) —

— p3(€12€32 + €14C34) — Pa(C12€az + €13¢43) = 0,
—D1(€23¢13 + C2a14) + Pak? — 5y — €33 — €34) —

— Pa(€c21€31 + €24¢34) — Pa(Cc21Ca1 + €23¢43) = 0,
—P1(C32€12 + €34€14) — Pa(C€31€21 + €34€24) +

+ p3(k?* — ¢ — €35 — €34) — Pa(C31Cay + €32€43) = 0,
—pilcazcia + C43¢13) — pa(cascay + C43023) -
— pa(carCsy + Cazcsz) + P4(k2 — Cay — iy — Cis) =0.

Von jetzt ab unterscheiden wir die entgegengesetzten Falle (11) und (12).

Im Fall (11) verschwindet das System (3,4) identisch, wie leicht aus (5), (6) und (8)
folgt, und die Systeme (3,3) sind dquivalent. Folglich gilt in (7) das Gleichheitszeichen
nur fiir (9) = (3,2) mit (10) = (3,3).

Im Fall (12) zeigen wir zuerst, dass der Rang der Matrix des Systems (3,4) min-
destens 2 ist, dass also die Losung von (3,4) héchstens von 2 Parametern o, § abhangt.
Es bezeichne 4;; (i < j) die aus den i-ten und j-ten Reihen der Mitrix von (3,4)
gebildete Hauptdeterminante. Unter Verwendung von (5), (6) und (2,4) erhalten wir

Ayy = (34 — ci2) K* + ¢1,C — 2¢q5¢34¢
A34 = (c2 — 3a) k* + €34C — 2c34¢5¢

und dhnliche Ausdriicke fiir 4,3, 4,4 und 4,4, 4,;. Angenommen, alle 4;; verschwin-
den. Die Elimination von ¢ aus 4,,, 45, bzw. aus 4,3, 4,, bzw. aus 4,4, 4,, liefert

(€3¢ = c12) (2k* = €) =0, (e — ci3) (2k* - €) = 0,
(s - 35 @ - 0) = 0,
was aber in Hinsicht auf (2,4) und (12) ein Widerspruch ist.
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Zweitens zeigen wir: Ist

(3.9 . kK %+ c}, + ¢35 + 3y,
so ist die allgemeine Losung von (3,4) durch
(3.6) p1 = #(cz3¢ — k%cy4) + Bk(cyzc24 + €13C34) 5

P2 = a(czic — kPcz4) + Bk(cyicqa + €33€34)

p3 = alcyz¢ — k%caq) + Bk(csicia + €35€24)

Py = Bk(—k* + ¢, + ¢33 + ¢3,)
gegeben. Ist dagegen
(CY) R k* =i, + ¢35 + €3y,

so lautet die allgemeine Losung von (3,4) bei ¢,3 # 0 folgendermassen:

(3.8) p1 = akesy + Pkeyy,
p2 = —akeys,
p3s = — Bkeas,
pa= 0.

Es geniigt zu beweisen, dass (3,6) und (3,8) fira =1, f =0 odera =0, f = 1
linear unabhingige Losungen von (3,4) sind.

Wir beginnen mit (3,5).

Eine lingere Rechnung, welche sich auf (5), (6) und (2,4) stiitzt, fiihrt zur Fest-
stellung, dass (3,6) fiir « = 1, B = 0 oder & = 0, f = 1 tatsachlich die Losungen
von (3,4) sind. Angenommen, sie seien abhéngig. Wegen (3,5) wire dann ¢, =
= ;3ck™%, cy4 = C31ck”% €34 = cypck™?, also k*c = ¢(ci, + ¢33 + c3;) nach
(6). Fiir ¢ # 0ist das im Widerspruch mit (3,5). Fiirc = Owire ¢;q = ¢4 = ¢34 = 0
und (8) gibe den Widerspruch mit (3,5).

Gilt dagegen (3,7), so folgt daraus-unter Zuhilfenahme von (8) und (6) nach ein-
fachen Umformungen

(3,9) (12624 + €13€34)* + (c21€14 + €33€34)% + (C31€14 + €32€24)* = 0.
Aus der Ungleichung in (8), aus (3,9), (6) und (3,7) ergibt sich
(3,10) ci4 = c23ck™?, €34 = C316k™%, 34 = cipck™?; ckT? % £1,
weil wir den Fall (12) betrachten. Das System (3,4) reduziert sich dann auf
Pi€23 + P2€31 + P3€12 =0, . py =
Die zu (3,6) oder (3,8) zugehorigen Konstanten g; ergeben sich aus (3,3):
(3.6%) gy = ak(cy;¢24 + €13€34) — Plcysc — K3cpq),

q; = ak(czi€1a + €23634) — Blesic — kPcsa) s
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g3 = ak(c31c14 + €32624) — B(cr2c — k?c34)

q4 = ak(—kz + sz + C§3 + Cgl);

(3,8%) gy = 0C12C23 — Beascas s
q; = 0C13C3y + B(ci; + c33),
gy = —a(c33 + €31) — Beyacsy s
gs= 0.

Auf Grund von (5), (6) und (2,4) verifizieren wir, dass x; aus (3,2) mit p; und g;
aus (3,6) und (3,6*) oder (3,8) und (3,8*) auch die Gleichungen (13) befriedigen;
bei (3,8) und (3,8*), d. h. fiir (3,7), benutzt man auch (3,10) (vgl. Abschn. 4, Fall (12)
mit (3,7)).

4.Es bleibt noch, den geometrischen Sinn der obigen Losungen zu erklaren. Wir
bezeichnen mit y den im Nullpunkt gebundenen Vektor (yy, y2, V3, Va)-
Im Fall (11) ist nach (3,3), (5), (6) und (8)

(4,1) P.P=q9.9, p.q=0.

Folglich ist (3,2) = (9) fiir . p > 0 die Parameterdarstellung eines Kreises in der
durch p und q aufgespannten Ebene. Diese Ebene hiangt von zwei Parametern ab.

Im Fall (12) mit (3,5) folgt aus (3,6) und (3,6*) in Hinsicht auf (5), (6) und (2,4),
dass wieder (4,1) gilt. Diesmal ist die Ebene des Extremalkreises als Durchschnitt
der vier Raume (13) eindeutig bestimmt.

Im Fall (12) mit (3,7) gilt ebenso (4,1). Nun reduziert sich nach (3,10) das die
Ebene des Extremalkreises bestimmende System (13) auf x;c,3 + X,¢37 + X352 =
=0, x4 =0 (vgl. dazu die Ungleichung aus dem Absatz a) in der Einleitung).

Das 6-Tupel C = (c,;, €23, €315 €345 C1a» C24) ist €in Bivektor dann und nur dann,
wenn c aus (6) verschwindet, d. h. wenn C der Pliickerschen Relation geniigt. Ist das
der Fall und setzen wir ¢; = (¢;q, €z, €i35 €i4a) (c;; = 0), so ist €; A ¢; = ¢;;C. Das
6-Tupel

(% _ * ® .k _ x *
C* = (cl2 = C34 €33 = Cy4y C3q = C243 C34 = Cy3, €14 = C23, €34 = 031)

bildet einen Bivektor unter derselben Bedingung ¢ = 0. Sind C und C* die Bivekto-
ren, so sind sie orthogonal in dem Sinne, dass jeder der Vektoren ¢; zu jedem der
Vektoren ¢} orthogonal ist.

Dagegen das 6-Tupel
(4,2) CC - kzc* = (Cclz - k2034, CC23 - k2614, CC31 - k2024;
cc3q — kPciz, cC1q — kPez3, cCaq — KPcyy)

ist immer ein Bivektor, da nach (5), (6) und (2,4) die Pliickersche Relation erfiillt ist.
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Der durch die i-te Gleichung (13) bestimmte dreidimensionale Raum ist zum Vektor
cc; — k*c¥ orthogonal. Folglich kdnnen wir sagen:

Im Fall (12) ist die Ebene des Extremalkreises zum Bivektor (4,2) orthogonal.

Das ist in Ubereinstimmung mit der von L. Bodek [3] hergeleiteten Gleichheits-
bedingung fiir den Spezialfall (14) der Ungleichung (7) fiir ¢ = 0, wann der Bivektor
(4,2) zum Bivektor C* proportionell — also zum Bivektor C orthogonal ist; folglich
ist die Ebene des Extremalkreises zum Bivektor C parallel (d. h. die Bivektoren C
und p A qsind proportionell; vgl. [3], Satz 2).
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