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Casopis pro péstovini matematiky, roé. 100 (1975), Praha

REPER SITE NA PLOSE
V TROJROZMERNEM AFINNiM PROSTORU

PAVLA BAJAKOVA, Brno

(Doslo dne 1. fijna 1974)

1. Studium kfivek na ploSe v trojrozmérném prostoru patfi k zdkladnim tématiim
diferencidlni geometrie. R. N. SCERBAKOV k této problematice pfistupuje z nového
hlediska. S&erbakovova reperu lze s vyhodou pouzit ke studiu libovolné konjugo-
vané sité. Pfi feSeni nékterych geometrickych problémi se vsak ukdzala potieba
uzivat reperu, ktery je invariantné€ pfipojen nikoliv ke konjugované, ale k obecné
siti kfivek na plose. Vhodnou modifikaci S&erbakovova postupu sestrojil takovy
reper v trojrozm&rném projektivnim prostoru I. KoLAR [1]. Podobnymi tvahami
se v pfipadg ekviafinniho prostoru zabyvala L. MARKOVA [2].

V tomto ¢lanku je uzitim Cartanovych metod konstruovdn kanonicky reper obecné
sité kfivek na plose v trojrozmérném afinnim prostoru.

Reper v trojrozmérném afinnim prostoru 43 je tvofen bodem M s polohovym
vektorem M a tfemi linedrné nezdvislymi vektory e;, e,, e;. Obecny pohyblivy
reper R zdvisi na tfech soutadnicich bodu M a deviti soufadnicich vektort e, e,, e;,
tedy na dvandcti parametrech. Relativni komponenty o’ a w* pohyblivého reperu
jsou uréeny rovnicemi

(1) dM = w'e;, de, =o'e,; i,k =1,2,3.

V nich o', @* jsou Pfaffovy formy v diferencidlech parametri, na nichz zdvisi reper R.
Spliiuji rovnice struktury

(2 do' = o* A @}, dot =0l Adk; i,j,k=123.

V prostoru 4% uvaZujme libovolnou nerozvinutelnou plochu opsanou bodem P
s polohovym vektorem P, kde P = P(u, v) je vektorovd funkce dvou argumenti.
Ke kazdému bodu P ptifadime pohyblivy reper tak, Ze jeho vrchol M splyne s bo-
dem P. Tento reper R, zdvisi na dvou hlavnich parametrech u, v a deviti parametrech
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vedlejSich. Jako obvykle oznacme ¢ diferencovdni takové, Ze du < 0, dv = 0. Tedy
oM = cle,, de,=¢ce ; i,k=1,23.

P¥i uvedené volbé reperu jsou formy ', ?, ®* hlavni.
Reper R, budeme nyni volit tak, aby vektory ey, e, leZely v te&né rovin€ plochy
P(u, v). Tento poZadavek je vyjddfen rovnici

(3) »*=0.
Vngjsim diferencovdnim této rovnice a uZitim Cartanova lemmatu dostaneme
4) 0} = aw' + bo?, ) = bo' + co?,

z &ehoz je vidét, ze Pfaffovy formy w3, w3 jsou hlavni. Ziskali jsme tak reper R.

ProdlouZenim rovnic (4) obdrZime
(5) da — a2w} — w3) — 2bw} = mo' + no?,
db — b(o] + 0F — ®3) — aw; — cow} = no' + pw?,

de — (203 — ®3) — 2bw; = po' + qu?.

Pii zméné vedlejSich parametrii plati
(6) da = a(2e; — e3) + 2bel,
5b = b(e; + €5 — e3) + aey + ce?,

dc = c(2e3 — €3) + 2be} .

Z rovnic (6) je pfedeviim vidét, Ze volba a = b = ¢ = 0 md invariantni charakter.
Body, v nichZ by byly splnény rovnice a = 0, b = 0, ¢ = 0, vylou¢ime z nasi tivahy.

2. Na plose mé&jme libovolnou sit S = {S;, S,}, kde S,, S, jsou vrstvy sit& S.
Predpoklddejme, Ze sif neobsahuje Zddnou vrstvu asymptotickych ktivek. Uvazu-
jeme-li okoli jistého bodu plochy, bude C; (i = 1, 2) znadit kfivku vrstvy S; prochdze-
jici timto bodem. Ke kazdému bodu sité S pfifadime reper R, ktery budeme speciali-
sovat tak, aby ptimka (M, e;), resp. (M, e,) byla te¢nou kfivky jdouci bodem M
a ndleZici vrstvé Sy, resp. S, sité S. Pfimky (M, e,), (M, e,) budou nyni pevné, takZe

[6e;, e,] =0, [Je, e,]=0.
Odtud plyne e? = ¢! = 0 a tedy Pfaffovy formy w}, ; jsou hlavni. Polozime-li
(7) 0? =o' + po?, o) =o' + o0,
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dostaneme reper Rs. Vzhledem k tomuto reperu md sit S diferencidlni rovnici
w'w?=0.

Budeme ji proto nazyvat parametrickou siti.

V dal§im budeme pfedpoklddat, Ze parametrickd sit S neni konjugovand. Tento
pfedpoklad je vyjddien vztahem b # 0, jak je vidét z rovnice

a(w')? + 2bw'w? + o(w?)* =0

asymptotickych k¥ivek na plose P(u, v).
Prodlouzenim rovnic (7) dostaneme

(8) dA + X3 - 20]) — pol + a0j = ew! + fo?,
dp — pwi — Aol + bwgi = fo! + gw?,
dv — voi — 0w} + bw} = ho' + ko?,
do + o(w] — 23) — Vo) + co} = ko' + lo?.

Pfi zméné& vedlejSich parametrii tedy plati

) 04 = M2} — €3) — ae3,

5# = #ell. - be§ ’
ov = vei — be:l., s
S0 = o(2¢5 — e}) — cej.

Prejdéme nyni k dal§i specialisaci reperu. Vektor e; budeme volit rovnobézng
se sm&rovym vektorem e priisednice oskulagnich rovin kfivek o' = 0, ®? = 0.

Oskulaéni rovina parametrické kfivky @' = 0, resp. @* = 0 v bodé¢ M je uréena
vektory d,M, d3M, resp. d; M, d’M, pfidem? index 1, resp. 2 zna&i diferencovani
podél kiivky w? = 0, resp. w! = 0. UvaZovand volba je vyjddfena rovnicemi

(dfM’ dIM’ e3) = 0 ’ (d%M, dZM, e3) = 0 ’

znichZz 2 =0, ¢ = 0. Z (9) plyne e; =0, €5 = 0, takZe formy w}, @3 jsou hlavni.
Obdrzime tak reper R;, ktery zdvisi na dvou hlavnich a tfech vedlej§ich para-
metrech. Pro tento reper ziskdme z rovnic (7) a (8) vztahy

-—

kv o1,

0? = pw?, o) = o' + - w?,
c c
2
e .. [+
0} = vo', w§=—w1+f K w2,
a a
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Situace v reperu R; je pfehledn& vyjddiena rovnicemi
de, = eje;, Je, = ele,, Je; = e3e;.

Vidime, Ze vedlejsi parametry ovliviiuji jen normalisaci vektori e, e,, e;, sméry
vektorli zdvisi na hlavnich parametrech u,v. Proto dal$i specialisace reperu R,
budou voleny tak, aby normalisovaly vektory ey, e,, e;.

Normalisujme nejprve vektory ey, e,.

UvaZujme kongruenci vytvofenou pfimkami (M, e,). Bod F = M + xe, je ohnis-
kem kongruence pravé tehdy, kdyZ [dF, e;] = 0. Z této podminky dostaneme dvé&
rovnice

xo3 =0, w?+ xw0}=0.

Regeni x = 0 prvni rovnice uréuje bod M a druhd rovnice ddvd 1 + xu = 0. Druhym
ohniskem je tedy bod

FI=M’-191.

U
Nyni uvaZujme kongruenci pfimek (M, e,). Analogicky vyjde pro druhé ohnisko F,
této kongruence vztah

F2=M—'1'e2.
v

Vektory e, e, budeme normalisovat tak, aby
ee=M-—-F, e,=M-F,.

Této normalisaci odpovidd volba 4 = v = 1 a z (9) plyne e = e = 0. V ziskaném
reperu R, jsou kromé& formy w3 jiz viechny formy hlavni a plati:

k+1 1
(10 0’ = w?, w§=~—L-w1+—w2,
c c
e 1
w; =0, o= o +1F »?,
a a

o} <gb—f)w1+(£+—1b—g)m2,
a a
w§=(k+1b—h)w2+(1b—k)w2.
c c
Z (6) obdrzime

(11) da= —ae, Ob= —be, 6c= — ce}.

Zbyvd normalisovat vektor e;. Za tim Glelem uvaZujme pfimkovou plochu P,
vytvofenou te¢nami kfivek vrstvy S, podél k¥ivky C; a analogicky vytvofenou pfim-
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kovou plochu P,. Plochy P,, P, jsou nerozvinutelné, ponévadz sit S neni podle
predpokladu konjugovand. Ddle uvazujme kvadriku, kterd md dotyk prvniho fddu
s plochami P, a P, podél pfislusnych tecen kfivek vrstev S; a S, jdoucich bodem M.
Rovnici te€ny ke kfivce vrstvy S; pfedpoklddejme ve tvaru

(12) - R=M+le; i=12,
z néhoz
(13) dR = dM + dle; +'Ade;; i=1,2.

Rovnici hledané kvadriky v lokdlnich soufadnicich miiZzeme uvazovat ve tvaru
(14) F(X X) + 2I(X) + ago = 0,

kde f je bilinedrni symetrickd forma a [ linedrni forma. Pfitom pro X = xe; +
+ ye, + ze; klademe f(e;, &) = a;, = a;, l(e;) = a,o. Diferencovdnim (14) obdrzi-
me podminku dotyku prvniho fddu

(15) f(X,dX) + I(dX) = 0.
Do (14) dosadime vyraz (12) a srovndme koeficienty u mocnin A. Dostaneme:
f(M, M) + 2[(M) + ay, =0, f(M,e)+ I(e)=0, fle,e)=0,

kde i = 1, 2. Dosadime-li do (15) z (12) a (13), pficemZ dbdme toho, aby tecna (12)
ke kitivce jedné vrstvy sité byla vidy vedena bodem k¥ivky druhé vrstvy sité, obdrzime:

f(dM, dM) =0,
f(M, de)) + 2f(dM, e)) + f(dM, de;) = 0,
2f(e;, de;) + f(de;, de;,) + I(de)) =0; i=1,2
a uzitim (1)
lle)w' =0,
fleg, &) 0 + lles)wp =0; i,k=1,2, i=*k,
fle,de)=0; i=1,2.

Z predchdzejicich rovnic dostaneme ago = a;q = dy; = Ay = ay =0, a;, =
= —basg, A3 = d39. A33 = d39; ddle volime a,, = 1. Ziskdme svazek kvadrik

a3z — 2bxy + 2xz + 2yz + 2z =0,

ktery nazveme svazkem zdkladnich kvadrik sit¢ S. Uvedeny svazek obsahuje pro
a3 = —2/[b paraboloid o rovnici

—2z2 — b2xy + bxz + byz + bz = 0.
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Jeho prisetiky s pfimkou (M, €;) jsou M a Z = M + be,. Volme b = 1, takZe
Z=M + e3.

Touto volbou jsme provedli posledni specialisaci reperu a ziskali tak kanonicky
reper pro plochu s danou siti S. Z (11) obdrZime e = 0 a z (5) po dosazeni vztahl

(10) vyjde
w§=w1[n+<g—f)+(k+1—h>+av]+
a c
+w2[p+(f+1—g)+<l—k>+cu]-
a c

Kanonicky reper sité S je tedy

dM = Cl)lel + mzez Py
de; = (Ao' + Bw?)e; + w’e, + (aw' + w?)e;,
de, = w'e; + (Cco1 + Dwz) e, + (o' + cw?) ey,

de; = (Eo' + Fo?)e; + (Go' + Ho?) e, + (Ko' + Lo’) ey,

kde
A=E_f’ B=f+1— ’
a a
C=k+1—h, Dzl—k,
c c
K=A+C+n+ av, L=B+D+p+cu.

Sit na plose je definovdna soustavou diferencidlnich rovnic

(16) =0,

2

0} = Ao' + Bo?, o) =o', 0} = Eo' + Fo?,
2 2
ol = o, 0} = Co' + Do?, o} = Go' + Ho*,
2

0} =ao' + 0, w}=o0' +cw?, =Ko+ Lo®.
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Vnéj$im diferencovdnim této soustavy rovnic obdrZime vnéjsi kvadratické relace
dAA® +dB Aw=0'Aw(d—-AB— B+ BC+aF —E — 1),
dC Ao +dD Aw®*=0' A (C+CD—-D—-BC+c¢G+H+1),

dE A ®' + dF A 0* = 0' A o¥(—AF + KF + CF — F + E — EL— H),
dG A ' + dH A w? = 0' A ©*(DG - LG - BG+ G — H + KH + E),
dKAw'+dL A =o' Aw¥(E—aF ~¢cG—KB+LC—-—H+K-1L),
da Ao'=w' Aw(4A—-2aB+aL+a—-K+C-2),
de Aow'=0' Aw(L+2C—-cK—c—D—B+2)

a konené rovnice
1=D—-F+cE, 1=A+ G+ aH.

V obvyklém oznadeni je ¢ = 10, s, = 7,5, = 3, Q = 13, N = 13. ProtoZze Q = N,
je soustava (16) v involuci a jeji feSeni zdvisi na tfech libovolnych funkcich dvou
proménnych.
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Zusammenfassung

DAS BEWEGLICHE BEZUGSSYSTEM DES NETZES AUF EINER FLACHE
IM DREIDIMENSIONALEN AFFINEN RAUM

PAVLA BAJAKOVA, Brno

In diesem Artikel wird mittels der Cartanschen Methoden das kanonische be-
wegliche Bezugssystem des allgemeinen Netzes von Kurven auf einer Fliche im
dreidimensionalen affinen Raum konstruiert. Bei der angegebenen Konstruktion
ist das bewegliche Bezugssystem dem Netz schon in der ersten Etappe der Speziali-
sierung zugeordnet. Die Spezialisierungen -des beweglichen Bezugssystems sind
geometrisch charakterisiert.
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