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STEJNOMERNA STABILITA A STEJNOMERNA ASYMPTOTICKA
STABILITA MNOZIN VZHLEDEM K SPOJITEMU TOKU

FRANTISEK TUMAIJER, Liberec
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1. DEFINICE ABSTRAKTNIHO SPOJITEHO TOKU

1.1. Oznateni. V praci se studuji n&které vlastnosti parcialniho zobrazeni t : R! x
x P x R! - P, kde P je metricky prostor s metrikou ¢ a R! mnoZina viech realnych
¢isel s eukleidovskou metrikou. O parcidlnim zobrazeni t pfedpokladame, Ze splituje
nasledujici podminku

(1) (B, x,x)edomaint=pf =a v R'.
Symbolem 4t, oznacime parcialni zobrazeni z P do P definované piedpisem
stx = 1(B, x, ).

Symbolem E budeme rozumét {(x, «) € P x R' :(a, x, ) € domain t}. Pomoci pravé
zavedenych pojml a oznaleni vyslovime nasledujici definici.

1.2. Definice. Rikdme, Ze ¢ je tok na P nad R, pravé kdyZ t je parcialni zobrazeni
R' x P x R! - P s podminkou (1) a majici nasledujici vlastnosti:

(i) (x,a) € E = ,t,x = x,
(i) ,t5 0 ptax = ,t,x pro vizchna y = B = «, kdykoliv je jedna z obou stran této

rovnosti definovana.

1.3. Poznamka. Je-li dan tok f a (x, «) € E, je pfirozené ptat se po vlastnosti mno-
ziny {3 € R* : (9, x, a) € domain t}. Je zfejmé ptimo z definice toku, Ze tato mnoZina
tvofi interval v R! majici a jako po&ateéni bod. Oznaéme

e:E—~(—o0, +0):¢&(x,a) = sup {9 e R' : (9, x, «) e domain 1} .
1.4. Dafinice. Rikdms, 2 tok ¢t na P nad R! je lokdlni, resp. globdni, pravé kdyi

plati-¢(x, @) > a, resp. &(x, «) = + o0 pro viechna (x, «) € E.
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1.5. Definice. Necht ¢ je tok na P nad R!. Rikame, Ze s je Fesenim toku t, pravé kdy#

(i) s je parcialni zobrazeni z R* do P,
(") domain s je interval v R,

(iii) s(B) = st, s(2) plati pro viechna « < B v domain s.

1.6. Definice. Rikame, Ze lokalni tok ¢ na P nad R! je spojity, pravé kdy? jsou viech-
na jeho fe$eni spojita zobrazeni.
Jako zakladni interpretaci definice 1.6 uvedeme pfiklad.

1.7. Priklad. Necht je dana diferencialni rovnice
dx
2 — = f(x, 9
o == 9)

v n-rozmérném eukleidovském prostoru R", kde f:E — R" je spojité zobrazeni
oteviené podmnoZiny E prostoru R"*! spliiujici Lipschitzovu podminku vzhledem
k proménné x. Releni rovnice (2) jsou parcialni zobrazeri s: R' — R" takova,
7e domain s je interval v R! takovy, Ze plati

. d(sj_(;ﬂ = f(s(9),9) pro viechna 9 edomains.

K diferencialni rovnici (2) miiZzeme pfifadit spojity tok t na R" nad R' timto zpiisobem:
definujme y= t(B, x,«) prav€ kdy? x,yeR", a < B v R

a existuje FeSeni rovnice (2) nabyvajici hodnotu x v bodé a a y v B.

1.8. Poznamka. Zfejmé kazdy tok t na P nad R! definuje na odpovidajicim E
Castené uspofadéani predpisem

(5, B) > (x,a) ey = t(B. x, 2) .
Je tedy pfirozené vyslovit nasledujici definici.
1.9. Definice. Nechf t je tok na P nad R!. Parcialni zobrazeni
V:E - R!

nazyvame ljapunovskou funkci toku t, pravé kdyz je V nezaporné a nerostouci podél ¢,
tj. pravé kdyz ze vztahlt

(v, B) € domain V, (x, x) e domain ¥, y = #(B, x,«) = 0 < V(y, ) < V(x, ).
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2. STEINOMERNA STABILITA A STEINOMERNA
ASYMPTOTICKA STABILITA

-

2.1. Oznaéeni. Kromé symboliky zavedené v pfedchazejici &asti budeme v nasledu-
jicim textu pouZivat tato daldi oznadeni. R° R¥,I znamenaji po fadé mnoZiny
<0, + ), (0, + ), (0, 1>. Dale ptedpokladame, Ze je dina neprazdnd uzaviena
mnoZina

(1) mc P x R!
takova, Ze zobrazeni
() ) g:Px R'->R°
definované predpisem
g(x, @) = inf {o(x, y) : (v, «) € m}
je spojité.
2.2. Poznamka. Z definice zobrazeni g je zfejmé, Ze plati

(3) (x,x)em<>g(x,2) = 0.

2.3. Definice. Rikame, Ze m je invariantni vzhledem k toku t, pravé kdy?Z plati
(9, x, x) edomain t, (x,a)em = (st,x,9)em.

2.4. Poznémka. Ze vztahu (3) plyne, Ze m je invariantni vzhledem k ¢, pravé kdyz

plati
(%, x, x) edomain t, g(x, ) =0=g(st,x,9,)=0.

2.5. Definice. Rikame, Ze m je stejnomérné stabilni vzhledem k toku t, pravé kdyZ
existuje zobrazeni '
4) y:I->1
takové, Ze plati
(%) (9, x, ®) edomain t, g(x, a) < Y(&) = g(st.x, 9) S &.

2.6. Véta. Necht m je stejnomérné stabilni vzhledem k toku t. Potom je m invari-
antni vzhledem k t.

Dikaz. Necht existuje (B, x, ) e domain t takové, Ze g(x, @) = 0, g(pt,x, B) =
= k > 0. Zfejm& pro kaZdou volbu zobrazeni ¥ v (4) a pro kazdé k, €(0, k) n I
plati g(x, a) < ¥(k,) a g(stax, B) > ky, coZ je spor s (5).
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2.7. Véta. m je stejnomérné stabilni vzhledem k spojitému toku t, prdvé kdyZ
existuje ljapunovskd funkce V s ndsledujicimi vlastnostmi:

(i) existuje & € I takové, Ze domainV = {(x, «) € E : g(x, a) < 9},

(ii) existuji rostouci spojitd zobrazeni a: (0, 8y - R*, b:(0,8> - R*, b(&) » 0
pro & - 0, takovd, Ze plati

(x, &) edomain ¥, 0 < g(x, a) = a(g(x, a)) < V(x, «) £ b(g(x, «)).

Diikaz. Necht m je stejnom&rné stabilni. Bez ujmy na obecnosti miZeme pied-

pokladat, 7e zobrazeni y z definice 2.5 je rostouci a spojité s lim Y(&) = 0. Zvolme
-0+
¢ > 1, polozme & = (1) a definujme parcialni zobrazeni ¥ : E — R® pfedpisem

(6) V(x, &) = sup {g(st‘,x, 9) 1+B-de : 9 e<a, &x, a))}

1+ -«
pro (x, )€ E s g(x, a) < 4. (Cinitel (1 + (8 — @) 6)/(1 + 9 — «) je zde uveden jen
pro aplikaci v diikazu nasledujici v&ty). Z (5) vyplyva, Ze zobrazeni V je pro uvedena
(x, o) pfedpisem (6) skuten& definovano. Ma tedy V vlastnost (i). Necht jsou dany
(x, «) € domain V, (y, ) e domain ¥, y = t,x. Pak pro kazdé z = gtz plati také

1+ -a)o _1+(3-p)o

zZ = stax a =
1+9—-a — 1+9-8

takze

V(y, B) = sup {g(stﬂy, 9) 1%‘(;;_’2—" 19 B e(y, ﬂ))} <

< sup {g(st,,x, 9) 1—:-%1_%—6- 18 e (a, &(x, a))} =V(x,a).

Odtud plyne, Ze zobrazeni V je ljapunovskou funkci. Je-li nyni (x, ®) € domain V,
9(x, a) > 0, existuje & e[ tak, Ze g(x, o) = Y(¢), odkud dostavame pomoci (5)
9(stx, 9) < & = Y~ (g(x, a))

pro kazdé 9 e <a, &(x, «)). JelikoZ je (1 + (8 — @) 0)/(1 + § — «) < o, plyne odtud
vztah

(M V(x, ) £ oy~ (g(x, @)).
Ztejmé plati
X, o x 1+ -ao, a, &(x, o
o(s:9) e {ouer, ) SEZDT g ol )
takze
(8) | g(x, @) S V(x,a).
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Definujeme-li nyni zobrazeni a, b z (ii) pfedpisem

alB)=¢, bE)=0cy~'(¢) pro &£€(0,6),

vyplyvé z (7) a (8), Ze V' ma také vlastnost (ii).
Necht nyni existuje ljapunovska funkce Vs vlastnostmi (i) a (ii). Zvolme 0 < 5, < &
a definujme zobrazeni y z (4) tak, aby platil vztah

0<by(é) sa(é) pro 0<&=6, a Y(&)=yY(d) pro s <E¢=1
a ukaZme, Ze plati (5).

Necht je dano 0 < ¢ £ J, a pfedpokladejme, Ze existuje (x, a) € E, g(x, «) < ¢(¢&)
tak, Ze pro n&jaké y e {a, &(x, a)) plati & < g(,t,x,y). Oznaime B, = inf {fe R":
: g(gt.x, B) = E}. ProtoZe t a g jsou spojité, miZeme o y >p, pfedpokladat, Ze je
g(st.x, 9) < 6 pro viechna 3 € (B, y>. Pak je a(g(,t.x, 7)) £ V(,tx,7) £ V(x, ) £
< b(g(x, @) < b(Y(¢)) < a(¢), odkud plyne g(,t.x,7) < & coZ je spor s na$im
pfedpokladem.

2.8. Definice. Rikame, Ze m je stejnomérné asymptoticky stabilni vzhledem k toku t,
pravé kdyz m je stejnomérné stabilni vzhledem k ¢ a existuji konstanta

o) Qel

a zobrazeni

(10) T:1->R*
takové, Ze blati

(9, x,x)edomaint, g(x,a) S Q, 92 a+ T(&)=g(st,x,9) = €.

2.9. Véta. m je stejnomérné asymptoticky stabilni vzhledem ke spojitému glo-
bdlnimu toku t, prdvé kdy? existuje ljapunovskd funkce V s vlastnostmi 2.7(i),
2.7(ii) a

(iil) existuje rostouci spojité zobrazeni c : (0, 8) » R* s lim ¢(¢) = 0 takové, e

plati fmox

(x, ) e domain ¥V == V(gt,x, 9) — V(x, @) £ — [2c(g(,t.x, v)) dv,

kdykoliv je c(g(,t.x,v)) definovdno pro viechna v € {«, 9.

Dikaz. Necht m je stzjnomérné asymptoticky stabilni vzhledem k ¢. Bez ujmy na
obecnosti miizeme pfedpokladat, Ze zobrazeni T z definice 2.8 je klesajici a spojité

s lim T(¢) = + co. PoloZme 6 = min {®, Y(1)}, zvolme ¢ > 1 a definujme parciélni
§-+0+

zobrazeni V : E — R° pfedpisem (6). Odtud a z diikazu véty 2.7 plyne, Ze V je ljapu-
novskou funkci s vlastnostmi 2.7(i) a 2.7(ii). Necht je dano (x, «) e domain V, g(x, «) >
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> 0. Pak z definice 2.8 pro viechna 8 = a + T[g(x, «)/o*] plyne g(yt,x, 9) <
< g(x, «)/o?, odkud dostavame

g(st,x,s)l +(9—a)asg(x,a)1 +(9_a)a<g();’a)<g(x,a)§V(x,a),

1+49—-a ~ o2 14+9 -«

takzZe

sup {g(staxa 9) Hi__t_x)_

1+9_a0:9§°‘+T(g—(§’z—a))}<g(x,a)§V(x,a).

Nyni ze spojitosti t a g vyplyva existence 9, € (&, « + T[g(x, a)[a?]> takového,
Ze plati
(90 - a) g

1+
V(x, a) = g(g,tax, 3
(o) = o o) 1+ 3 —«

Oznadime-li y = gt x a z = 4t,y, pak ziejm& pro (y, f) € domain V, (z, 9) € domain V
plati

V(z, 9) = 9(vts2, 7o) %%—_—23 = 9(sots  o%5)> 70) %(%’ =
= 8lter. o) 1_;5{1%%0 [l o vo(a—-l?)l[)l(i Evf )— p) 0]] s
400!~ 5 St .=l
tak¥e V(z 9) - V(y, ) < (o-1) V(y, B) ‘
S - p (1 + 70 — 9)[1 + (vo — B) 5]

Odtud a ze vztaht
0§70—9§T<g(—z—’219~)>, 0<70—'ﬁ§T<—g(—z;-9—)>+\9—ﬂ
o o

dostavame nerovnost

(11)

) V0B o () V(y. B) <
EEE [+ (2] [1 + or(452) + oto-0]
< (o-1 g(, B) ,

[1 + T<g(—:2i))] [1 + aT(#j—’z—s)) + a(9 - ﬁ)]
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Jelikoz je lim g(z, 9) = lim g(st5y, 9) = g(y, B) a funkce T je podle pfedpokladu
$—p+ =g+
spojita, vyplyva z (11), Ze plati

lim sup V(Stax’ ‘9) - V(ﬂtlx’ ﬂ) <

9-p+ -5
= (0 = 1) g(stax, B)

oo ()]

Definujeme-li zobrazeni c z (iii) pfedpisem

o(8) = (e = 1) [1, . T(i)] 6[1+ oT (E)]

a uvédomime-li si, Ze zobrazeni T je spojité a klesajici, vidime, Ze ljapunovska funkee V
ma také vlastnost (iii).

Necht nyni existuje ljapunovska funkce V majici vlastnosti 2.7(i), 2.7(ii) a (iii).
Z vlastnosti 2.7(i) a 2.7(ii) vyplyva podle véty 2.7, Ze m je stejnomérng stabilni.
Zvolme 0 < 8, < & a poloime Q = b~*(a(d,)). Pfedpokladejme, Ze existuji (x, &) €
edomain ¥, g(x, a) £ Q, y 2 o takové, Ze plati

g(;tx, y) > 0o .

- Podobné jako v dﬁk;azu véty 2.7 se snadno ukazZe, Ze lIze pfedpokladat g(,t,x, y) < é.
Pak je

a(g(tex, v) < V(5tex, 7) £ V(x, o) < b(g(x, a)) = b(Q2) = a(d,),

odkud plyne g(,t,x, y) < 8, coZ je spor s nadim predpokladem. Je-li tedy (x, a) €
edomainV a g(x, a) £ Q, potom je také (st,x, 9) € domain V pro viechna 9 = «.
Definujme zobrazeni Tz 2.8(10) pfedpisem
b(Q
(¢ = A2,
e(¥(2))

kde ¥ je zobrazeni z definice 2.5 a ukaZme, Ze Q a T vyhovuji definici 2.8. Necht jsou
dany (x, @) € E, g(x, @) < Q a ¢ eI. Pfedpokladejme, % pro n¥jaké B = o + T(¢)
plati vztah g(yt.x, ) > &. Je-li Y(¢) < g(st.x, 9) < 6 pro viechna 9 € (&, B, pak
z (iii) plyne nerovnost

Viptex, B) < Vi, @) — j " (alotex, 9) 49 < b(@) — c(W(®) T(E) = 0,
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co? je spor s definici ljapunovské funkce. Existuje-li y € &, B) takové, Ze g(,t,x, y) <
< W(€), plyne ze vztahu t,x = 4t,0,t,x nerovnost g(gt,x, B) < & coZ je spor
s nasim pfedpokladem. Odtud dostivime, Ze pro kazdé (9, x, «) € domain ¢,
g(x,0) £ @, 9 2 o + T(¢) plati g(st,x, 9) < &. Je tedy m stejnom&rn& asymptoticky
stabilni vzhledem k t.
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Summary

UNIFORM STABILITY AND UNIFORM ASYMPTOTIC STABILITY
OF SETS WITH RESPECT TO A CONTINUOUS FLOW

FrRANTISEK TUMAJER, Liberec

The notion of the continuous flow in a metric space is introduced and both uniform
and uniform asymptotic stability of sets with respect to the flow are studied. In terms
of Liapunov’s functions theorems giving necsssary and sufficient conditions for either
type of stability are stated.
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