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Casopis pro p¥stovini matematiky, ro& 95 (1970), Praha

-

O PROLONGABILNYCH RIESENIACH OPTICKEJ ROVNICE

PAVEL BARTOS Bratislava

(Doslo dita 12. decembra 1968)

Autor venuje tuto prdacu s vdakou vietkym, ktori boli k nemu v Zivote dobri.

Ako je zname, mé diofanticka rovnica

(1) D N
j=lx1

tzv. optické rovnica, pre kazdé n kone&ny poet rieSeni (aspoii jedno) v prirodzenych
¢&islach. Medzi nimi je vyzna&né rieSenie

(2) Xg =01, X3 = OgyeeeyXpyog = Oy, Xp=0,—1,
kde postupnost {a;} >, je definovana takto
(3) a1=2, a1+1=a1a2...aj+1, j=1,2,...

RieSenie (2)—(3) rovnice (1) v prirodzenych &slach ma ta vlastnost, Ze pre n > 2
plati x; < x; < ... < x,, a nazyva sa jej extrémnym rieSenim, lebo ak je x| <
< x3 < ... < x, lubovoIné iné jej rieSenie v réznych prirodzenych &islach, plati
x, < x, (pozri [1] veta 3).

V tejto praci sa budeme zaoberat rie$enim vieobecnejej rovnice

(4) o=, ozl
j= x ao

kde a, je dané prirodzené &islo a budeme hladaf vietky také jej rieSenia v prirodzenych
&islach, ktoré moZno vyjadrif obdobne ako rieSenie (2) rovnice (1). Cislo n bude
znamenat vZdy po&et neznamych v rovnici (4). V dodatku potom dosiahnuté vysledky

zovieobecnime pre rovnicu Y. 1/x, = b/a, (b, a, nesidelné prirodzené &isla).
j=1
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Definicia 1. Nech existuji také dve postupnosti prirodzenych &sel {a;}7,,
{k;}7=0 '), Ze pre kazdé prirodzené &islo n ma rovnica (4) (kde a, je dané prirodzené
&islo) v obore prirodzenych &isel rieSenie tvaru

(2) Xy =0, X3 = OgyureyXpey = Opnegs Xp=0p— Koy
Potom pre kazdé prirodzené &islo n nazyvame rieSenie (2') prolongabilnym rieSenim
rovnice (4).

Poznamka. RieSenie (2) rovnice (1) je podla toho prolongabilnym rieenim rov-
nice (4), kde a, = 1, postupnost {o;}7-, je uréena predpisom (3) a k; =1, j =
=0,12,...

Zavedenie pojmu prolongabilného rieSenia rovnice (4) je odévodnené tym, Ze —
ako uvidime na konkrétnom priklade — znaény podet jej rieSeni v prirodzenych
éislach se da urdit istym algoritmom podla vety 2 pre vSetky prirodzené &isla n.
Okrem toho prolongabilné rieSenia maju aj iné diofantické rovnice. Napr. jednoducho
sa dokaze matematickou indukciou, Ze rovnica

ag + axi + axixi + ... ay xixi.xI = x%...%,, n=2,3,..

ma rieSenie (2'), prifom oy = aq, 41y = a4, ... 05+ 1, j=1,2,... a k; =0,
j=0,1,2,... Konetne mdZe maf tento pojem vyznam aj v inych mnoZinach (pozri
poznamku 2 za vetou 11).

Veta 1. V postupnostiach {o;} 7, {k;} i=¢ z definicie 1 plati
(5) “1 = ao + ko .

Doékaz. Podla def. 1 pre n = 1 plati x; = a; — k. KedZe v tomto pripade x, =
= a,, (5) skutoéne plati.

Definicia 2. Pomocou postupnosti {a;} 7y, {k;} %0 z def. 1 definujeme postupnost
prirodzenych &isel?) {a;} 7, takto

aj=aj_1 +kj_1, j= 1,2,...

V postupnosti {a;} ., je &len a, podIa (5) totoZny s koeficientom a, v rovnici (4).

Definicia 1 prolongabilného rieSenia rovnice (4) je potom ekvivalentna tejto:

Definicia 3. Nech existuji také dve postupnosti prirodzenych &isel {a;} 720, {k;} %0,
e pre kazdé prirodzené &islo n ma rovnica (4), v ktorej koeficient a, je &enom
postupnosti {a;} >, pre j = 0, v obore prirodzenych &isel rieSenie tvaru

(2”) X1 = Qo + k09 Xy = 4y + kl’ ey Xp—g = Ay + kk—2 s Xy = G-y -

1y Uvidime i taky priklad, %e & j=10,j=0,1,2..; pre rovnicu (4) je to vylicené.
2) Podla (2') je k; < ®j41,/=0,1,2,... preto a; > 0.
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Potom pre kaZdé prirodzené &slo n nazyvame (2”) prolongabilnym rielenim rovni-
ce (4). ‘

Veta 2. Cisla ak; j=0,1,2,..., s clenmi postupnosti {aj}j‘;o, {kj}}”:o
z def. 1 a 2 prdve vtedy, ked prej = 1,2, ... plati

aj_, 2
(6) . ay=a;-y + 24—, kj4fa5,.
j-1 _
Daékaz. Predpokladajme, Ze &isla a, k; st &leny postupnosti {a;}, {k;} z def. 1 a 2.
Potom pre vsetky prirodzené &isla n plati podla definicie 3 a rovnice (4)

1 1 1
) 1 + + ...+ P
ag + ko ay + kg a3 + ks a,-, G
a tiez
1 ‘ 1
(7 - 1. 1 + ...+ + 1 +L-1
ao + kO ag + kl Ap-2 + kn—2 ap—1 + kn—l a, 4o

Z rovnic (7) a (7') mame

.1_+ 1 = 1 , n=1,2...
ag ap-1 + kn—l ap-1

odkial po malej iprave vyplyva prvad podmienka (6), a kedZze &isla a; su prirodzené,
plati tieZ k,_, | a3_,; podmienky (6) s nutné.

Teraz predpokladajme, Ze mame postupnosti {a;} 2, {k;} =, prirodzenych isel,
ktoré spliiuji podmienky (6). DokéaZme, Ze maji vlastnost z def. 3, teda Ze z nich
utvorené &sla x,, x,, ..., X, podla (2”) si rieSenim rovnice (4) pre kazdé prirodzené
&islo n.

To plati ked n = 1, lebo vtedy podla (2") je x, = a, a toto skutoéne je riefenie
rovnice 1/x, = 1/a,. Ak plati tvrdenie pre ur€ité n > 1, potom teda plati

1 1 1 1 1
oo+ + - —.
ag+ ke ay+k Az + ko2 a,-y G
Vtedy viak
1 1
LI o+ + ! ML
a, + ko a, + kl Gp-2 + kn—2 ap—y + ku—l a,
1 1 1 1
= .+ + +
aq + \ko a; + kl Ap_, + k,....z An-1
+(_ 1 + 1 >=_1_+ =8y — kyy +»au-1+kn—_5=__1_
Gy_y  Gnoy + kyey ao - pey(Gpmy + kay) ao

280



tize (2") je riesenim rovnice (4) v prirodzenych islach aj pre n + 1. Podmienky (6)
st teda aj dostadujiice. Tym je veta dokazana.

Poznamka 1. Pri danych prirodzenych &islach a, a n je minimalny pocet réznych
trojic kone&nych postupnosti {a;}72q, {k;}726, {#;}]=1 3"~ ! (ak je ap > 1)a 3" 72 (ak
je ao = 1). Vzhladom na (6) totiZ pre j = 1,2,... plati a; > 1, a tak si aspoii tri
mozZnosti volby k;, totiZ 1, a;, a}. Tak je tomu i pri volbe ky, ak je ay > 1, priay = 1
je v8ak iba moZnost k, = 1.

Poznédmka 2. Nie ka?dé rieSenie rovnice (4) pri urgitom n > 1 je prolongabilné.
Napr. 1/5 + 1/10 + 1/30 = 1/3, ale rovnica 1/x;, + 1/x, + 1/x; = 1/3 nemé pro-
longabilné rie¥enie, v ktorom by x; malo niektord z hodnét 5, 10, 30. Je totiZto ko, =
=5 — 3 = 2, alebo 10 — 3 = 7, alebo 30 — 3 = 27, aviak Ziadna z tychto hodndt
nie je delitelom &isla a3 = 9.

Veta 3. V postupnostiach {a;} 7= o, {k;} =0, {0;} 5= 1 z def. 1 a 2 platia tieto vztahy

a .
(8) aj+1 = 1 kj, J = 0, 1, 2,..-

a;

Agllq0ly ... O
9 A =120 TR 5 20,1,2,...
©) T koky .. Ky

Aoty ... O
(10) W = —22 0 4k, j=1,2,...

! koky ...kj—y

Dékaz. Pre j = 0, 1,2, ... podla (6)
a; a; + (a’lk;
;+lkj= J (J/ J)kj=aj+kj=aj+l

j aj;

takZe (8) plati. Podla (8) potom

ay a; j+1 aj+1
alaz...aj+l='a_‘k0-;‘kl... ; kj= Z kokl"'kj’
0 1 J V]

odkial vyplyva (9). Konegne podla def. 2 z (9) vyplyva (10).

" Veta 4. Postupnost’{a j};°=0 je rastuca.
Dobkaz. Podla (6) pre j = 0,1, 2, ... plati a;,, > aj, &im je veta dokdzana.

Poznamka. O postupnostiach {a;} >, {k;} ;o to vidy neplati.

Veta 5. Nech a, a 1 st pevné (ind¢ lubovolné) prirodzené ¢isla. UvaZujme vsetky
postupnosti {a;} 7o, ktoré podla def. 2 pri danom Cisle a, moZno vytvoriz. V mnoZine
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&isel a,, ktoré sme takto ziskali je najvdcsie to &islo a;, ku ktorému viedli hodnoty
ko = kl = ... = kl“l = 1.

Ddkaz. Podla (6) pri danom ¢&isle a, ziskame najvicsie &islo a; volbou ko = 1,
ktor4 je pripustn4; ak veta plati pre urité I = 1, potom podla (6) a,4, = a, + a}[k,
je najvi&ie prave vtedy, ked je najvilSie a, a k; najmensie, teda ked — podIa indukg-
ného predpokladu — ko =k, =... = k,_, = latieZ k;, = 1. Tym je veta dokazana.

Désledok. Nech X1, X3, ..., X5; X15 X35 « .., X, SU dve prolongabilné rieSenia rovnice
(4), z ktorych prvé bolo ziskané volbou ko = k, = ... = k,_; = 1, potom plati
x;, £ x, a rovnost plati prdve vtedy, ked si obe rieSenia totozné (¢iZe aj druhé bolo

ziskané volbou kg = k; = ... = k,_, = 1).

Definicia 4. Prolongabilné rieSenie rovnice (4) urfené hodnotami k, = k, =
= k, = ... = 1 nazyvame prolongabilnym extrémnym rie$enim tejto rovnice.

Veta 6. Nech x}, x3, ..., X, je prolongabilné extrémne riesenie rovnice

il

&=

a nech xy, X, ..., X, je prolongabilné extrémne riesenie rovnice

| 1
Y=
F1Xx;  ag

Nech ay > aqo. Potom plati x; > x;,j = 1, 2, ..., n pre vSetky prirodzené cisla n.

Ddkaz. Ozna&me {a}} postupnost vytvoreni podla (6) z &isla a; a &isel k, =
= k; = ... = 1 a {a;} postupnost vytvorena obdobne z &sla a,. DokéaZeme, Ze pre
1=0,1,2,... plati a; > a,. To plati pre ] = 0 podla predpokladu. Ak to plati pre
urdité 1 > 0, potom aj., = a} + a}®> > a, + a} = a,,,, &iZe to plati aj pre ] + 1.
Aviak xj=aj_, + kj_,=a;_, +1, x;=a;_, + 1, a teda x> x; plati pre
vietky j = 1,2,...,n — 1. KedZe x, = a,_,, x, = a,_y, plati aj x, > x,. Tym je
veta dokazana. '

Veta 7. Ak je x,, X, ..., X,, kde n 2 2, prolongabilné riesenie rovnice (4) prislus-
né k postupnostiam {k;} o, {a;} %0, potom

(11) : Xpoy < Xp
prdve ked plati
(12) kn_2 < a,'..z :
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Dékaz. KedZe x,—1 = G,-2 + K2, Xy = a4 je

2 2 2
all—z —_— - k — an_z - k,'_z
an-2 n—-2 - ’
n—2 ku—2

Xp = Xp_y = Qp_1 — Op—y — Kn—2 =0y, +
odkial vyplyva tvrdenie vety.

Veta 8. Ak je x,, X3, - --, X,, kde n > 2, prolongabilné rieSenie rovnice (4) prislusné
k postupnostiam {k;};-o, {a;} =0 potom

(13) X; < X341
pre vietky i = 1,2,...,n — 2 plati prdve vtedy, ked pre vSetky i plati
(14) al =kl +ki_1k;>0.

Ddkaz. Pre vietky predmetné i plati

Xigg—Xi=a;+ki—aj_ —ki_; =

: 2 _ k2 ki_.k
=qa;_, +.a';1+k‘_ai_l__ ki—l=a‘_l i-1 + Ki—1kq
i-1 kl'-l

odkial vyplyva tvrdenie vety.

Veta 9. Prolongabilné rieSenie rovnice (4) prislusné k postupnostiam {k;}7.,
{a;} 0 spliiuje pre kazdé n = 2 podmienku

(15) \ Xy <Xy <...<X,
vtedy a len vtedy, ked
pre vietky j =0,1,2,...

Dékaz. PretoZe pro vietky n = 2 ma platif x,_, < x,, je platnost (16) pre vietky
j=0,1,2,... podla vety 7 nutnou podmienkou k platnosti (15) pre vietky n = 2.

Podmienka (16) pre vietky j = 0, 1, 2, ... je podIa viet 7 a 8 aj postacujiicou pod-
mienkou k platnosti (15) pre vietky n 2= 2.

Poznamka 1. Z viet 7—9 vyplyva, Ze x; < x, < ... x, nemdZe platif v Ziadnom
prolongabilnom rieSeni rovnice (4) jedine vtedy, ked a, = 1, n = 2. Vtedy totiZ
podmienka ko, < a, je nesplnitelni. Pre extrémne prolongabilné rieSenie vak plati
X, < X; < ... < x, vZdy, ked v rovnici je pofet neznamych n > 2. Vtedy totiz
k;=1<a;prej=1,2,...,takZe podla vety 7 plati pre n > 2, x,_; < x,. KedZe
viak k; =1, j =0, 1,2, ..., st splnené podmienky platnosti vety 8 a plati aj x, <
<Xy <o < Xpoye
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Pozniamka 2. Z dokazu véty 7 vyplyva, Ze pre vietky n = 2 plati x, = x,_, <>
¢’k,_2 = Quegs Xy < Xp—y ¢>k,,-2 > a,_3.

Veta 10. Nech oy, oz, ..., %,—1, &, — k,—1 je prolongabilné riesenie rovnice (4)
v prirodzenych &islach. Oznaéme
1 1 1

- Sn=\+~— +...+ .
% ay [

Potom

lims, = —
n—w ag

Dokaz. KedZe ide o prolongabilné rieSenie rovnice (1), plati pre kazdé prirodzené
¢&islo n

ao Oy — kn—l a0 an-1

Podla vety 4 je postupnost {a;} 7, rastuca a kedZe jej Eleny su &isla prirodzené,
plati lim a,_, = 0. Odtial vyplyva tvrdenie vety.

B—©

Teraz uvedieme niektoré aplikacie dokazanych viet.

Priklad. Urit vietky prolongabilné rieSenia rovnice (4) v prirodzenych &islach
pre a, = 3 a n = 3. RieSenie je obsaZené v nasledujlicej schéme:

— 2
ag =3, ko | a5

ko 1| 3 9

a, = ay + atlk, 12 6 4

k0=l, al=12, klla%

k, 1 2 3] 4 6 8 9 12

a, = a; + (a3/k,) 156 84 60 48 36 30 28 24
ko=3,a,=6, k| d}, ko=9,a,=4, k, | a}

ky 1 2 3 4 6 1 2 4

a;, = ay + (a?/k,) 42 24 18 15 12 20 12 8
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xy=ag + ko 4 4 4 4 4 4 4 4
X, = a; + ky 13 | 14 15 16 18 20 21 24
X3 = a, 156 | 84 60 48 36 30 28 24
Xy = ag + ko 6 6 6 6 6 12 12 12
x,=ay + ky 7 8 9 10 12 5 6 8
X3=a, 42 24 18 15 12 20 12 8

Pri potitani a,_, (v priklade a,) netreba hladief na tie hodnoty k,-,(k,), pre

ktoré plati k,_, > a,_,. K takym hodnotim existuje totiZ k,_,
< a,-,. Potom mame pre k,_,

aprek,_,

Xp-1 = QAp-2 + kn—z s

’ ’
Xp = Qu—1 = Ay +

’ ’
Xp-1 =8p_3+ k3 =0a,_5 +

Xg = Qp_1 = Gp_2 +

2

n—2

=xil’

2
n

-2

n—2

2
=a,., + kn—z = Xp-1-
n—2

a:—Z/kn—Z <

KedZe korene moZno Iubovolne permutovat, nezaleZi nim na ich poradi a netreba

tieto dve rieSenia rozliSovat. Ak by sme viak rieSili rovnicu ), 1/x; = 1/a,, museli by
i=1

sme brat do po¢tu vietky moZné k,, k,, ale opaf len tie k,, pre ktora plati k, < a,.
Tymto postupom médZeme urdit vietky prolongabilné rieSenia rovnice (4) pre

Iubovolné n. Zrejme pocet tychto rieSeni s rastlicim n prudko rastie.

Medzi prolongabilnymi rieSeniami v danom priklade nie st obsaZené iba tieto zo

vietkych rieeni rovnice (4) pre a, = n = 3:

X 5 5 5 5 7 9
x; 8 9 10 15 7 9
x5 120 | 45 30 15 | 21 9

285



Teraz uké¥eme priklady prolongabilnych rie¥eni rovnice (4), ktoré sa dostanu ak
hodnoty k; volime jednym z troch vidy pripustnych spésobov: 1, a;, af.. Rie¥enia
uvedieme vo forme oy, @5, ..., %y, G,—; podla (2') a (2").

Veta 11. Nech a,, n sit lTubovolIné prirodzené &isla. Potom plati

. 1 1 1 1 1
— 4+ — 4+ ...+ + =—,
oy A2 Op—1 Gy—y 4o

kde

1oy =ag+ 1,0, =aot%...0;+1,j=12,..,a8,_=a,—1,

2.0y =2ag, @54y =400+ 1L, j=12,..,a,_,=a, -1,

3. 0y = aglag + 1), 0541 = (Yag)oy0, ...y + 1,j=1,2,..,a,_y =0, — 1,

4, oy = 2a,, 0y = 2%ag, ...y Uy g = a,_; = 2" a,, |

5. 0y = ag(ae + 1), 0, = (a0 + 1) (ao +2), ..., % =‘(ao +n—2)(ap +n-1)
an_1=a§+n—1.
Dokaz. 1. Podla (9) a (10), ked poloZime k; = 1,j = 0,1,2, ...

2. Obdobne pri volbe ko = ag, k; = 1,j = 1,2, ...

3. Obdobne pri volbe k, = a?, k;=1,j=1,2,...

4. Privolbe k; =a;,j=0,1,2,...,jea; = ay + ko = 2a,, dalej podla (6) a;,, =
=a; + k; = 2a; a podla def. 2 a;,, = 2a;. Postupnosti {a;}, {«;} su geo-
metrické s kvocientom 2.

5. Pl‘i Vorbe kj = a}, j = 0, 1, 2, PERYY je Otl = ao + ko = ao + a(z) = ao(ao + 1),
#, = a; + a; = a,(a; + 1),... KedZe a;,, = a; + aj/k; = a; + 1, je postup-
nost {a;} aritmetick4 s diferenciou 1. Z toho vyplyva 5.

Poznamka 1. RieSenie (2)—(3) rovnice (1) dostaneme z rieSenia 1.—3. poloZiac
ag = 1.

Poznamka 2. Ak si vSimneme ddkazu vety 2 a definicii 1— 3, vidime, Ze vSetko
podstatné, &o bolo dokazané o prolongabilnych rieSeniach rovnice (4) v prirodzenych
dislach, plati v ITubovolnych mnoZinach, v ktorych si definované $tyri zakladné pocto-
vé vykony. Tak je tomu napr. v mnoZine vietkych kladnych racionalnych, vietkych
kladnych redlnych &fsel, ale tieZ v telese ¢&isel racionalnych, &isel redlnych, &isel kom-
plexnych a tieZ v mnoZine vietkych Gaussovych &isel (s respektovanim delitelnosti

k;| a?) a pod.
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DODATOK

V tomto dodatku sa predoflé ivahy zov§eobecnia pre rovnicu
(4) — 4+ —+ .t =—=—,
n = 2, a,, b nesudelné prirodzené ¢isla.
Veta 12. Ak je Xy, X5, ..., X, [ubovoIné riesenie rovnice (4) v prirodzenych cislach

aakb|x,i=12,..,n, potom

X X
“"1'9 62=_29 R €n=

§1= b b‘

o |3

je rieSenie rovnice (4') v prirodzenych éislach a obrdtene, ak je £, &,, ..., &, rieSenie
rovnice (4) v prirodzenych Cislach, je x, = by, x, = b&, ..., x, = b&, vidy
rieSenim rovnice (4) v prirodzenych cislach.

Dokaz. Rovnica (4') je ekvivalentn4 rovnici

1 1 1 1

be,  b&, | bE, ao

ktora je totoZna s rovnicou (4), ak poloZime x; = b¢;, i = 1,2, ..., n. Odtial vyplyva
tvrdenie vety.

b

Definicia 5. Ak rieSenie rovnice (4') v prirodzenych &islach je podIa vety 12 odvo-
dené z prolongabilného rieSenia rovnice (4), teda ak ide o rieSenie rovnice (4') v pri-
rodzenych &slach, ktoré pre kazdé n = 2 mozZno utvorif z postupnosti {a;}7o,
{k;} =0, uréenych podmienkami (6), vo forme

(2*)

ag + ko £, = a; + k1_ E_ = Ay + ky_» ¢ =
s - 3 crey bp—1 T T T n = >

b b b b

é =

potom toto rieSenie nazyvame prolongabilnym rieSenim rovnice (4') pre kazdé
nz=2.

Poznamka 1. Pre n = 1 rieSenie rovnice (4') nemusi byt prirodzené &slo.

Poznédmka 2. Pre prolongabilné rieSenia rovnice (4) podla (2*) plati b | a,-,
pren > 2,teda b | a;a potom aj b | k; pre j = 1.

Poznamka 3. Z vety 12 a definicie S vyplyva, Ze vSetky vlastnosti odvodené pre
n 2 2 pre prolongabilné rieenia rovnice (4), platia aj pre prolongabilné riedenia
rovnice (4'), kedZe postupnosti {a;}, {k;} si pre obe rieSenia totoZné.
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Pre extrémne rieSenie rovnice (4') by muselo platit pre kazdé j=0,1,2,...,
bla;+ 1,b|a;.,, tedaprej=1,2,...si¢asne b|a; + 1ib|a; odkial vyplyva
b = 1. Extrémne rieSenie existuje teda len, ked b = 1, teda len pre rovnicu (4).

Nie kaZda rovnica (4') ma prolongabilné rieSenie. Napr. rovnica

1
- X, X, x, 1

nema prolongabilného rieSenia, lebo k, moZe mat niektora z hodnét 1, 7, 49, aviak
3)ag + ko = 8, 14, 56.

Lahko sa presved¢ime, Ze napr. identity
2

n—1
Z 1/2j—la0 + 1/2"_2ao = —
ji=1 ao

FafletV, fedeot 72

j=1 . 2 ag

kde a, je neparne prirodzené &islo, znadia prolongabilné rieSenia rovnice (4),
v ktorej b = 2. V prvom k; = a; = 2/ay a v druhom k; = (ao + 1Y, a; = ag(ao +
+ 1Y prej=0,1,2,...

Veta 13. V pripade, %e zndme vietky riesenia rovnice (4) v obore prirodzenych
disel, méZeme postupom uvedenym vo vete 12 ziskaf vetky rieSenia rovnice (4')
v obore prirodzenych cisel a obdobne dostaneme zo vSetkych prolongabilnych
riefeni rovnice (4) vietky prolongabilné riefenia rovnice (4').

Vyplyva z vety 12 a z definicie 5 prolongabilnych rieSeni rovnice (4').

PodlIa vety 13 snadno ur&ime z rie$eni rovnice

1 1 1 1

— 4 = — =
X, X3 X 3
v prirodzenych &islach, uvedenych v priklade na strane 285 v3etky rieSenia rovnice
1 1 1 2
—+—+—==
Xy Xy X3 3

v prirodzenych &fslach. Tak dostaneme rieSenia, o ktorych sa potom podla vety 13
Iahko presved&ime, Ze su vietky prolongabilné v tom poradi, ako su uvedené:

x4 2| 2| 2| 2| 2 3| 3 6 | 6
x; 71 8 9 | 10°] 12 4| 6 | 3 4
X3 2 | 24 | 18|15 |12 | 12| 6 | 6 | 4
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Zusammenfassung
UBER PROLONGABILE LOSUNGEN DER OPTISCHEN GLEICHUNG
PAVEL BARTOS, Bratislava
Im Artikel werden die sog. prolongabilen Ldsungen der Gleichung (4) in na-
tiirlichen Zzhlen definiert. Es werden einige deren Eigenschaften untersucht und es

wird angedeutet, dass dieser Begriff auch in anderen Mengen sinnvoll sein kann.
Zusitzlich werden die erreichten Ergebnisse fiir die Gleichung (4') verallgemeinert.
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