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Časopis pro pěstovánf matematiky, roČ.95 (1970), Praha 

O PROLONGABILNÝCH RIEŠENIACH OPTICKEJ ROVNICE 

PAVEL BARTOŠ Bratislava 

(Došlo dňa 12. decembra 1968) 

Autor věnuje tuto prácu s vdakou vset kým, ktori boli k němu v živote dobři. 

Ako je známe, má diofantická rovnica 

(i) . í - - i ' , » Ž I 
1=1 Xj 

tzv. optická rovnica, pre každé n konečný počet riešení (aspoň jedno) v prirodzených 
číslach. Medzi nimi je význačné riešenie 

( 2 ) x 1 = a 1 , x2 = a 2 , ...,xn_í = ccH_1 , xn = ccn - 1 , 

kde postupnost' {a/}JLi je definovaná takto 

(3) < * i = 2 , a J + 1 = a 1 a 2 . . . a ; + 1 , 1 = 1,2,... 

Riešenie (2) - ( 3 ) rovnice (1) v prirodzených číslach má tú vlastnost', že pre n > 2 
platí Xi < x 2 < ... < x„, a nažýva sa jej extrémnym riešením, lebo ak je xi < 
< x 2 < ... < x^ lubovolné iné jej riešenie v roznych prirodzených číslach, platí 
xn < xn (pozři [1] veta 3). 

V tejto práci sa budeme zaoberať riešením všeobecnejšej rovnice 

(4) Ž 1 = 1
5 " = 1 > 

J = i Xj a0 

kde a0 je dané prirodzené číslo a budeme hladať všetky také jej riešenia v prirodzených 
číslach, ktoré možno vyjadriť obdobné ako riešenie (2) rovnice (1). Číslo n bude 
znamenat' vždy počet neznámých v rovnici (4). V dodatku potom dosiahnuté výsledky 

n 

zovšeobecníme pre rovnicu £ l/x t = b\a0 (b, a0 nesúdelné prirodzené čísla). 
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Definicia 1. Nech existujú také dve postupnosti prirodzených čísel {a/}J_i, 
{kj}JL0 *), že pre každé prirodzené číslo n má rovnica (4) (kde a0 je dané prirodzené 
číslo) v obore prirodzených čísel riešenie tvaru 

(2 ) xx = a t , x 2 = a 2 , . . . , xn^i = a n_! , xB = art — fcrt-i . 

Potom pre každé prirodzené číslo n nazýváme riešenie (2') prolongabilným riešením 
rovnice (4). 

P o z n á m k a . Riešenie (2) rovnice (1) je podlá toho prolongabilným riešením rov­
nice (4), kde a0 = 1, postupnosť {ay}J_i J e určená predpisom (3) a kj = 1, j = 
= 0,1,2, . . . 

Zavedeníe pojmu prolongabilného riešenia rovnice (4) je odóvodnené tým, že — 
ako uvidíme na konkrétnom příklade — značný počet jej riešení v prirodzených 
číslach se dá určiť istým algoritmom podlá vety 2 pre všetky prirodzené čísla n. 
Okrem toho prolongabilné riešenia majú aj iné diofantické rovnice. Napr. jednoducho 
sa dokáže matematickou indukciou, že rovnica 

a0 + aYx\ + a2x\x\ + ... + an_xx\x\ ... x2_ Y = xtx2 ... xn , n = 2, 3,... 

má riešenie (2'), pričom a t = a0, a i + 1 = aJ.a1a2 ... ccj + 1, j = 1, 2, . . . a fc; = 0, 
j = 0, 1, 2, . . . Konečné móže mať tento pojem význam aj v iných množinách (pozři 
poznámku 2 za větou 11). 

Veta 1. Vpostupnostiach {«/}]_i, {fc/}j_o z definície 1 p/afí' 

(5) a t = a 0 + fc0 . 

D o k a ž . Podlá def. 1 pre n = 1 platí x t = aj - fc0. Kedže v tomto případe xl = 
= a0, (5) skutočne platí. 

Definicia 2. Pomocou postupností {ccj}f^u {fcy}J_o z - e f - 1 definujeme postupnosť 
prirodzených čísel2) {o/}JL0 takto 

a; = a ;- ! + fcy-i, j = 1,2,... 

V postupnosti {aj}jL0 je člen a 0 podlá (5) totožný s koeficientom a0 v rovnici (4). 
Definicia 1 prolongabilného riešenia rovnice (4) je potom ekvivalentná tejto: 

Definicia 3. Nech existujú také dve postupnosti prirodzených čísel {dj}f=09 {fcj}j_o> 
že pre každé prirodzené číslo n má rovnica (4), v ktorej koeficient a0 je členom 
postupnosti {fl/}J_o P r e 1 = 0, v obore prirodzených čísel riešenie tvaru 

(2") x^ = a0 + fc0 , x 2 = ø! + kl9...9 x л »! = a„_ 2 + fc*_2 , xn = a( 

*) Uvidíme i taký příklad, že kj = 0, j= 0, 1,2...; pře rovnicu (4) je to vylúčené. 
2) Podlá (20 je fcy < <xj+ lt j = 0, 1, 2,... preto aj > 0. 

я - l 
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Potom pre každé prirodzené číslo n nazýváme (2") prolongabilným riešením rovni-
ce(4). 

Veta 2. Čísla aj9kj9 j = 0,1,2,..., sú členmi postupností {aj}JL0, {fcy}JL0 

z def. 1 a 2 právě vtedy 9 kedprej = 1, 2,... platí 

(6) * as = a^ x + ^ i , fc;_ x/aj_ x . 

Dókaz. Predpokladajme, že čísla a j5 k} sú členy postupností {a,}, {fcy} z def. 1 a 2. 
Potom pre všetky prirodzené čísla n platí podlá definície 3 a rovnice (4) 

(7) _ ! _ + _ ! _ + . . . + ! + i ' 
a0 + fc0 at + fci a„_2 + fcn_2 a ^ ! a0 

a tiež 

H A 1 1 1 1 1 1 
(7') -• + + . . . + + + — = — . 

a0 + fc0 ax + fci an_2 + fcn_2 a,,.! + kn__t an a0 

Z rovnic (7) a (7') máme 

1 1 1 — + = , n = l,2,. . . 
an an„x + kn^t an-t 

odkial po malej úpravě vyplývá prvá podmienka (6), a keďže čísla as sú prirodzené, 
platí tiež kn.í | a^_j; podmienky (6) sú nutné. 

Teraz predpokladajme, že máme postupnosti {a;}JL0, {fc/}J_0 prirodzených čísel, 
ktoré splňujú podmienky (6). Dokažme, že majú vlastnosť z def. 3, teda že z nich 
utvořené čísla x l s x2,..., x„ podlá (2") sú riešením rovnice (4) pre každé prirodzené 
číslo n. 

To platí keď n =- 1, lebo vtedy podlá (2") je xx = a0 a toto skutočne je riešenie 
rovnice 1/xj = l/a0. Ak platí tvrdenie pre určité n ^ 1, potom teda platí 

1 1 1 1 1 
+ + ... + + a0 + fc0 ax + kx a„_2 + fcn_2 an-x a0 

Vtedy však 

1 1 1 1 1 
+ + . . . + + + - = a 0 + fc0 at + kx an_2 + fc„_2 an-x + kn„x an 

( 1 1 1 1 \ 
= ( + : + ... + + J + 

\a0 + k0 a^ + ky aB_2 + fcn_2 an-J 

+ / \_ + 1 \ = JL + ~an-l - fcn-l + a n - l + fcn-1 ̂  JL 
\ an-x an-x + kn„J a0 an-t(an-í + fc,.^ a0 
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čiže (2") je riešením rovnice (4) v prirodzených číslach aj pre n -f 1. Podmienky (6) 
sú teda aj dostačujúce. Tým je veta dokázaná. 

Poznámka 1. Pri daných prirodzených číslach a0 a n je minimálny počet róznych 
trojíc konečných postupností {fl/}J«Ž, {fcj}"=o> W I - i 3 " ' 1 ( a^ J e ao > 0 a 3"~ 2 ( a^ 
je a0 = 1). Vzhladom na (6) totiž pre j = 1, 2,... platí o, > 1, a tak sú aspoň tri 
možnosti volby kj9 totiž 1, aj9 a). Tak je tomu i pri volbě fc0, ak je a0 > 1, pri a0 = 1 
je však iba možnosf fc0 = 1. 

Poznámka 2. Nie každé riešenie rovnice (4) pri určitom n > 1 je prolongabilné. 
Napr. 1/5 + 1/10 + 1/30 = 1/3, ale rovnica l/xx -f- l/x2 + l/x3 = 1/3 nemá pro­
longabilné riešenie, v ktorom by xt málo niektorú z hodnot 5,10, 30. Je totižto fc0 = 
= 5 - 3 = 2, alebo 10 - 3 = 7, alebo 30 - 3 = 27, avšak žiadna z týchto hodnot 
nie je delitelom čísla a0 = 9. 

Veta 3. Vpostupnostiach {aj}f=09 {fc;}J=o> {a/}J°=i z def. 1 a 2 platia tieto vztahy 

(8) <xJ+1 = ^ f c , . , I = 0,1,2,... 
aj 

(9) ^ - y ' " ^ , 1 = 0,1,2,... 
K0k1 . . . Kj 

(10) ^ + a0«,a2 « ; + fc^ ; = 1 , 2 , . . . 
^o^i • • • k>j—i 

Dokaž. Pre j = 0,1, 2,... podlá (6) 

f m f c j , f l i + ( f l W f c + f c 

a,. a,. 

takže (8) platí. Podlá (8) potom 

« « „ _ fl- U a2 u aj+í u _ fl1+l t i . jL 
^ 1 ^ 2 • • • 0Cj+ j — /V0 . K,i . . . Kj — ^ 0 ^ 1 • • • *./ » 

a0 ax a} a0 

odkial vyplývá (9). Konečné podlá def. 2 z (9) vyplývá (10). 

Veta 4. Postupnost'{aj}f=0 je rastúca. 

Dokaž. Podlá (6) přej = 0,1, 2,... platí aj+1 > aj9 čím je veta dokázaná. 

Poznámka. O postupnostiach {<Xj}f=l9 {fc/}J=o *° v^dy neplatí. 

Veta 5. Nech a0 a l sú pevné (ináč tubovoJné) prirodzené čísla. Uvažujme všetky 
postupnosti {a^ JL0, ktoré podlá def. 2 pri danom čísle a0 možno vytvořit*. V množině 
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čísel al9 ktoré sme takto získali je najváčšie to číslo a,, ku ktorému viedli hodnoty 
K0 = fCj = ... = = fC,-> ± --- 1 . 

Dókaz. Podlá (6) pri danom čísle a0 získáme najváčšie číslo at volbou k0 = 1, 
ktorá je přípustná; ak veta platí pre určité / ^ 1, potom podlá (6) a,+ 1 = a, + a2/kt 

je najváčšie právě vtedy, keď je najváčšie a, a fe, najmenšie, teda keď — podlá indukč-
ného předpokladu — k0 = kx = ... = fc,_ t = 1 a tiež fc, = 1. Tým je veta dokázaná. 

Ddsledok. Nech xi9 x2,..., xn; x'í9 x2,..., xn sú dve prolongabilné riešenia rovnice 
(4), z ktorých prvé bolo získané volbou k0 = kt = ... = kn_v = 1, potom platí 
x'n ^ xn a rovnost' platí právě vtedy9 keďsú obe riešenia totožné (cize aj druhé bolo 
získané volbou fc0 = fc1 = ... = fcn_1 = 1). 

Definícia 4. Prolongabilné riešenie rovnice (4) určené hodnotami k0 = kY = 
= fc2 = ... = 1 nazýváme prolongabilným extrémnym riešením tejto rovnice. 

Veta 6. Nech x'í9 x2,..., x'nje prolongabilné extrémně riešenie rovnice 
n 1 1 
Z 1 - 1 

j=ixj a0 

a nech xi9 x2,..., xnje prolongabilné extrémně riešenie rovnice 

n 1 1 
z 1 - 1 -

j=i Xj a0 

Nech a'0 > a0. Potom platí xý > xj9 j = 1, 2,..., n pre všetky prirodzené čísla n. 
Dókaz. Označme {a'j} postupnosf vytvořenu podlá (6) z čísla a0 a čísel k0 = 

= kt = ... = 1 a {aj} postupnost' vytvořenu obdobné z čísla a0. Dokážeme, že pre 
/ = 0,1, 2,... platí a\ > a,. To platí pre / = 0 podlá předpokladu. Ak to platí pre 
určité / ^ 0, potom a j + 1 = a\ + a'2 > a, + a,2 = a,+1, čiže to platí aj pre / + 1. 
Avšak x'j = a}_! + kj-x = a}-! + 1, Xj = a,--! + 1, a teda xj > x ; platí pre 
všetky ; = 1, 2,..., n - 1. Kedže xn = a ^ 1 ? xn = an-u platí aj xn > xn. Tým je 
veta dokázaná. 

Veta 7. Akje xl9 x2,..., xn, kde n = 2, prolongabilné riešenie rovnice (4) přísluš­
né k postupnostiam {kj}f=09 {a^jlo* P0řom 

(11) * „ - i < * « 

právě ked platí 

(12) fc„_3 < a„- 2 . 
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Dókaz . KedžexB-i = an^ + K-i*** ~ an-i je 

2 л 2 , 2 л 2 - ź>2 

a n-2 "n • > — • , _ _ a " " 2 „ i, _ a n - 2 ~~ * n - 2 
Xn ~ X,.! = a,,-! - -?„-2 - *«-2 - a n-2 + T a n-2 ~~ *n-2 = T > 

^n-2 #n-2 
odkial vyplývá tvrdenie vety. 

Veta 8. Akje x_, x2» • •., x„9 kde n > 2, prolongabilné riešenie rovnice (4) příslušné 
k postupnostiam {fc;}J_o> {fl/}1°=o> P0ř0nz 

(13) * I < * I + I 

pře ršeřfcj' i = 1, 2,..., n — 2 platí právě vtedy, kedpre všetky i platí 

(14) a?-_ - fc2-_ + fcf-ifci > 0 . 

D o k a ž . Pre všetky předmětné i platí 

* i + l ~~ Xi = a i + fcj ~~ a i - l ~~ fci-i = = 

= « Í - I + T — + fcí - flf-i - fci-i = 7 
fci-l fci-1 

odkial vyplývá tvrdenie vety. 

Veta 9. Prolongabilné riešenie rovnice (4) příslušné k postupnostiam {kj}f=0, 
{a.}JL0 splňuje pre každé n Š_ 2 podmienku 

(15) x_ < x 2 < ... < xn 

vtedy a len vtedy, ked 

(16) kj < a} 

pre všetky j = 0, 1, 2, . . . 

D o k a ž . Pretože pro všetky n ^ 2 má platiť xn__ < xn, je platnosť (16) pre všetky 
j — 0, 1, 2, . . . podlá vety 7 nutnou podmienkou k platnosti (15) pre všetky n __; 2. 

Podmienka (16) pre všetky j = 0, 1, 2, . . . je podía viet 7 a 8 aj postačujúcou pod­
mienkou k platnosti (15) pre všetky n _̂  2. 

P o z n á m k a 1. Z viet 7 - 9 vyplývá, že x_ < x 2 < ... xn nemóže platiť v žiadnom 
prolongabilnom riešení rovnice (4) jediné vtedy, keď a0 = 1, n = 2. Vtedy totiž 
podmienka fc0 < a0 je nesplnitelná. Pre extrémně prolongabilné riešenie však platí 
x_ < x 2 < ... < xn vždy, keď v rovnici je počet neznámých n > 2. Vtedy totiž 
kj = 1 < aj pře j = 1, 2,..., takže podlá vety 7 platí pre n > 2, xn__ < x„. Kedže 
však kj = 1, j = 0, 1, 2,..., sú splněné podmienky platnosti vety 8 a platí aj x_ < 
< x 2 < ... < x.,__. 
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Poznámka 2. Z dókazu vety 7 vyplývá, že pre všetky n gt 2 platí xn = x,.^ o 
o/c.,_2 = an„2;xn < x n-. 1ofc n^ 2 > an_.2-

Veta 10. Nech <Xi,a2,..., an_i, an — fcn-i je prolongabilné riešenie rovnice (4) 
v prirodzených číslach. Označme 

Sn = - + i + ... + _ L . 
a i a2 a„_ 7 1 - 1 

Potom 

lim sn = — 
n-*oo -3 0 

Ddkaz. Kedže ide o prolongabilné riešenie rovnice (1), platí pre každé prirodzené 
číslo n 

i 1 1 1 
a0 <xn - *;,.-! a0 <*„_! 

Podlá vety 4 je postupnosť {a^JLo rastúca a kedže jej členy sú čísla prirodzené, 
platí lim an„x = oo. Odtial vyplývá tvrdenie vety. 

«-*oo 

Teraz uvedieme niektoré aplikácie dokázaných viet. 

Příklad. Určiť všetky prolongabilné riešenia rovnice (4) v prirodzených číslach 
pre a0 = 3 a n = 3. Riešenie je obsažené v následujúcej schéme: 

a0 = 3, k{ зko 

ko 1 3 9 

al = ao + aolкo 12 6 4 

к0 = ! ,<. .= 12, *. | a\ 

* 1 1 2 3 4 6 8 9 12 

a2 = a
l + (aî/*l) 156 84 60 48 36 30 28 24 

*o == 3, â  = 6, k! | a\9 k0 = 9, ax = 4, k^ | af 

*i 1 2 3 4 6 1 2 4 

Ö 2 = ЛІ + (a\jк{) 42 24 18 15 12 20 12 8 
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Xí = a0 + fc0 4 4 4 4 4 4 4 4 

x2 = öl + *1 13 14 15 16 18 20 21 24 

*3 = *2 156 84 60 48 36 30 28 24 

*i = Ч + fc
0 

6 6 6 6 6 12 12 12 

x2 =
 öl + ^1 7 8 9 10 12 5 6 8 

* 3 = « 2 

i 

42 24 18 15 12 20 12 8 

Pri počítaní an-x (v příklade a2) netřeba hladieť na tie hodnoty fclf_2(fc1), pre 
ktoré platí fc„_2 > a„_2. K takým hodnotám existuje totiž fcM_2 = a^_2/fcrt_2 < 
< a„_2. Potom máme pre fcrt_2 

a pгe fe;_2 

Xn-1 — an-2 + ^я-2 » X в — an-l — an-г + 
«»2-2 

S i - 2 

x;_ t = a„_2 + fc;_2 = a, n - 2 
fcц-2 

- *« 

2 

*« = <-i = в»-a + TГ1 = ű * - 2 + fc»-2 = xn-i . 
k'n-2 

Keďže kořene možno lubovolne permutovat*, nezáleží nám na ich pořadí a netřeba 
4 

tieto dve riešenia rozlišovat Ak by sme však riešili rovnicu £ íjxj = l/a0, museli by 
I«i 

sme brať do počtu všetky možné fc0, kí9 ale opáť len tie fc2, pre ktorá platí fc2 ^ a2. 
Týmto postupom móžeme určiť všetky prolongabilné riešenia rovnice (4) pře 

lubovolne n. Zrejme počet týchto riešení s rastúcim n prudko rastie. 
Medzi prolongabilnými riešeniami v danom příklade nie sú obsažené iba tieto zo 

všetkých riešení rovnice (4) pre a0 = n = 3: 

*1 5 5 5 5 7 9 

x2 8 9 10 15 7 9 

XЪ 120 45 30 15 21 9 
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Teraz ukážeme příklady prolongabilných riešení rovnice (4), ktoré sa dostanu ak 
hodnoty ki volíme jedným z troch vždy přípustných spósobov: 1, aj9 a], Riešenia 
uvedieme vo formě a l 5 a2,..., av,_lf an„x podlá (2') a (2"). 

Veta 11. Nech a0, n sú Iubovolné prirodzené čísla. Potom platí 

1 1 1 1 1 
— + — + . . . + + = — , 
<*1 <*2 a n - l « » - l <*0 

kde 

1. ax = a 0 + 1, a i + 1 = a 0a 1a 2 ...a^ + í,j = 1, 2,..., an-t = aw - 1, 

2. ai = 2a0, a J + 1 = a ja 2 . . .a y + 1,I = 1,2,..., a ^ = aw - 1, 

3. ax = a0(a0 + 1), a i + x = (l/a0) axa2 ... <Xj + 1, j = 1, 2,..., a„_ x = a„ - 1, 

4. aj, 5= 2a0, a2 = 2 a0,..., a*-! = an«x = 2n~ a0, 

5. ax = a0(a0 + 1), a2 = (a0 + 1) (a0 + 2),..., a , ^ = (a0 + n - 2) (a0 + n - 1); 

0n-i = a 0 + n - 1. 

Dókaz. 1. Podlá (9) a (10), keďpoložíme kj = 1,'j = 0,1, 2,... 

2. Obdobné pri volbě fc0 = a0, fc^ = 1,I = 1, 2,... 

3. Obdobné pri volbě fc0 = a0, ki = l,j = 1, 2,... 

4. Pri volbě kj = â , 7 = 0,1, 2,..., je ccx = a 0 + fc0 = 2a0, ďalej podlá (6) aj+x = 
= aj + fcj = 2a y a podlá def. 2 a^+1 = 2aj. Postupnosti {aj}9 {ccj} sú geo­
metrické s kvocientom 2. 

5. Pri volbě kj = a?, j = 0,1, 2,..., je aj = a0 + fc0 = a0 + a0 = a0(a0 + 1), 
a2 = ax + ax = a^ai + 1),... Kedže a i + 1 = as + a?/fc; = a,- + 1, je postup­
nost {aj} aritmetická s diferenciou 1. Z toho vyplývá 5. 

Poznámka 1. Riešenie (2)—(3) rovnice (1) dostaneme z riešenia 1. —3. položiac 
a 0 --= 1. 

Poznámka 2. Ak si všimneme dókazu vety 2 a definícií 1 — 3, vidíme, že všetko 
podstatné, čo bolo dokázané o prolongabilných riešeniach rovnice (4) v prirodzených 
číslach, platí v lubovolných množinách, v ktorých sú definované štyri základné pocto­
vé výkony. Tak je tomu napr. v množině všetkých kladných racionálnych, všetkých 
kladných reálných čísel, ale tiež v tělese čísel racionálnych, čísel reálných, čísel kom-
plexných a tiež v množině všetkých Gaussových čísel (s respektováním dělitelnosti 
kj I a)) a pod. 
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DODATOK 

V tomto dodatku sa predošlé úvahy zovšeobecnia pre rovnicu 

(4') - + - + ... + - = - , 

n __ 2, a0, b nesúdelné prirodzené čísla. 

Veta 12. Afc je xí9 xl9 ...9xn lubovolně riešenie rovnice (4) v prirodzených číslach 
a ak b \ xi9 i = 1, 2,..., n, potom 

e * 1 K **2 t: **« 
s i — ~- 9 S2 — " 7 " ' • * *> *» """ T~ b b b 

je riešenie rovnice (4') 1; prirodzených číslach a obrátene, akje £l9 £2, •.., Šn riešenie 
rovnice (4') 0 prirodzených číslach, je xt = b£u x2 = b^29...9xn = fe^ t?řáj> 
riešením rovnice (4) t; prirodzených číslach. 

Dókaz. Rovnica (4') je ekvivalentná rovnici 

1 1 1 1 
— + — + ... + — = — , 
Hi b£2 bšn a0 

ktorá je totožná s rovnicou (4), ak položíme xt = b£i9 i = 1,2,..., n. Odtial vyplývá 
tvrdenie vety. 

Definícia 5. Ak riešenie rovnice (4') v prirodzených číslach je podlá vety 12 odvo-
dené z prolongabilného riešenia rovnice (4), teda ak ide o riešenie rovnice (4') v pri­
rodzených číslach, ktoré pre každé n __ 2 možno utvoríf z postupností {aj}f=09 

{kj}f=09 určených podmienkami (6), vo formě 

(2*) 

P —. a° "*" ° í — fl- + fc- JÍ _ an-2 + K-2 p __ an-í 
s i ; 9 S2 ~ ; 5 • • «J S/1-1 ; J Sw — ; > 

potom toto riešenie nazýváme prolongabilným riešením rovnice (4') pre každé 
n __ 2. 

Poznámka 1. Pre n = 1 riešenie rovnice (4') nemusí byť prirodzené číslo. 

Poznámka 2. Pre prolongabilné riešenia rovnice (4') podlá (2*) platí b \ an^.l 

pre n __ 2, teda b | a,- a potom aj b | kj přej __ 1. 

Poznámka 3. Z vety 12 a definície 5 vyplývá, že všetky vlastnosti odvodené pre 
n __ 2 pre prolongabilné riešenia rovnice (4), platia aj pre prolongabilné riešenia 
rovnice (4'), kedže postupnosti {aj}9 {kj} sú pre obe riešenia totožné. 
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Pre extrémně riešenie rovnice (4') by muselo platiť pre každé j = 0,1,2,..., 
b | as + 1, b | fl/+i, teda pre/ = 1, 2,... súčasne b \ as + 1 i b \ aj9 odkial vyplývá 
b == 1. Extrémně riešenie existuje teda len, keď b = 1, teda len pre rovnicu (4). 

Nie každá rovnica (4') má prolongabilné riešenie. Napr. rovnica 

1 1 1 3 
— + — + ... + — = -

* xx x2 x„ 7 
nemá prolongabilného riešenia, lebo fc0 móže mať niektorú z hodnot 1, 7, 49, avšak 
3 Jí a0 + fc0 = 8,14, 56. 

Eahko sa přesvědčíme, že napr. identity 

" i 1/2^^0 + l/2«-2a0 = -
1=i a 0 

"ft/Çдo+.-У | ţ K K + i ) " ' - 2 
Á •/ 2 / 2 ö 0 

kde a0 je nepárne prirodzené číslo, značia prolongabilné riešenia rovnice (4'), 
v ktorej b = 2. V prvom fc; = o, = 2ya0 a v druhom fc,- = (a0 + 1)J, a;- = a0(ci0 + 
+ íypre ; = 0,1,2,... 

Veta 13. V případe, že známe všetky riešenia rovnice (4) v obore prirodzených 
čísel, můžeme postupom uvedeným vo vete 12 získat všetky riešenia rovnice (4') 
v obore prirodzených čísel a obdobné dostaneme zo všetkých prolongobilných 
riešení rovnice (4) všetky prolongabilné riešenia rovnice (4'). 

Vyplývá z vety 12 a z definície 5 prolongabilných riešení rovnice (4'). 
Podlá vety 13 snadno určíme z riešení rovnice 

.1 -i -! = ! 
X^ X2 X0 D 

v prirodzených číslach, uvedených v příklade na straně 285 všetky riešenia rovnice 

1 1 1 2 
— + — + — = -
Xj X2 X3 3 

v prirodzených číslach. Tak dostaneme riešenia, o ktorých sa potom podlá vety 13 
Iahko přesvědčíme, že sú všetky prolongabilné v tom poradí, ako sú uvedené: 

* 1 2 2 2 2 2 3 3 6 6 

x2 1 8 9 10' 12 4 6 3 4 

x3 42 24 18 15 12 12 6 6 4 
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Zusammenfassung 

ÜBER PROLONGABILE LÖSUNGEN DER OPTISCHEN GLEICHUNG 

PAVEL BARTOS, Bratislava 

Im Artikel werden die sog. prolongabilen Lösungen der Gleichung (4) in na­
türlichen Zahlen definiert. Es werden einige deren Eigenschaften untersucht und es 
wird angedeutet, dass dieser Begriff auch in anderen Mengen sinnvoll sein kann. 

Zusätzlich werden die erreichten Ergebnisse für die Gleichung (4') verallgemeinert. 
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