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Casopis pro pistovéni matematiky, ro&. 95 (1970), Praha

O BAIREOVYCH TRIDACH

Lubik Zasf¢ek, Praha
(Doslo dne 4. Cervna 1968)

V &énku [1] je provedena jistd charakterizace omezenych funkci prvni Bairovy
tfidy definovanych na intervalu (0, 1). Podobné lze charaktenzovat omezené
funkce libovolné Bairovy tfidy, coZ provedeme.

Zavedeme n&kterd oznadeni. Bairovy tfidy &, funkci a Borelovské mnoZiny zavd-
dime podle [2]. Rikdme, Ze f je a-m&fitelnd, jestlize {x, f(x) > y} i {x, f(x) < y}
jsou aditivni t¥idy o pro vSechny y. UZivdme toho, Ze fe &, < f je B-méfitelnd,
kde B = a, je-li « konedné, B = a + 1, je-li « nekone€né. Je-li f funkce na (0, 1),
pak definujeme graf funkce f G, = {[x, y], x€ (0, 1), y = f(x)} a p(f) = {{x, »]
x€(0,1), y < f(x)} a podobng n(f) = {[x, y], x€<0, 1>, y > f(x)}. Rikdme, Ze
mnoZina U < €0, 1) x E; md vlastnost C, jestlize {y, [x, y] € U} je pro ka?dé x
omezenym otevfenym intervalem. Nechf {r,} zna¢i mnoZinu raciondlnich &isel uspo-
fddanou v posloupnost.

Nejdfive dokdZeme lemma.

Lemma. Je-li f(x) a-méfitelnd, je p(f) aditivni tFidy o.

Diikaz. Plati tyto ekvivalence: (Xo, Yo) € p(f) < 31, f(x0) > 1, > yo < (%o, Yo) €
eC) [{x, f(x) > rs} x (= o0, r,)] ProtoZe mnoZiny (-0, 7,) a {x, f(x) > r,} jsou
a:1=it1ivni tHdy a, je i p(f) aditivni t¥idy o.

Nyni jiZ dokdZeme hlavni vé&tu.

Véa. Necht f je omezend funkce na (0,1, a > 0. Pak fe &, < G, = F\Um,

m=1
kde U,, maji vlastnost C a jsou Borelovské aditivni tfidy B, kde B = a — 1, je-li «
konecné, B = a, je-li o nekonecné.

Dikaz. 1. Necht fe &,, |f| £ M. Pak existuji funkce f,, f, - f, |fu| = M,
fa€®e, & < a. Jetedy f=1lim sup f, f=1lim inf f. Zavedme funkce g, =

m-w n=m,... m-w n=m,.
= sup f,, = lim ( max f,,.“) Gn = mf f,,—-hm( min f,,.+,,) Didle poloZme d,,; =
n=m,. - k=0,.. n=m, 1+ k=0,.
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= max fm+k + I/m’ dr'nl = min fm-Hc - 1/m1 Im = gm + llm! tr’n = go’u - l/m
k=0,...,1 k=0,...,1
Funkce d,,;, dl; jsou zfejm& niZ§i ne? a-té t¥idy a plati: dp; [ty tw N Sy diat N L,
[
t,, 7 f. Z toho, Ze p(t,) = U p(d,,) a pouZitim lemmatu snadno dostaneme, Ze p(t,,)
1=1

je aditivni tfidy B (kde B je &islo z tvrzeni). Stejné tfidy jsou oviem mnoZiny n(ty,).
PoloZime-li U,, = p(t,) n n(t,,), maji U,, ?4dané vlastnosti.

2. Necht G, = ﬂ U,,,, kde U,, maji vlastnosti z tvrzeni. Pak plati vztahy x, €
e{x flx) = c}<>v3([xo, y]eUy, y > c)a‘v’a(r > ¢, [x0, 7] €Up) <> X0 €
€ ﬂ U {x[xr ] € U,}. Je tedy {x, f(x) 2 c} multlphkatlvm tfidy B + 1. ProtoZe

m=1 s,rs>c

do stejné tfidy miZeme analogickou tvahou zafadit {x, f(x) < c}, mdme, Ze fe &,.
Tim je dukaz proveden.

Poznamka pii korektufe. Dodate¢né bylo zjisténo, Ze v &lanku J. Ceder, M. Weiss: Some
approximation theorems for Baire functions and Darboux functions, Revue Roum. de math. pur.
et appl. 12, 1967, 1, je jinym zplisobem dokazéna véta, ktera se jen nepatrné li§i od zde dokadzané
véty.
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Summary
ON BAIRE CLASSES

LupEk ZAsfCek, Praha

The set U = €0, 1) x E, is said to have property C when for all x the set
{», [x, y] € U} is an open bounded interval.

In the paper the following theorem is proved: Let f be a bounded function defined
on {0, 1>. Let a be an ordinal number. Then f is an element of Baire class a if and

only if G, = N\ U,, where G, is the graph of f and all U,, have property C and are
m=1

of Borel class B where B = o — 1 for finite « and B = « for infinite a.
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