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Casopis pro pEstovini matematiky, ro&. 95 (1970), Prahs

ZAJIMAVA GRUPA TRANSFORMACI

VLADIMIR MAHEL, Praha
(Doglo dne 19. Eervna 1969)

Vénovdno pamdtce akademika BOHUMILA BYDZOVSKEHO.

1. UvoD

V &ldnku [1] byly vySetfovdny rovinné kiivky Sestého stupng, které jsou invariantni
vidi kvadratickym inversim. V zdvéru tohoto &ldnku byla nalezena sit sextik

4.2 4.2 4.2
ayo(x3x7 + x3x3 + x1x3) +

4_2 4_2 4_2 2.2_2
+ ay(x3x3 + x3x7 + x1x3) + agxixizx; =0,

které jsou reprodukovany Sesti inversemi (s tymiZz hlavnimi body). Snadno se ukdZe,
Ze kazda z t&chto kfivek je reprodukovdna dokonce celou grupou transformaci ¥ddu
24; v tomto ¢ldnku ponechme stranou vlastnosti téchto sextik a vénujme se studiu
vlastnosti oné grupy transformaci.

2. GRUPA Gy,

M¢éjme ddnu projektivni rovinu nad télesem redlnych &isel a v ni zvolme geom. basi
04(1,0,0), 05(0, 1,0), 05(0, 0, 1) a I(1, 1, 1). Pak plati ndsledujici véta:

Véta 1. Dvandct kolineaci o rovnicich

@ Xpixyixi= Xx;: Xx;: x3=I
(2 Xpoxpixy= X1 Xxp:-—x3=L,
(3) XPixhiXy = X;:—X;: x3=L,
0] Xpixp Xy = —X ¢ x21>X3EL4
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a dvandct kvadratickych transformaci o rovnicich

(13)
(14)
(15)
(16)
(17)
(18)
(19)
(20)
(21)
(22)
(23)
(24)

tvori grupu Fddu 24.

L X3

= Xp: X3: x;=1L,

= X;: X3:—X%3 =Lg

= Xp:—Xy: x, =1L,

= =X, X3: Xx;=L4

= X3: X3: Xx,=1L4

= X3: X i-Xx3=L,

= X3:-—X x, =Ly

= —X3! X X, =1L,
X3X3 1 XaX3: X%, =T,
X1X3: XaXz:—XX, =T,
X1X3: —X3X3: X%, = K.

—XyX3: xzx;,': xx; = K,
X1X3 1 X1X3: XpX3 =T,
X1X3 P —X1X3: XXz =T,
X1X3 1 XyX3: —Xpx3 = K,

—X1X3 P X3X3: Xx3 = K,
X3X3: X3Xp: XyX3 =Tg

—X3X3: XyXy: XXy =Tg
X2X3 1 XXy —X;x3 = Ky
XaX3: —X1X5 ¢ X;X3 = K¢

Dikaz tohoto tvrzeni provedeme tak, Ze najdeme multiplika¢ni tabulku a p¥ezkou-
Sime jeji vlastnosti (viz tab. 1). Skldddni transformaci je provedeno obvyklym zpiso-
bem, tj. napf. L,L¢ znamend provést nejprve transformaci L a pak transformaci L,
(v tabulce je levy &initel psén vlevo, tj. L,Lg = Ls, ale LsL, = Ly).
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Pozndmka 1. Je nutno mit na paméti, Ze jednozna&nost zobrazeni kvadratickymi
transformacemi je porufena v tzv. hlavnich bodech a na tzv. hlavnich pfimkdch, t;.
pfi na¥i volb& base v bodech O,, 0,, 0, a na pfimkdch o rovnicich x; = 0, x, = 0,
x3 = 0. .

I \LglLy Ly Ls Lo |Ly Ly |Ly [Lioln|Lia| Ty [T | Ko (G| T |To (G| K| Ts |Ts | Ks| Ko
D L Ly | Ly Lg (Lo [Lr (Lo Lo [Lro|Ln|La|T | T (K (MG Ts (T (MG (K| Ts [ Te | Ks Ko
LyfLo|/ (Lo Ly|La|Ls|Lo|ls |Luo|Ls [Lalln ]| |T |/ (M |16 |05 (T |/ (1|5 (%
Wy |L|L | (Lo |G Lo Ls [ Lo | Lo| L |[Ly (Lo | [ /(T3 (T [T [T |GG | K| K| T | T5
Loflo{ls{ Lol JLo|Lo|Le|Ls | Lia| Lir{ Lol Lo | I MG | T | T | ILIG T (T | Ts |Ts (6 LIS
LofLs|Ly|Lo|Lo|Ls|Lu|Lp|Lu)/ |L|Li|Lo|Ts [Ko|Ts |Ks|T, | /o | G\ T [T (K5I T, | KG
LofLo|Lo|Ls|Ls Lo Le|ln|Lo| L[ Lo|Ls| ! | M| Ts [ M| T [T [ M [T |1G(T (A 1T
Lo\ G| Lol Lo |Ly|Ln|Ls |Lo|Lu|ls|! |Lo| Ly | Ms|Ts |Ks| Ty [ K| [T (M7, 11T, |G
Lo|Lo|Lo|Ls|Lr|Le|Ll|ls |Ln|Lo|Lo|l |Ls|Ts |Ks|Ts |Ks| IG|T: (T K (M IT 1K 1T,
Lo|Lo| L Luo|Ln]| ! [La{Llo|Ly|Ls|Lo| Lo Lo\ T, | K\ IGIT T | Ks| Ty | 6| T, | 11T,
Lo Lo\ Ln|Lo|Le|Lo|Ly |1 [Lo|Ls| Ly|Ls| L) IS\ T, | T3 | K| Ks|Ts | K| To | T, | 0| MG (T,
Lyl Lol Lol L Lo| L] Lo | L] 1 | L] Lol Lo| Ls| T [ Mo\ W [T, | 6| T |6 | T5 [T |2 |1
Lo Lol Lol Lol Lol ! [Lo|La|LelLs| Lo\ Lol | T |Ta |Ko|Te | M6 |Ts |Ks [K2 (T2 | T | M
TT G |G| KT KK T T | K| T [ Ks| /| Lo Lo| Ly Ls| La| Lol Ly Ls| Ln| Lo| Lro
GILIT (K| T T | KK T | K| Ts | Lo | | Ls| Ly| L] Ly Ls| Lo| L] Lo Lo| Ly
KK GG T | T | K K| T | K| To | Ks| Ts | Ls| Lo Lo| 1 | Ly Ls| Ly Ls| L) Ls| Loy Ly
I KT (T T K T Kl T | Ksl L Ls| | L2] L) Ls| Ly Lo Lo L|Ln|Ls
LG KT WL | To | K| K| T | 1| K| T | Lo | Ll Ln|Lo| f | Ls| L\ Lo | Ls|Ls| Lol L,
TAL G T K R\ K T T [ K\ T (T | Mo Ly | Lol Lo | Lo Ly 1 | Lo LifLy| Ly| Lo| Ls
Rl Kol T | K| T [ K| Kl BB T\ G| T | Lo Lyl Lof La| Ly | Ly ] | Lo Ls|Ly|Ls
KAKAT IGIT | T | Ts | K| Ke | 1G|T | T | G | Lia| Ls| Lo Loy | Lo [ Lo| 1 | L] Ls| Ls| Ls|Ls
Ts|Ts | K| Ks| T T |5\ | K| T |Th | MG K| Ls| Lo Ls|LofLlo|lo|Ln|Lef! |Li|Ls|L,
To [T [ K| K| B G\T (1| T | MG | T T, [ Lo Lo | Lo | Ls| L Ln| Lol Lo| Lu] 1 |L,]Ls
Ko {ls\Ts |Ts | Kol T |G| Ty | K | K| IG| T | T2 | Lol Lol Ls| Ly Ln| Lo| Lo Lio| Lo| L5 | Lo ]
Kol Ko | TG\ To | K| MG T I T AT | T (K| K| Ly | Ls| Lo| Lo| Luo| Lee| Lo |Lu|Ls|Lo| 1 |L,

Tab. 1.

Poznimka 2. Uvedenych dvandct kolineaci tvofi zndmou tzv. tetraedrickou
grupu kolineaci. Viz napf. [2], kde je také ukdzdno, Ze sextiky, uvedené v Gvodnim
odstavci, jsou touto grupou' kolineaci reprodukovdny.

Pozndmka 3. Transformace T, aZ T jsou kvadratické inverse (je to onéch est
inversi, o nichZ je rovn&Z fe& v odst. 1). T, md stfed v bod& 0, a zdkladni kuZeloseCku
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o rovnici

(25) X3 = xx, =0,
T, je inverse se sttedem O, a se zdkl. kuZeloseckou
(26) x5+ xx,=0,
T, inverse se stfedem O, a zdkladni kuZeloseékou
(27) x3 — X;x3 =0,
T, inverse se stfedem O, a zdkladni kuZeloseCkou
(28) x5 + X;x3 =0,
T, inverse se stfedem O, a se zdkladni kuZeloseckou
(29) x2 — x,x3 =0,
T, inverse se sttedem O, a se zdkladni kuZeloseckou

(30) x% + XpX3 = 0.

Pozndmka 4. Zbylych Sest transformaci K; — K jsou neinvolutorni kvadratické
transformace bez samodruZnych bodil.

3. FAKTOROVA GRUPA Gg

Z tvaru tabulky 1 je moZno ihned vy¢&ist dal8i podstatnou vlastnost nai grupy G,,.
Transformace I, L,, Lj, L, tvofi podgrupu nejen v tetraedrické grup& kolineaci, ale
také v celé G,4. Vzhledem k tomu, Ze levé zbytkové tfidy jsou totoZné s pravymi, je
tato podgrupa normélni podgrupou celé G,, (v tab. 1 jsou zbytkové t¥idy odd&leny

yewr

siln&jsi linkou). Ozna&ime-li

N={l,L,L,L,) C = {T, T, K, K;}
A = {L Lg, L, Lg} D = {T,, T, Ky, K}
B ={lyLioLy,Ly;} E={TyTeKsKs},
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pak multiplika¢ni tabulka faktorové grupy Gz.;/ N = G4 md tvar

N{a|BiClD|E
NIN|A|B|C|DI|E
AlA|BIN]E|Cc|D

‘ B{B|N|A|ID|E|C
clciolE|N|alB
olole|c|B|N|A
eEle|c|DlA|B (N

Tab. 2.

Z tabulky je opét ihned vid&t, Ze {N, A, B} tvoti normdlni podgrupu celé G.

4. KONFIGURACE (24, 18,)

Mgijme bod Y(y;, ¥5, V), ktery neni samodruznym bodem v Zidné z transformaci
(1)—(24), t]. neleZi na Z4dné z ptimek x, = 0, x, = 0, x3 = 0 a na Z4dné z kuZelose-
ek (25)—(30). Obrazy bodu Y ve viech transformacich grupy G, vytvoti 24-bodovou
skupinu, jejiz struktura nds nyni bude zajimat. Pro jednoduchost oznafime body
této skupiny &isly 1 —24, a to tak, %¢ Y = 1 a jeho obraz v transformaci (i) i= 2, 3, ...
..., 24) obdrZi &slo i. Soufadnice t&hto dvaceti étyf bodd jsou tedy

(31) 1 1 ¥2 y3) 13 ... (Y Vs Yi)a)
2 (Y1» Yas ——y3) 14 ... (h}’aa Yay3s "J’1.Vz)
3 (Yh =Y }’3) 15 ... ()’1}’3, —Y2Y3  Y1Y2)
4 ... (=y Y2 ) 16 ... (=y1y3  Y2¥s, V1))
5... (yz, Y3, .Vl)_ 17 ... (}’x}’z: Y1Y3» }’2}’3)
6 ¥z ya =y 18 ... (V12 =V1ys,  Y2y3)
7 (yz, -Y3 V1) 19 ... (h)’z» Y1)3, ’sz’3)
8 ... (=¥ ¥y3 ) 20 ... (=12 Yi¥s  ¥2¥a)
9 (s ¥, »2) 21 ... (v2¥s Y2 Y1Ya)
10... (3 y1 —y2) 22 ... (=¥293  V1Va  V1¥3)
... (@»=—y ) 23 ... (V2yss  YiVa —V1y3)
12 ... (")’3’ Y15 }’z) 24 .... ()’2)’3, —Y1)Ya, .V1)’3)
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Pritom pfedpokldddme, Ze
(32) »i#0, yitym*0, kde (L,jk=1,23, i+j+k=+i.
Pozndmka 4. Je ihned vidét, Ze jSOU-ti Cisla Y15 Y2, Y3 raciondlni, jsou raciondlni

také souradnice vSech 24 bodi.

Zminénych 24 bodl je moZno rozdélit na Sest Ctvefic podle zbytkovych t¥id fakto-
rové grupy Gg. Pro oznaleni téchto bodovych &tvefic pouZijeme stejnych pismen
jako pro oznadeni zbytkovych tfid, tedy

(33) N ={1,23,4} C = {13, 14, 15, 16}
A =1{56,7,8) D = {17, 18, 19, 20}
B ={9,10,11,12}  E = {21,22,23,24}

Jddro tohoto odstavce tvofi ndsledujici véta:

Véta 2. 24-bodovd skupina (31) za pFedpokladii (32) md tyto vlastnosti:
a) je tvofena Sesti uplnymi &tyfrohy se spolecnym diagondinim trojihelnikem;

b) kaZdé dvé ¢tyrbodové skupiny z (33) lei na kuZelosecce; z 15 takto vytvorfenych
kuZelosedek je 6 kuZelosedek reguldrnich (kuZelose¢ky obsahujici skupiny
NUANUBNuUC CuD,CUE DUE);

c) zbylych 9 kuZelosedek jsou kuZelosecky sloZené vidy z dvojice riiznych pFimek.

Dikaz tvrzeni a): vzhledem k tomu, Ze transformace (2), (3), (4) jsou involutorni
homologie se stfedem v bod& O; (i = 1,2, 3) a s osou v pfimce o rovnici x; = 0,
tvofi &tvefice N = {1, 2, 3, 4} uplny &tyfroh s diagondlnim trojihelnikem 0,0,0;;
kolineace Ls a Ly pfevadgji &tyfroh N v &tyfrohy A = {5,6,7,8} a B = {9, 10, 11,
12}. Z vlastnosti kvadr. transformaci (viz napf. [3], str. 616, tvrzeni d)) plyne pak
také, Ze étvetice C, D, E jsou opét tiplnymi étyfrohy se spol. diagondlnim trojihelni-
kem 0,0,0,.

Pro dikaz tvrzeni b) najdeme rovnice zminénych kuZeloseek. Po snadném ale
del$im vypodtu zjistime, Ze kuZeloseSka obsahujici osmibodovou skupinu N U A m4
rovnici

(34)  NUA ... x5 - yind) + X508 — yird) + %30k — yD3) =0
podobné

(35)  NuUB...x3(y; — yIy3) + X303 — ¥1¥3) + X3yt - yBy}) =0
(36) AUB ... x(f - yiyd) + X301 — D} + 2t - ¥ =0
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(37  cuD...xtyiyi01 — ¥y + x3ii0% - vl +
+ x3y30s - yy3) =0
(38) CUE ...xylvi(ys — y1y3) + <330 - i) +
+ x3yayi0t - y2y3) =0
(39) DUE ... xlylyi(ys — y1y3) + Xy3i0t — yi3) +
+ x3y1305 — yy3) =0
Vzhledem k pfedpokladim (32) je ihned vid&t, Ze vSechny tyto kuZelosetky jsou

reguldrni a z tvaru rovnic je patrné, Ze viechny tyto kuZelose¢ky maji 0,0,0, za
spoledny poldrni trojihelnik.

K diikazu tvrzeni c) najdeme op&t rovnice téchto kuZelosedek:

(40) ’ N U C leZi na kuZeloseéce yZx? — yixZ =0
(41) NuD ... yix2 —yix3 =0
(42) NUE ... yixz — yixt =0
(43) AucC ... yixZ — yix3 =0
(44) AuD ... yixt — yixi =

(45) AUE ... yixi —yixi =0
(46) BucC ... yix2 —yixi=0
47) BubD... yixi —yixi=0
(48) BUE ... yixi - yixi =0

Je ihned vid¥t, Ze za pfedpokladu y; # 0, (i = 1, 2, 3) je kaZdd z t&hto kuZeloseSek
sloZena z dvojice riznych pfimek; singuldrni body vSech téchto kuZeloseek jsou
v bodech 04, 0, a O;.

Tvrzeni c) pfedchozi véty l1ze viak je§t& zna¥n& prohloubit. O tom ndm bliZe povi
ndsledujici véta:

Véta 3. Za predpokladii (32) tvori 24 bodovd skupina (31) konfiguraci (24;, 18,).

Dukaz. V§imneme si bliZe singuldrnich kuZelosedek (40)—(48). Dvojice p¥imek
(40), (44) a (48) prochdzeji bodem 03; podobn& dvojice pfimek (41), (45) a (46) pro-
chdzeji bodem 0, a kone&ng& dvojice pfimek (42), (43) a (47) bodem 0.
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KuZelosetka (40) je sloZena z pfimek

(49) VaXy — y1xp =0
a
(50) Y2Xg + yix; = 0.

Podobng kuZelosetka (44) je sloZena z p¥imek

(51) VY3X; — Yox; =0
a

(52) V3Xy + Y%, =0
a koneén& kuZeloseka (48) z ptimek |
(53) ViXg — Y3X; =0
a

(54) y1X1 + y3x; = 0.

UZ v pfedchozi v&t& bylo ukdzdno, Ze za pfedpokladu y; + 0 (i = 1, 2, 3) nemiiZe
splynout piimka (49) s pfimkou (50). Pfimka (49) viak nemiZe splynout ani s pfim-
kou (51), nebot toto splynuti je ekvivalentni s poZadavkem, aby pro koeficienty
v rovnicich téchto pfimek platil vztah y; — y,y; = 0, coZ je pfedpoklady (32)
vyloudeno; analogickou uvahou se piesvédéime, Ze splynuti kterychkoliv dvou
pfimek (49)—(54) by bylo mozZné pouze tehdy, kdyby bod Y(yy, y,, y3) leZel na
nékteré ze zdkladnich kuZelosetek inversi T, — Ts. Zddnd z ptimek (49)—(54)
nemiiZe vSak také splynout s n&kterou ze zbyvajicich dvandcti pfimek, nebot by
musela prochdzet bodem O, resp. O,. Analogickd ivaha o druhych dvou S$esticich
pfimek nds vede k zdvéru, Ze viech 18 pfimek, na které se rozpadaji sloZzené kuZelo-
seCky (40)—(48) jsou vesmé&s riizné. KaZdym bodem nafi konfigurace prochdzeji
prdvé tfi pfimky (totiZ spojnice uvaZovaného bodu s hlavnimi body 0,, 0, a 0,).
Snadno se také pfesvédCime, Ze na kaZdé z téchto konfiguracnich pfimek leZi prdvé
étyfi body konfigurace, napf. na pfimce (49) lezi body 1, 2, 13 a 14, atd. Tvofi tedy
skupina (31) za pfedp. (32) konfiguraci (245, 18,) bod a pfimek v klasickém vyznamu
slova. :

Pro tplnost uvedme je§t& schéma celé konfigurace, které ukdZe souvislost i s nej-
nov&jsi literaturou (viz napt. [4]).

1 1122355564679 9 9101112
2 343446 7 8 7 8 8101112111212
1317 21 23 19 15 17 21 13 14 22 18 21 13 17 18 14 22
14 18 22 24 20 16 19 24 16 15 23 20 23 15 20 19 16 24

83



Konkrétni zminku o této konfiguraci se v literatufe nepodafilo nalézt. Na zdvér
pfipojme je§té geometrickou konstrukci konfigurace. V dané proj. roviné je zvolena
geom. base Oy, 0,, O5 al (viz obr. 1). K libovoln& zvolenému bodu 1 (zvolen tak,
aby neleZel na Z4dné z hlavnich pfimek a na Z4dné zdkl. kuZelosetce) jsou nalezeny
body 2, 3, 4 jako obrazy bodu 1 v homologiich L,, L, a L,. Uplné &tyfrohy A =
={5,6,7,8} a B={9,10, 11,12} jsou sestrojeny jako obrazy &tyfrohu N =
= {1,2, 3,4} v kolineacich Ls a L. V kvadratické inversi T, (stted O a z4kl. kuZe-
lose¥ka x3 — x;x, = 0) jsou pak nalezeny obrazy 13—24 boda 1—12.

Obr. 1.
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Zusammenfassung

EINE INTERESSANTE TRANSFORMATIONSGRUPPE

VLADIMIR MAHEL, Praha

In der vorgelegten Arbeit befasst sich der Autor mit der Transformationsgruppe,
die aus 12 Kollineationen (1) —(12) und 12 quadratischen Transformationen (13) —(24)
der projektiven Ebene besteht.

Die Bilder des Punktes, der in keiner von diesen Transformationen koinzident ist,
bilden eine Gruppe von 24 Punkten (31) mit folgenden Eigenschaften:

a) sie wird von 6 Vierecken mit gemeinsamem Polardreieck gebildet; -

b) jede zwei Punktquadrupeln von (33) liegen auf einem Kegelschnitt; so entstehen
15 Kegelschnitte; sechs von ihnen sind reguldr und die iibrigen neun bestehen aus
zwei verschiedenen Geraden.

Abschliessend wird der Beweis geliefert, dass dlesc Gruppe von 24 Punkten eine
Konfiguration (24,, 18,) ist.
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