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Casopis pro péstovéni matematiky, rot. 93 (1968), Praha

SINUSOVA VETA O SIMPLEXOCH V E,

PAVEL BARTOS, Bratislava
(Doslo diia 20. februara 1967)

Venované miesto venca na rakvu pamiatke ALZBETY HORVATOVEI rod. DULAIOVES (1907— 1967),

V tomto ¢ldnku sa definuje pojem n-hranného uhla a pojem jeho sinusovej funk-
cie'), dalej sa odvodzuje sinusovd veta pre simplexy v E,, n 2= 2.

Definicia 1. Nech nadroviny v E,
(1) m=ad—b;=0, |aP| =1, i=12,..,n, n22
majua spolo¢ny prédve jeden bod, takZe

a®, ..., a®
)] D=|: ;| *0.
a™, ...,a®™
Prienik n polprostorov uréenych vietkymi nadrovinami (1) nazgvame n-hrannym
uhlom v E,. n-hranny uhol je zrejme neohrani¢ené konvexné teleso. Spoloény bod
rovin (1) nazyvame vrcholom n-hranného uhla a &asti rovin n; = 0 obsaZené v n-hran-

nom uhle sa nazyvaji jeho stenami. Uhol rovin dvoch stien n-hranného uhla menujeme
jeho stenovym uhlom.

Veta 1. n nadrovin (1) uréuje 2" n-hrannych uhlov.

Dokaz. KaZdd z rovin (1) urSuje dva opa&né polpriestory. Po&et moZnosti volby
jedného z kaZdej z tychto n dvojic je 2", préve tolko je n-hrannych uhlov rovinami (1)
uréenych.

Pozndmka. V rovine E, st to $tyri duté uhly vedlajSie a vyplnkové, vytvorené
dvoma réznobeZkami.

Definicia 2. Absolitna hodnota determinantu (2) nazyva sa sinusom n-hranného

1y Pojem sinusu trojhranného uhla v Ej; (trojrohu) je v liter., v podstate zhodne definovany,
znamy. Pozri napr. [3] str. 246.
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uhla y uréeného rovinami (1) a oznaduje sa
(3 siny = |D|

V E, ddva definicia podla vztahu (18) v prdci [1] sinus ktoréhokolvek zo 4 dutych
uhlov vytvorenych dvoma réznobezkami v oby¢ajnom zmysle slava.

Veta 2. Vsetky n-hranné uhly urdené rovinami (1), ktorych pocet je 2", maju
rovnaku hodnotu funkcie sinus a tdto nezdvisi od opornych Cisel b; rovin (1), leZ len
od vektorov @, i = 1,2, ..., n, ktoré méZeme povaZovat za vonkajsie normdly
stien n-hranného uhla.

Dékaz. Podla (3) sin y nezdvisi od konStant b; a nezmeni sa, ak zamenime zna-
mienka vietkych prvkov v tomzZe riadku, ¢o znadi prechod k prislusnému opaénému
polpriestoru, a teda prechod k inému z 2" n-hrannych uhlov uréenych rovinami (1).
Ak rovnice tychto rovin upravime tak, Ze n-hranny uhol je prienikom polpriestorov
7, £0,i=1,2, ... n, st vektory a'? jeho vonkajsie normly.

Veta 2. Sinus n-hranného uhla je kladné &islo a sinus pravého n-hranného uhla sa
rovnd 1.

Dokaz. KedZe podla (2) je D + 0, plati siny = |D| > 0. PodTla prdce [2] pravy
n-hranny uhol R je uréeny rovinami x, = 0, x, =0, ..., x, = 0, takZe

1,0, ..., 0
0

s1nR=0’1’ ’ =1
0, 0, , 1

Veta 4. Sinus n-hranného uhla je urdeny kosinusmi stenovych uhlov @; x jeho stien
vztahom
|1, cos @y 5, ..-5 COS @y,

4 siny = | 5 P12 1, ..., cos @, ,

cos Py COSPaps --5 1
a teda nezdvisi od volby suradnicovej sistavy. Dalej plati
(5) 0O<siny<s1.
Dékaz. Podla multiplikaéného teorému

a®, ..., a2 |aWaW, aPa?, ..., a®a®

a®, ..., a® ama®, a®a@®, ... a™a™

1, cos (Pl,z, P cos (pl,n
cos P1,2, 1, ..., COS Q3

COS P1,no COS P "> 1
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lebo predpokladdme |a”| = 1 a plati
aPa® = cos ¢, = cos ¢ ;, iF k.

Nerovnost (5) plati podla Hadamardovej nerovnosti o pozitivne definitnych mati-
ciach, podla ktorej det |a; ;| < a, 44, ... a, . (Pozri [4] str. 207.)

Teraz pojem n-hranného uhla v E, budeme aplikovat v simplexe v E,. Zrejme
simplex moZno povaZovat za prienik n + 1 n-hrannych uhlov, ktoré budeme nazyvat
jeho (vnutornymi) uhlami a ozna&ime ich y;, i = 1,2,...,n + 1. Ako protilahla
stenu uhla y; ozna¢ime tu stenu V; simplexu, ktord neobsahuje vrchol uhla y;. Sicasne
znali V; aj (n — 1)-dimenziondlny obsah tejto steny, kym n-dimenziondlny obsah
simplexu oznaéime V.

Veta 5. Vsimplexe v E, plati sinusovd veta

(6) S0V _ konst., i=1,2,..,n+1.

Dékaz. Podla vztahu (13) v préci [1] plati

n—1
V= B;A
(n - 1)! B1B2 ces B”+1
kde
1 1
a(l ), , as')
J-1) -1
aj .y Ay .
B. = P+1 i+1 =51n‘y.
1B af*h, ..., ay*th ’
a(n+l)’ , a(:+1)
takze

siny; _|(n —1)!B,B,... B,
V~ An—l

J

= konst.

¢im je veta dokdzand.

Veta 6. V pravouhlom simplexe je pomer obsahu steny a obsahu prepony rovny
sinusu tej stene protilahlého uhla:
(7 sin'yi=V" , i=12..,...,n+1.

n+1

Doékaz. Podla vety 3 je sin 7,+1 = 1, a teda tvrdenie vety je spravne podla vety 5.
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Veta 7. Pre n-dimenziondlny obsah simplexu v E, plati

B V==-""Y(n =)WV Vioy Vipy oo Vayysing), j=1,2,..,n+1.

-

Dokaz. Podla (12) a (13) v préci [1] je

S |-

ByB,...B;_yBjiy... B, 4"
ViV Vi Vigy ... V, _|B1Bz .. Bi1Byyy . By =
172 J=17j+1 +1 l [(n — 1)!]”(3132.”3"“)" I

_ l A= _ IVn~1(n!)n—1 (Ble . B'H_l)n—lI _
[[(» = 1)']" B{B1B, ... Byt | |[(n ~ 1)!] B{B,B; ... Byyy)™ |
Vn-lnn-l Vn-lnn—l

T (-] (n— 1)siny,
odkial vyplyva (8).

Poznimka 1. V E, ddva vzfah (8) vzorce V = }ab sin y atd.

2. KedZe v pravouhlom simplexe je sin y,+, = 1 plati pre tento simplex

©) v=Ltryn -0y,

S |-

kde V;, V,, ..., V¥, st obsahy odvesien. V E, je to vzorec V = ab.

3. Vzfah (8) moZno pomocou vety sinusovej upravovat rozmanitymi spésobmi,
napr.

ol 1 (n— )N VIVaVa... Vg Viry ... Vouy siny,siny; _
n" sin y,

) (n=1)V2ViVsVs...Vioy Viyy... Vorysiny,siny, siny, _
" sin y, sin P,

=

1 (n=1)V2V3IV,Vs...V;_1Vjiy ... Vouy siny, sin y, sin y5 sin yg sin y,)
"3 sin y, sin? y,

atd. Menovite plati vzfah

1 -
nsin y;

(100 v= V((n — 1) Vysiny,siny, ...sinyp;_y sin ;... 8i09,4q)

pre vietky j = 1,2,...,n + 1. Pre n = 2 st to vzorce V = (a?sin B sin y)[2sin «
atd.
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Summary

THE SINE THEOREM FOR SIMPLEXES IN E,

PAVEL BARTOS, Bratislava

In the paper the notion of a n-hedral angle and its sine in E, is defined. By means of
these notions the sine theorem of the plane trigonometry is ‘generalized for simplexes
in E,.
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