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Casopis pro pEstovini matematiky, ro¥. 91 (1966), Praha

PRISPEVOK KU GEOMETRII KONVEXNYCH MNOHOSTENOV
V n-ROZMERNOM EUKLIDOVSKOM PRIESTORE

PAVEL BARTOS, Bratislava
(Doslo dia 14. septembra 1965)

V euklidovskom n-rozmernom priestore E, (n = 2) je dané m (m > n) polpriestorov
(1) m=ax—h <0  (i=12..,m)

ktoré vyjadrime rovnicami

I

(2) ; Z,} - hi = —(q; (i = 1, 2, veoy m)

kde g; je nezdporny parameter, ktory nazveme opornym parametrom rovinyln,-,
lebo istym spdsobom stivisi s opornym ¢&islom h; tento roviny. Ak treba prejst k pol-
priestoru opaénému, piSe sa —g; miesto q,.

Prenik m polpriestorov (2) je konvexny m-sten, ak

1) md vnatorné body a

2) kazdd z m hrani¢nych rovin n; = 0 tychto polpriestorov obsahuje stenu mnoho-
stena.

Mnohosten je potom bud ohraniéeny, bud neohraniéeny.

Ci dané polpriestory (2) skuto&ne urduji konvexny m-sten majuici vlastnosti 1) a 2),
zévisi pri danych vektoroch a; = (a; 4, a;3,...,4;,) (i =1,2,..., m) od hodnét
opornych &isel h; rovin z;. O tom st zndme vety 1 a 2 v § 5 kap. VII diela [1].V tejto
prdci vyslovime nutné a postadujiuce podmienky existencie konvexného mnohostena
uréeného polpriestormi (2) pomocou opornych parametrov q;. Prislu$né vety s
aplikabilné v konkrétnych pripadoch a umozﬁuju aj snadné zisfovanie topologickych
vlastnosti konvexného mnohostena

Predpokladajme, Ze vektory a;, i = 1,2, ..., n, st linedrne nezdvislé, tak¥e rovi-
ny m;, i = 1,2, ..., n, maju spoloény prdve jeden bod (&im zo svojich vah vylucu-
jeme bezvrcholové hranoly) a plati

(3) A=|.....oo.... +0
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Z rovnic (2) pre i = 1,2, ..., n sa potom uréi

(4) Ag,15 200 1,515 hy — q,, Ay j+1s - A1 n

....................................

pgs ooesBp i1y By — Qus Gy js1soeer @ .
xjm= LR SR "A PRt L j=4L2,..,n -

Ak oporné parametre q;, g5, ..., g, nadobidajii nezdvisle na sebe vietky moZné
nezéporné hodnoty, urluji vztahy (4) suradnice préve vietkych spoloénych bodov
polpriestorov (2) pre i =1,2,...,n. Bod X = (x4, X5, ..., X,) teda bude bodom
preniku vietkych polpriestorov (2) vtedy a len vtedy, ked jeho stradnice (4) spiiiaja
rovnice (2) prei=n+1,n+ 2,..., m. Po dosadeni a iprave dostaneme

an+k,1’ seey an+k,n$ n+x — hn+k
A1,15 <05 Q1 s q; — hy
=0, k=1,2,...m—n

............................

an,l’ sy an,ns qn — hn

To je m — n = 1 (jedna v pripade simplexu v E,) linedrnych rovnic, ktoré méZeme
pisat v tvare

Qnik,15 *+*s Antkns Ak Anik,15 oo Bngkm Musk
a1,15+0 Q1> qy | = |G1,15 A1 hy | _ y

= “k>
a,,,1, seey an,m qn an,l’ vy an,m hn

k=1,2,...,m — n. Rozvediic determinant na lavej strane podla prvkov posléd-
ného stipca a oznadiac alg. doplnok prvku q,, I = 1,2, ..., n, 0,1, dostaneme rovnice

(%) Yo+ (-1)4q, =4, k=1,2,...m—n
=1

Rovnice (5), tzv. charakteristické rovnice preniku polpriestorov (2), nie st identita-
mi vzhfadom na nezdporné premenné q;, lebo 4 + 0. Vyjadruji nutné a postadujice
podmienky pre oporné parametre ¢, gz, .-, gm, z ktorych prvych n uréi podla (4)
stradnice préve vietkych bodov preniku polpriestorov (2). V daliom ich pouZijeme
na dokazovanie viet o konvexnych mnohostenoch (spomedzi ktorych sme bezvrcho-
lové hranoly vyludili).

Veta 1. Prenik polpriestorov (2) md vlastnost 1) vtedy a len vtedy, ked sistava
rovnic (5) s nezndmymi q4, q3, ..., 4,, md rieSenie v obore kladnych é&isel.

Dokaz. Vtedy a len vtedy, ked nezdporné parametre vyhovujii rovniciam (5), st
body pomocou nich podTa (4) uréené bodmi preniku vietkych polpriestorov (2). Vtedy
a len vtedy, ked vietky tieto parametre su kladné, le# bod vnutri vietkych pol-
priestorov (2), a teda je aj vnuitornym bodom ich preniku.

Veta 2. Cast hranice preniku polpriestorov (2) letiaca v rovine m;, i = 1,2,...,m,
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md v tejto rovine vnitorné body vtedy a len vtedy, ked rovnice (5) maju rieSenie
tejto vlastnosti: q; =0, ;> 0,j=1,2,...,m, j * i.

Dokaz. Za uvedenych podmienok a len vtedy existuje v rovine x; taky bod,
ktory ndleZi do preniku vietkych polpriestorov (2), ale neleZi v Ziadnej inej hraninej
rovine 7, j # i teda leZi vnutri steny v 7,.

Veta 3. Prenik polpriestorov (2) je konvexny m-sten vtedy a len vtedy, ked siistava
rovnic (5) md m rieseni tejto vlastnosti:

“1)‘11=0,qx'>0,i=l=1§ 0‘2)‘12=0,‘1i>0,i4=2,---;
Om) G =0, ¢; >0, i+ m.

Dékaz. Podla vety 2 st tieto podmienky nutné a postadujice pre vlastnost 2).
Avgak z existencie rieSeni o), a,), ..., &,) vyplyva aj existencia rieSenia sustavy (6)
v obore kladnych &isel'), a teda su tie podmienky nutné a postadujice aj pre vlast-
nost 1). Tym je veta dokdzand.

Veta 4. Konvexny mnohosten urceny polpriestormi (2) je neohraniceny vtedy a len
vtedy, ked md neohranidené hraniéné utvary k-rozmerné, k = 1,2,...,n — 1.

Takyto mnohosten je urcite ohraniceny vtedy, ked kazdy parameter q; (i =
= 1,2, ..., n)-nie nutne vietky spolu-sa vyskytuje aspori v jednej takej rovnici (5),
v ktorej Ay % 0, &;,; & 0 a v ktorej pre vetky nenulové koeficienty 6, ; plati

sign 8, ; = sign (—1)" 4 = sign 4, .

Dokaz. KedZe neohranieny konvexny mnohosten md aspoii n neohranidenych
stien, je tvrdenie pre k = n — 1 trividlne. Zdroveti je zrejmé, Ze tieto neohraniené
steny — suc Gastou hranice neohranieného ihlana alebo hranola — maji neohrani-
&ené hrani¢né utvary k-rozmerné, 1 < k < n — 1. Ohraniéené telesa tejto vlastnosti
nemaji. Tym je dokdzand prvd Cast vety.

Sprdvnost druhej &asti vety vyplyva z toho, Ze za uvedenych podmienok su para-
metre ¢y, 435 ---» 4, @ potom aj nimi podla (5) uréené g4 15 Gn+25 - --» gm Urcite ohra-
niené.

Veta 5. Nech M je konvexny m-sten, urceny polpriestormi (2) Prenik rovin
Ty Tigs +nes Wi, (i1 iy .- iz je nejakd kombindcia bez opakovania indexov 1,2, ..., m,

2 £ k £ n) je (n — k)-rozmernym hrani¢nym dtvarom mnohostena M vtedy a len
vtedy, ked stistava (5) md rieSenie

qil=q‘2="'=qik=0’ q’>0, l=1,2,.--,m? l*il,iz,...,ik.
V pripade k = n = 3 méZe platif aj q. = 0.
!) Ak linedrna rovnica o m nezndmych mé dve rieSenia (x4, X3, ++.s Xp)y (P15 Y2, ---s Vpy)y Mé

aj tretic rieSenie ((x; + ¥,)/2, (x3 + ¥2)/2, -+er (X + Ym)[2). Takéto riefenie siistavy (5) odvo-
dené napr. z riefenia «,) a a,) viak je z oboru kladnych &isel.
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Dékaz. Nech k < n. Vtedy a len vtedy, ked si splnené podmienky vety, lezi
v preniku rovin =;, n;,, ..., 7; taky bod, ktory je hranitnym bodom mnohostena M,
ale nele?i v Ziagnej inej hranidnej rovine n(l % iy, i, ..., i) a teda je vniutornym
bodom (n — k)-rozmerného hrani¢ného utvaru mnohostena IN.

Tvrdenie v pripade k = n (pre vrcholy mnohostena), rozli¥ené pre n = 2a n'> 2,
je trividlne.

Pomocou vety 5 moZno v konkrétnom pripade vidy rozhodnif o poéte hrdn
a vrcholov mnohostena, ako aj o ich topologickom rozpoloZeni.

Veta 6. Majme maticu redlnych Cisel

-> 3 3 . r N ’
Nech a; = (a;,1, @52, ..+ @3,), i = 1,2,...m. Sistava m — n linedrnych rovnic
s nezndmymi q, q3, ..., q,,

an+k,19 cees Quizm An+k — hn+k
a1, 81 G — hy
=0, k

...........................

a) md rieSenie v obore kladnych éisel vtedy a len vtedy, ked v tom pripade, Ze plati
preurcité k, k + iy, iy, ..., i,

lo

(6) a4 = ,ZIVk,lai.

kdek =1,2,...,m,1 < Iy £ n vektory b’,, su linedrne nezdvislé a i, iz, ..., i}, je
lo

kombindcia indexov 1,2, ..., m, plati v pripade v,; < 0 aj h, > Y v, ;h;, a b) md
=1

rieSenia .

@) q:1=0,¢>0i%1; 2)q,=0,4,>0,i%2,..,;
am) qm=0’ Qi>0’ i+ m
vtedy a len vtedy, ked v tom prtpade, %e existuje rozklad (6) s udanymi vlastnostamt,
plati v pripade v,; <0 aj h, > Z Vi ihi, @ v pripade vi; > 0 aj h, < Zv,, thi
Dékaz. Veta 1(2) § 5 kap. VIL diela [1] vyslovuje nutné a dostaujiice podmienky,

aby prenik polpriestorov (2) mal vnitorné body (mal vnitorné body a s kaZdou
rovinou x; spolo&ny tutvar (n — 1)-rozmerny). 2) Veta 1 (3) tohoto &ldnku vyjadruje

2) O zovieobecneni pre lubovolny priestor E, hovorisa v pozndmkach v bode 7 cit § — u die-
lafl].
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tie isté podmienky v inej forme. Dokazovand veta a) (b)) vyjadruje samozrejma
ekvivalenciu tychto podmienok vyslovenych v dvoch formdch, tym je dokdzand.

Poznimka. Pre m = n + 1 moZno vetu 6 interpretovat ako nutné a postadujuce
podmienky mozZnosti transformdcie determinantu

.......................................

Apit1s oo Ayt hyiq Aui1,15 2 vt G+t

pri¢om sa prvych n stipcov nemeni a prvky posledného stipca sa stani a) kladnymi,
b) jeden — a to ktorykolvek — nulovym a ostatné kladnymi. Obdobne moZno inter-
pretovat aj vetu v pripade m > n + 1 ako istii transforméciu prislu$nej nestvorcovej
matice.

Na ukdzku pouzitia odvodenych vysledkov uvedieme:
Priklad. Dané st polpriestory v E;:
() z20,x20,2y+z—-250,2x—-2y+2z—-22£0,z—-2y20;

Dokdzte: a) prenikom polpriestorov (7) je ohranifeny konvexny pétsten; b) prenikom
prvych 3tyroch polpriestorov (7) a opatného polpriestoru k poslednému je tieZ
ohranifeny konvexny pifsten; c) prenik Styroch poslednych polpriestorov (7) a dpaé-
ného polpriestoru k prvému nie je konvexny piftsten; d) prenik 1., 2.,4. a 5. pol-
priestoru (7) a opa&ného polpriestoru k druhému je neohranieny konvexny pifsten.

V pripade a) uréte polet hrdn v jednotlivych stendch a po&et vrcholov mnoho-
stena.

Riegenie. a) Rovnice polpriestorov (7) piSeme pomocou opornych parametrov
Z=(qq, X=¢p, 2y +2z2—2=—q3,2Xx =2y +2z2—2= —q, z2—2y=g¢q;5.

Z prvych troch rovnic mdme x = q,, y =1 — 3(qy + ¢3), z = q,. To dosadime
do ostatnych rovnic a po uprave dostaneme rovnice

(8) 29y + 29, + g3 +q.=4, 29, +q3 —qs =2

Rozhodujiice riesenia sustavy (8) ndjdeme snadno niekolkymi pokusmi, &o velmi
ulah&uje okolnost, Ze nezndme g 41, ---» dm S Vyskytuji prave v jedinej rovnici. Tu
napr. ndjdeme rieSenia

(0,4,%44); (1,0,14,4,14); (14,4,0,4,1);5- (3,4,2,0,1);
(3 414,14, 0).

Podla vety 3 je teda uvaZovany prenik konvexny pifsten. Tento je podfa vety 4 ohra-
nieny, lebo parametre g,, g,, g3 st podla prvej rovnice (8) ohranidené.
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Hrany tohoto pétstena v rovine g, = 0 uréime takto: V priese¢nici rovin g, = 0,
q; = 0 hrana leZi podla vety 5, lebo sustava (8) md napr. rieSenie (0,0, 3, 1, 1).
V prieseénici rovin gq; = 0, g3 = 0 v3ak neleZi hrana, lebo z druhej rovnice vyplyva
qs = —2.V pri€se¢nici rovin ¢, = 0, g, = Oarovin g, = 0, g5 = 0 musia, pravdaZe,
hrany byf, lebo ttvar v tejto stene je uZ uréite trojuholnikom.

Obdobne ndjdeme, Ze steny v rovindch ¢, = 0, g, = 0, g5 = 0 tvoria stvoruhol-
niky a v rovine g; = 0 trojuholnik. Teleso teda md h = }(3 + 3 + 3.4) = 9 hrén.
Podet vrcholov podfa Eulerovej vety je v =9 + 2 — 5 = 6. Pomocou vety 5 viak
moZeme urdit aj topologické rozloZenie vrcholov takto:

Priesenik rovin g, = 0, g, = 0, g5 = O nie je vrcholom pifstena, lebo sistava
(8) dd g5 = —2. Priesenik rovin g, = 0, g, = 0, g, = O je vrcholom, lebo teraz
g3 = 4, g5 = 2. Obdobne ndjdeme, 7e body g, = q, = q5 =0, 9, = q4 = g5 = 0,
492=q3=4qs=0, g2 =43 =4¢s =0, g3 = g, = g5 = 0 s vrcholmi pifstena,
body g, =93 =9, =0,9;, =q; = qs = 0a q, = g, = g5 = 0 vSak nimi nie su.

b) Teraz mdme charakteristické rovnice (po zmene znamienka g5 v (8))
291 +29: + g3+ qa=4, 29, +4q3+4g5=2 .

Postupom ukdzanym v bode a) sa potvrdi, Ze i tento prenik je ohraniéeny konvexny
péfsten.

c) Pre tento prenik dostaneme rovnice
=29, +29; + 43+ 9. =4, —2q;+q;—4qs=2

Tento prenik nie je konvexnym pitstenom, lebo pre g; = 0 druhd rovnica nemd
rieSenia v obore kladnych &isel.

d) V tomto pripade mdme charakteristické rovnice

29, +2q9, —q3+qa =4, 29, +4q3—qs=2.

Ukdzanym postupom potvrdime, Ze prenik je konvexny péfsten. Jeho neohranice-
nost sa dokdZe podla vety 4 takto:

V priese&nici rovin g, = 0, g, = 0 md péfsten hranu, lebo stistava —q; + g4 =4,
g; — ¢s = 2 md napr. riefenie q; = 3, g, = 7, g5 = 1. Snadno sa presved¢ime, Ze
rieSenim tej sdstavy sa aj vietky &isla 3 + z, 7 + z, 1 + z, kde z je IubovoIné &islo.
Pri kladnom z dostaneme tak Iubovolne velké kladné hodnoty tychto parametrov,
o znadi, e tdto hrana a tym aj pifsten su neohranicené.
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Pe3rome

K 'EOMETPHH BBIITYKJIBIX MHOI'OI'PAHHHWKOB B n-MEPHOM
EBKJINAOBOM IMTPOCTPAHCTBE

TTABEJI BAPTOII (Pavel Barto$), bpatucnasa

B paGote BBIBOAATCSA HEOOXOOMMBIE M JOCTATOYHBIC YCIOBUA AJI TOTO, YTOOBI
nepecedeHe m MOJIynpOCTPaHCTB (2) ObUIO BBIMYKIBIM M-TPAHHHKOM. DTH YCJIOBHA
BBIP2XKAIOTCS PH TOMOLIYU OMIOPHLIX NapaMeTPOB Gy, 2, « -+, dp, YAOBIETBOPAIOLLHX
XapaKTepUCTHYECKUM YpaBHEHUAM (5), CTpOEHHE KOTOPHIX BHIPAXAET M TOMOJOTH-
4eCKyIO0 CTPYKTYpy MHOrorpaHHuka. I3 paccyx/AcHHUil BBITEKaeT TeopeMa 6, Kacaro-
IAsCA ONMpPENEICHHOTO Npeo6pa3oBaHUA MATPHUILl ACHCTBUTEIBHBIX YUCEL.

Summary

CONTRIBUTION TO THE GEOMETRY OF CONVEX POLYHEDRA
IN n-SPACE ’

PAVEL BARTOS, Bratislava

Necessary and sufficient conditions are found for the intersection of semispaces (2)
to be an n-dimensional convex polyhedron. These conditions are expressed in terms
of support parameters ¢y, 4, ..., 4, satisfying the characteristic equations (5);
their structure also describes the topological constitution of the polyhedron. In the
course of this there is obtained theorem 6 concerning a certain transformation of real
matrices.
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