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&asopis pro p&stovini matematiky, ro&. 90 (1965), Praha

RUZNE

O JEDNEJ VLASTNOSTI ROVNOSTRANNEHO TROJUHOLNIKA
A NIEKTORYCH INYCH TROJUHOLNIKOV

PAVEL BARTOS, Bratislava

V prdci sa 3tuduju rieSenia systému rovnic (1), pri¢om o koeficientoch a, b, ¢ sa
predpokladd, e predstavujii dizky strdn trojuholnika.

Budeme vy3etrovat rieSenia (x, y, z) systému rovnic
(1) —ax+b+c=0
a—by+c=0
a+b—cz=0

kde a, b, ¢ st kladné parametre. Z podmienky a > 0, b > 0, ¢ > 0 vyplyva pre rieSe-
nie (x, y, z) systému (1) :

—

v - X, , 1
(2) - 1, -y, 1l|l=xyz—x—-—y—-—2z-2=0
1, 1, — z
-x, 1, 1
Dalej ak (x, , z) je rieSenie systému (1), potom je zrejmé, Ze matica 1, —y, 1
1, 1, —z
md hodnost 2, a tak
1 1 1
(3) a:b:c :

T lex 14y 1tz

Veta 1. Nech a, b, ¢ znacia dlzky strdn trojuholnika, nech (x, y, z) je rieSentm
sustavy (1). Potom ¢isla x, y, z si prirodzené vtedy a len vtedy, keda = b = c.

Doékaz. Nech a, b, ¢ st dIZky strdn trojuholnika a nech prirodzené &isla x, y, z
vyhovuju sustave (1). Potom

b+ ¢ c+a a+b
X = , y= , Z=

a b c

a tak x,y,z > 1. Polome x =2 + u, y = 2 + v, z = 2 + w. Dosadenim do (2)
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dostaneme u = v =w =0, teda x = y = z = 2. Potom z (3) vyplyva a = b = c.
Obriatene, ak a = b = ¢ > 0, potom z (1) dostdvame x = y = z = 2.

Veta 2. Necha, b, ¢ znacia dl2ky strdn trojuholnika /. Potom spomedzi Cisel

(@) x=b+c,y=c+a’z_a+b

b B c

Q

su pr&ve dve prirodzené vtedy a len vtedy, ked je splnend jedna z tychto podmienok:
(a) A je pravouhly trojuholnik, ktorého dlsky strdn siiv pomere 4 :3 : 5;

(b) A je tupouhly trojuholnik s uhlom 120°, ktorého dlfky strdn si v pomere
5:3:7.

Do6kaz. Nech napriklad &isla x, y st prirodzené a z nie je prirodzené. Potom
x=2+4+u,y=2+v,z=1+ w, kdeu,vsacelé u,v=0aw> 0, wnie je celé.
Dosadenim do (2) dostaneme

(5) uow +u + v + 3w + uv + 2uw + 2ow = 3

Pri 4 = v = 0 dostaneme odtial w = 1, o je vo spore s predchddzajicim. KedZe
w > 0, vyplyva z (5) u+v+uv <3 atak pre u,v,w a x, y, z mame len tieto
mozZnosti ’

(hodnoty u,v a sidasne x, y moZno zamenif). Na zdklade (3) sa potom moZno
presvedcxt Zejea:b:c=4:3:5 alebo a:b:c=5:3:7. Lahko sa moZno
presvedit aj o tom, Ze kaZd4 z podmienok (a), (b) je aj postadujiica k tomu, aby
prdve dve spomedzi &isel x, y, z boli prirodzené.

o ol
[ SIS
QA=
N N X
s o<
qlwv-la—N_

Na sistavu (1) moZeme nazeraf ako na sistavu troch rovnic o nezndmych x, y, z,
a, b, c. Vyndra sa otdzka, ako vyzeraju vietky rieSenia (x, y, z, a, b, ¢) (v prirodze-
nych x, y, z, a, b, c) tejto sistavy. Ak prirodzené x, y, z, a, b, ¢ vyhovuji sustave (1),
potom z (2) vyplyva, Ze nie je moZné, aby dve z &isel x, y, z sa rovnali 1. Sidasne z (2)
videt, Ze nie je moZné, aby vietky &isla x, y, z boli vd&Sie neZ 1 a aspoii jedno z nich
bolo suasne vikiie nez 2. Nech x = 1, potom z (2) vyplyva yz =y + z + 3,
odtial z = 1 + 4(y — 1)~%, tedy (y — 1)/4, atak bud y = 2 alebo y = 3. Mdme teda
tieto moZnosti:

x|1]1
(6) yl2]3
z|5]3
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a z(3) vyplyva
(7) a:b:c=3:2:1 alebo a:b:c=2:1:1.

Lahko sa moZno presvedgit, Ze ak x, ), z, a, b, ¢ st volené tak, aby boli splnené (6),

(7), potom (x, y, z, a, b, c) je rieSenim siistavy (1). Tym sme nahliadli platnost tejto
vety.

Veta 3. Vsetky rieenia (x, y, z, a, b, ¢) sistavy (1) v prirodzenych x, y, z, a, b, c si
1) x=2, y=2, z=2, a= n, b= n, c=n,

2) x=1, y=2, z=5, a=3n, b=2n c=n,

3) x=1, y=3, z=3, a=2n, b= n, ¢c=n,

n je prirodzené &islo. Pritom x, y, z a siCasne a, b, c moZno navzdjom zamenit tak,
. %X,z ,
7e v matici (7’ vymenime stipce.
a, b, c
Jednoduchym ddsledkom uvedenej vety je poznatok, Ze vSetky rieSenia diofantickej
rovnice (2) v prirodzenych x, y, z dostaneme z tabulky

x|{2|1]1
yl12]2]3
z|2]5]|3

v ktorej ktorékolvek dva zo znakov x, y, z moZno navzdjom vymenit.

Za tpravu &ldnku autor srdedne dakuje s. doc. dr. TiIBOROVI SALATOVI z Bratislavy
a s. CSc. JIRimu SEDLACKOVI z Prahy.
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