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Casopis pro pEstovani matematiky, ro&. 89 (1964), Praha

O JEDNE VLASTNOSTI ORDINALNIHO SOUCTU

VitEzsLav NovAk, Brno
(Doslo dne 3. listopadu 1962)

V praéci jsou podany nutné a postaCujici podminky pro existenci a jedno-
znatnost feSeni rovnic A @ X =B, Y® A = B.

V celé této praci budeme pod uspofaddanou mnoZinou rozumét vZdy, pokud nebude
vyslovn& uvedeno jinak, neprazdnou uspofddanou mnozinu. TotoZnost uspofddanych
mnoZin budeme znafit symbolem =, somorfismus symbolem =. Je-li G libovolna
uspofadana mnoZina, pak _5 znadi dudiné usporadanou mnoZinu. Je-li G usporadana
mnoZina a H = G, pak H < x (H > x) znadi, e plati y < x (y > x) pro kaZzdé
yeH.

Jsou-li M, N uspofddané mnoZiny, pak zobrazeni ¢ mnoZiny M na N se nazyva
C-homomorfismus ([4]), plati-li:

x<y=0x) =0, xly=0x) o) nebo o) = o).

Necht N je uspoiddanid mnoZina a {M, | o € N} systém disjunktnich uspofaddanych
mnoZin. Uspofddanou mnoZinu G nazveme lexikografickym souétem mnoZin M, pfes
mnoZinu N a ozna&ime Y M,, plati-li: G={J M,; x, y € M, =x0yVG,kdyZa jen

xeN aeN
kdyZx g yvMy;xeM,,yeM,, 0, =0, =>XQyV G,kdyiajehl(dyiot1 o, VN,
kde ¢ znadi kteroukoliv z relaci <, =, ||. Uspofddand mnoZina G se nazyva ne-
rozloZitelnd v ordindlni soulet, kdyZ z rovnice G =4 @ B plyne 4 =0 nebo
B = 0.Necht G = ) M,, kde N je fetézec. Systém {M, | o€ N} tvofi na G rozklad G,

aeN
ktery nazveme vyznacnym rozkladem.

Lemma 1. Bud G uspofddand mnoZina, G rozklad na G. Pak jsou ekvivalentni
ndsledujici tvrzeni:

(A) G je vyznaény,

(B) G je rozklad prisluiny k C-homomorfnimu zobrazeni G na jisty Fetézec N,

(C) geG, xeG — g=-bud § < x nebo x < 3.
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Diikaz. 1. Necht plati (A). Tedy G = {M, |« e N}, kde G = ), M, a N je fetézeC.

aeN
Definujme zobrazeni ¢ mnoZiny G na N takto: x € G, x € M, = ¢(x) = «. UkéZeme,
Ze ¢ je C-homomorfni zobrazeni G na N. Necht x, ye G, x < y. Pakbud x e Mg,
yeM,, kde o&; <a, nebo xeM,, yeM,. V prvém pfipadé plati ¢(x) =
= o, < o = @(y), ve druhém @(x) = ¢(y). Necht x, y € G, x || y. Pak nutné x € My,
y € M,,, tak¥e ¢(x) = oy = ¢(y). Dale je patrné, Ze G je totoZny s rozkladem pii-
slunym K ¢ a tedy plati (B).

2. Necht plati (B). Pak G = {¢ " '(«) | o € N}, kde N je Fetézec a ¢ je C-homomorfni
zobrazeni G na N. Bud e G, xe G — §. Pak existuji a; e N, o, € N, o; + o, tak,
¥e 5 = ¢ Yay), x€ @ (o). Jezto N je Fetézec, plati o; < o, nebo «, < oy; necht
nastane prvni piipad. Je-li y € g libovolny prvek, plati ¢(y) = o; < o, = ¢(x) 2
odtud y < x (kdyby platilo y || x, pak ¢(y) = ¢(x) a kdyby y > x, pak ¢(y) = ¢(x))
a plati tedy § < x. Podobn& ve druhém piipad€ se ukaZe x < g a tedy plati (C).

3. Necht plati (C). Lze pak psat: G = {M, | « € N}, pfi demZ mnoZinu N lze uspo-
fadat takto: oy, a, €N, 0y F o, = oy < 0, kdyZ a jen kdyZ x < y pro né&aké prvky
x€M,,, y € M,,. N je vzhledem k tomuto uspofddani fetézcem a dokaZeme, Ze plati

G =) M, Vskutku, je-li xe M,,, y e M,,, a; < a,, pak nutn& plati x < y, nebot
aeN

x > y by implikovalo a; > o, a x || y.by implikovalo «; = o,. Je tedy G vyznainy
a plati (A).

Lemma 2. Nejuétsi zjemnéni libovolného systému vyznacnych rozkladii je vy-
znalny rozklad.

Diukaz. Bud {G;| i€ J} systém vyznaénych rozkladii na G, G jeho nejv&tsi zjem-
néni, bud Ge G. Pak § = N g;, kde § = G, §;€ G,. Bud xe G — §. Pak existuje
ieJ :
takovy prvek ipe J, 76 § < g, a e x € G — §;,. JeZto rozklad G, je vyznadny, plati
Ji, < x nebo g, > x. Odtud § < x nebo § > x a tedy podle lemmatu 1 je G vy-
znatny.

Véta 1. Libovolnou usporfddanou mno%inu G lze vyjddFit jedinym zpisobem ve

waru G = Y. M,, kde N je Fetézec.a M, jsou nerozloZitelné v ordindlni soucet.")
aeN

Dikaz. Nejvstsi rozklad G, je vyznatny a tedy vyznaéné rozklady existuji. Bud
{G;|ieJ} systém vSech vyznatnych rozkladd na G, G nejvitsi zjemnéni systému
{G,}. Podle lemmatu 2 je G vyznanym rozkladem, tj. G = {M,|c € N}, kde N je

fetézeca G = ) M,. Plati, Ze kazdé M, je nerozloZitelné v ordinélni soudet. Vskutku,
aeN

kdyby existovalo oy € N tak, Ze M,, = Q; ® Q,, pak rozklad G, = {(M,|ae N —
— o) U Q; U Q,} by byl vyznainy a byl by vlastnim zjemn&nim G, coZ je spor. Zbyva
dokéazat jednoznacénost uvedeného vyjadfeni. Predpokladejme, Ze existuji takova
vyjadfeni dv8, G = ) M,, G = ) P,. Tedy oba rozklady G = {M,|xeN}, G’ =

aeN BeQ

1) Jak upozoriivje C. C. CHANG v [6], tuto vétu Ize té% odvodit z vysledkd A. TARSKEHO v [7].
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= {P; | B € Q} jsou vyznatné a jsou navzajem rizné. Odtud plyne, Ze bud jeden z nich
je vlastnim zjemné&nim druhého nebo #4dny neni zjemnénim druhého. Nechf nastane
prvy pfipad a nechf nap¥. G je vlastnim zjemn&nim G’. Tedy existuje foe Qa Ny = N

tak, Ze P, =Y M,. To je viak spor s pfedpokladem, Ze P je nerozloZitelna
aeNo

v ordindlni soudet. Nastane-li druhy p¥ipad, pak spole¢né zjemnéni G” rozkladd
G, G’ je podle lemmatu 2 vyznaénym rozkladem. Je-li G" = {R,|ye S}, existuje

#eNasS, c Stak, 7e M,, = Y R,, coZ je spor s pfedpokladem, Ze M,, je nerozloZi-
y€So
teln4 v ordinélni soudet. Tedy rozklady G, G’ jsou totoZné a véta je dokazéna.

Vyjadfeni G = ) M, uvedené ve v&t& 1 budeme nazyvat kanonickym vyjadfenim
aeN

mnoZiny G a pfislusny rozklad G = {M, | « € N} kanonickym rozkladem.

Disledek. Necht G, H jsou uspoiddané mnoZiny, G =Y M,, H =Y P, jejich
aeN BeQ

kanonickd vyjddieni. Pak G = H tehdy a jen tehdy, kdy? existuje isomorfismus ¢
mnoZiny N na Q takovy, 7e M, = P, .

Dikaz. Uvedend podminka je zfejmé postadujici. Uk4Zeme, Ze je i nutnd Necht
tedy G = H; bud y libovolny isomorfismus G na H. Pak H' = {y(M,)| « e N} je
rozklad na H a to zfejmé kanonicky. Odtud podle véty 1 plyne, Ze¢ H' je totoZny
srozkladem H = {P; | B € O}, takZe existuje prosté zobrazeni ¢ mnoZiny N na Q tak,
ze Yy(M,) = P, . Jsou-li nyni oy, o, €N, oy < @, pak pro x € M,,, y € M,, plati
x <y, takZe Y(x) < Y(y) a tedy nutn& ¢(a,) < ¢(e,), takZe ¢ je isomorfismus.

Véta 2. Necht A, B jsou usporddané mnofiny, A =Y M,, B =Y P, jejich kano-

aeN. BeQ

nickd vyjddreni. Pak plati: Rovnice A @ X = B je FeSitelnd tehdy a jen tehdy, kdyZ
existuje takovy poddtecni dsek Q, Fetézce Q*) a takovy isomorfismus ¢ Fetézce N
na Qy, Ze plati M, = P, .

Dikaz. 1. Necht plati podminka véty. PoloZme X = ) P, Je vidét, Ze pak

plati 4 ® X = B. peo-t
2. Nechf existuje X tak, 7e 4 @ X = B. Necht X = ) M, je kanonické vyjadfeni
’ xeK
mnoZiny X, pfi&emz KN N=0.Pak Y M, jezfejm&kanonické vyjadfeni mnoZiny
aeNDK

A @ X.Podle disledku k v&té 1 existuje isomorfismus ¢ mnoZiny N @ K na Q takovy,
% M, = P, Omatme Q, = ¢(N), Q; = Q — 0,. Pak ziejm¢ Q= Q, @ Q,
aM, =P, proaeN,tj. plati podminka véty.

Analogicky se dokaZe:

Véta 2*. Necht 4, B jsou uspofddané mnoZiny, A =) M,, B =Y P, jejich kano-

aeN BeQ
nickd vyjddreni. Rovnice Y® A = B je Fefitelnd tehdy a jen tehdy, kdy? existuje
takovy koncovy tsek Q, Fetézce Q*?) a takovy isomorfismus ¢ Fetézce N na Q.,,
%e plati M, = P

P(e)”

2) Je-li G fet¥zec a plati-li G = K @ H, nazyva se K po&atetni tsek, H koncovy tsek Fetszce G.
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Nyni se obratime k otédzce jednoznadnosti feSeni rovnice 4 @ X = B. Nejdfive
dokaZeme nasledujici:

Lemma 3. Necht N, P jsou disjunktni Fetézce®) takové, e N @ P = N, necht ¢ je
libovolny isomorfismus N @ P na N. Pak existuje takovy systém vzdjemné disjunkt-
nich podmno¥in {P,|P,< N, i = 1,2,...}, % P,=PaN=N,® ) P,*) kde

ie W(w)
¢(No)= N e
Diikaz. Polofme Py= P a P;y; = @(P;);i=0,1,2,.... Pak P, = Npro i =
=1,2,.... Polofme dile Ny= N, N;4s;s =N; — P;+, N,=)N; Pak plati:
i=1

N = o(N ® P) = o(N) @ o(P) = <p(N) @® P,, z &ho? ¢(N)= Nl. Indukci pak
snadno dokazeme Ze plati (p(N )= N;4+;pro viechna i = 0, 1, 2, .... Odtud ¢(N,,) =

= (p( nN) = n o(Ny = n N;4+1 = N,,. Déle ze vztahu N = N; @ P, aplikaci ¢ na

obé strany plyne N, = N2 @ P, a obecng N; = N;.; ® P;.4, takZe dostadvame
N=N;,,®P;y ®P;® ... ® P, pro kazdé i = 1, 2, .... Odtud pak plyne N =

=N,® Y P.
ieW(a)
Rozklad N =N, @® Y P;fetézce N popsany v lemmatu 3 nazveme rozkladem
ieW(w)
zpisobenym isomorfismem ¢. Bud G uspofddand mnoZina, G = Z M, jeji kanonické

aeN
vyjadfeni. Rekneme, ¥e G m4 vlastnost (o), plati-li: Existuje-li fetézec P tak, 7e N @
. @ P = N, pak ke kaZdému isomorfismu ¢ mnoZiny N @ P na N existuje v rozkladu
N zptisobeném ¢ takovy index io, Ze pro i < iy plati Y M, = ) M,, kdeito
2EP;i~y aeP;
Y M+ Y M,

aeP;, aeP;

Véta 3. Bud A usporddand mnoZina. Pak jsou ekvivalentni tyto vyroky:

(A) Rovnice A ® X = A md pouze trividlni FeSeni X = 0.

(B) A® X =A@ Y implikuje X = Y pro kazdé X, Y.

(C) MnoZina A md vlastnost ().

Diikaz. 1. Necht plati (A) a pfedpokladejme, Ze existuji X, Y, X + Y tak, Ze
A ® X = A ® Y. Necht ¢ je piisluiny isomorfismus. Kdyby ¢(4) = 4, pak ¢(X) =
=Yatedy X = Y. Tedy ¢(4) &= 4, tj. budto p(A) =A@ Y, kde Y=Y, ® Y,
nebo ¢p(4) = A;, kde A = A; @ A,. V prvém piipadé mame 4 @ Y; = 4, Yy % 0;
ve druhém 4, = A = A ® A,, kde A, £ 0. V obou pfipadech dostavame spor a
tedy plati (B).

3) N £ 0, P % 0 podle ptedpokladu ugin&ného v uvodu.
4) Je-li « ordinalni &islo, pak W(x) zna&i podle Hausdorffa mno¥inu viech ordinalnich &isel

~——

menSich neZ « uspofddanou pfirozenym zpisobem. W(w) je tedy mnoZina typu w*.
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2. Necht plati (B) a pfedpokladejme, Y¢ mnoZina 4 nemé vlastnost (o). Je-li 4 =

= ) M, kanonické vyjadfeni A, existuje tedy takovy fetézec P a takovy isomor-
aeN

fismus ¢ mno¥iny N @ P na N, %e pro rozklad N zptsobeny ¢ plati Y M, = Y M,
aelP; a2ePi+y

0w, Snadno se nahlédne, Ze pak plati

pro kazdé i = 1,2, .... PoloZme X = ) M
acP

ADX=A=A@®0aX + 0. To je spor a tedy plati (C).

3. Necht plati (C). Bud neexistuje Zadny fetézec P takovy, Ze N @ P = N nebo
takovy fet&zec existuje. V prvém pripadg zfejmé plati (A). Necht tedy nastane druhy
piipad a predpokladejme, Ze existuje X =% O tak, e A ® X = A. Nechf X = ) M,

aeP
je kanonické vyjadfeni X. Pak A @ X = ) M, je kanonické vyjadieni mnoZiny 4 @
xeNDP
@ X a tedy podle disledku k v&t& 1 existuje isomorfismus ¢ mnoZiny N @ P na N
takovy, Ze M, = M, pro viechna e N@ P. Je-li N=N,® ), P;rozklad N
ieW(a)
zplisobeny ¢, plyne odtud P, = ¢(P;)atedy ) M, = ) M,pro viechnaiato je

aeP; a€Pi+y
spor. Plati tedy (A).
Stejnou Gvahu Ize provést pro soucet zleva. Jsou-li N, P disjunktni fetézce takové, Ze
P @ N = N, ¢ libovolny isomorfismus P @ N na N, pak existuje takovy systém
vzijemné disjunktnich podmnoZin {P;|P; < N, i=1,2,...}, 26 P;=P a N=
= Y P,® N, kdep(N,)= N,. Ouspofiddané mnoZiné G s kanonickym vyjadienim

ieW (o)
G = ) M, fekneme, e ma vlastnost (), plati-li: Existuje-li fetézec P tak, ¥e P @
aeN

® N = N, pak ke kazdému isomorﬁsmu Q mnoiiny P ® N na N existuje v rozkladu
N zplsobeném ¢ takovy index iy, Ze pro i <i, plati » M, = Y M,, kdeZto
aEPi- acl;
Y M.+ Y M,

aePi,_q «€P;,
Véta 3*. Bud A usporddand mnoZina. Pak jsou ekvivalentni tyto vyroky:
(A) Rovnice Y® A = A md pouze trividlni FeSeni Y = 0.
(B) X® A = Y® A implikuje X = Y pro ka?dé X, Y.
(©) MnoZina A md vlastnost (B).
Poznédmka. Nechf 4 je uspofadani mnoZina, 4 = ). M, kanonické vyjadfeni

aeN
mnoZiny A. MnoZina A ma jist€ vlastnost (), jestliZe neexistuje fetézec P takovy, Ze

N @ P = N. To plati zejména tehdy, kdyZ N je dobfe uspofddana a tedy tim spiSe
tehdy, kdyZ A4 spliiuje podminku koneénosti klesajicich fetézcd. Zahrnuje tedy véta 3
jako specialni pfipad v&tu G. BIRKHOFFA ([2], Theorem 16). Analogicky pro vétu 3*.

Pfiklad. Pro ka%dé x € [0, 1] bud R, libovolnd mnoZina nerozloZitelnd v ordi-

ndlni souet. Polome M = Y. R,. Nechtddle M, = M proka%dé o € W(w) a necht
xe[0,1]
M, jsou navzdjem disjunktni. Polo¥me G = Y, M, Pak G nemd vlastnost ().

axeW(w)
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Dikaz. Kanonické vyjadieni Gjest G= Y RpkdeN = Y Q,, kde {Q,} je systém
BeN «E VV—J) ~—

vzdjemng disjunktnich mnoZin takovych, %e Q, = [0, 1]. Pro (kaidé « € W(w) zvolme

isomorfismus y, intervalu [0, 1] na Q, takovy, Ze plati: f1, f, € N; B1 € Qu,s B2 € Q,,;

By = Y1), B2 = Y,(t) pro vhodné te[0, 1] = R;, = Rg,. PoloZme nyni P =

=[0,1]= Q_; a definujme xe N @ P, x € Q,, x = Y, (1)°) = @(x) = You4(1). @ je

isomorfismem N @ P na N a prorozklad N = N, @ Y, P, Yetézce N zplsobeny ¢

iem)
plati ¥ M, = Y M, pro viechna i. PoloZime-li viak M, = M pro a € W(io),
aeP; a€Piyy
M+ M,M,=Mproo > i, G= Y M, ma G vlastnost ().
aeW(w)
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Pe3romMme

OB OJHOM CBOMCTBE OPIOWHAJIbHOM CYMMBEI

BUTE3CJIAB HOBAK (Vitézslav Novik), Bpxo

B 3T0i cTaThe MONIB3yeMCS CHMBOJIOM = MJIS PaBEHCTBA, = A u3oMopbusma
YIOPSIOYEHHBIX MHOXECTB. YIIOPSAOYEHHOE MHOXECTBO G Ha3blBaeTCS HEpPasio-
XUMBIM B OPIHHJIbHYIO CyMMY, eciii u3 G = A @ B caenyer A =0 wm B = 0.

HoxaseiBaeTcss TeopeMa: Beakoe ynopadouennoe muoxncecmso G MOHCHO npeod-

cmasums edurcmeernbim cnocobom & gopme: G = Y M,, 20e N — yeno u M, — nepas-
aeN

A0HCUMBLE 8 OPOUHANLHYIO Cymmy (3TY TEOPEMY MOXKHO TaKXe BBIBECTH U3 PE3ysibTa-
ToB Tapckoro B [7]).

B Teopeme 2 MoKa3BIBAIOTCSA HEOOXODMMBIE U JOCTATOYHBIE YCIIOBHS AJISA CyIECTBO-
BaHus perenus ypasaenus A @ X = B u B Teopeme 3 HEOOX0IUMBIE H AOCTATOYHBIE
YCIIOBHS 1L e UHCTBEHHOCTHU PEIIEHUS 3TOTO YPaBHEHMS.

%) p_4 je identita.
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Summary
ON A CERTAIN PROPERTY OF THE ORDINAL SUM

VitEzsLav NoOvAK, Brno

In this paper = denotes identity and = isomorphism of ordered sets. An ordered
set G is called indecomposable into an ordinal sum if G = A @ B implies 4 = 0 or
B=0.

The following theorem is proved: Any ordered set G can be expressed in the form

G =) M, where N is a chain and M, are indecomposable into ordinal sums, and
aeN

such an expression is unique (this theorem can be also deduced from Tarski’s results
in [7]).

Theorem 2 gives necessary and sufficient conditions for the existence of solution of
the equation A @ X = B, and Theorem 3 gives necessary and sufficient conditions
for unicity of solution of this equation.



		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T20:22:05+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




