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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 89 (1964), Praha 

К ЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

ЯРОСЛАВ КУРЦВЕЙЛЬ (1аго8!ау КитшеП), Прага 

(Поступило в редакци, 3/ХП 1962 г., в переработанной форме 1/Ш 1963 г.) 

В монографии [1] доказаны теоремы об единственности и строении опти­
мального управления линейной системы по времени в случае, когда ^ — "* 
вьтукллъгй многогранник. Эти результаты распространяются на случай, 
когда V — пересечение равномерно выпуклого множества и выпуклого 
многогранника, и некоторые другие случаи. 

1. Рассмотрим задачу оптимального управления по времени для системы 

(1) — = Ах + Ви , 

где хеЕп, ие^ с Е3, А(В) — действительная матрица типа п х п (п х 5). За­
дача оптимального управления по времени состоит в том, чтобы для заданных 
точек хи х2, е Еп отыскать функцию и(1), определенную для 0 ^ * ^ Ти удовле­
творяющую условиям: 

(1) и(г) — интегрируемая функция и и(г) е ^ для I е <0, Т>, 

(й) если х(г) — решение системы (1), где вметсо и подставлена функция и({) 

и х(0) = х19 то х(Т) = х2, 

(ш) если их(г), 0 ̂  * ^ Тх, удовлетворяет условиям (Г), (и), то Тх ^ Т. 

В этих условиях и(1) называется оптимальным управлением. 
Пусть ^ представимо в виде ^ = Кп V, где .К с. Е5 является вьшуклым ком­

пактным многогранником и 7 с Е 5 является равномерно выпуклым множе­
ством. (Компактное выпуклое множество V с: Е& назовем равномерно выпук­
лым, если его граница не содержит никакого невырожденного отрезка.) Пусть II 
обладает внутренной точкой в Е5, и пусть выполняется следующее предположе­
ние об общем положении множества ^: 

Если некоторая грань г многогранника Л, содержащая более чем одну точку, 
пересекает внутренность множества V, то линейная оболочка системы всех век­
торов вида А*Вь9 где р = и2 — и19 иг, и2 е г, } = 0, 1,2,..., п — 1, совпадает 
сЕ в . 
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Подмножество Е замкнутого выпуклого множества Ш называется крайним, 
если из и ер, и = аих + (1 — а) и2, 0 < а < 1, их, и2е}У следует их, и2 е р. 
Крайнее множество, состоящее из одной точки называется, крайней точкой. 
Всякая крайняя точка множества XI является или вершиной многограника I? или 
граничной точкой множества V. 

Теорема 1. (а) Если их({), 0>• ^ I ^ Тх и и2(1), 0 ^ / < Т 2 — оптимальные управ­
ления, соответствующие заданным хх и х2, то Тх = Т2 и их({) = и2(1) почти 
всюду. 

(Р) Изменяя их(() на множестве меры нуль, можно добиться того, что их({) 
непрерывна за исключением конечного числа внутренных точек интервала 
<̂ 0, Тху. В этих точках существуют пределы справа и слева. 

(у) Значениями функции их(г) в точках непрерывности и предельными значе­
ниями в точках разрыва являются только крайние точки множества II. 

Доказательство теоремы 1 проведем в нескольких шагах. Через (%9 г\) бу­
дем обозначать скалярное произведение векторов & г\ из Еп или из Е8. Пусть 
Ж - непустое компактное подмножество в Е5. Положим 

Р^г) = шах (г, Ви), 2 е Еп ж Р^) = тах (V, и), V е Е8. 

Очевидно, 

(2) (2,Ви) = (В'2,и), Р^г) = Р^В'г) , 

где В' — транспонированная матрица к В. 

Лемма 1. Функция Р^(^) непрерывна. 

Доказательство. Допустим, что ИтР ж (%) * ?&(») ДОЯ некоторой после­
довательности {ик}9 Vк -* V. Переходя к подпоследовательности, добиваемся 
того, что Р̂ (У&) = (ук, ик), ик -> и. Очевидно, 

РугЫ = (ръ ик) -* (»» «) * &*(») = & Ч*) • 

Из определения Р^(у) следует, что (р, и) < Ру^р) = (у9 и*); но в таком случае 
Рщг(ьк) = (г?л, ик) < (% и*) для достаточно больших к, и получаем противоречие 
с определением Р^к). 

Как следует из принципа максимума, для оптимального управления их(г) 
существует фх е Еп, ^ Ф О так, что 

(3) {е-А^х,Вих(г)) = Рь(е-^х) 

почти всюду (А' - транспонированная матрица к А). Обозначим через 5 мно­
жество таких чисел с, что 

Р^~А'Чх) = 0 _ Я ' > 1 , Вщ) = (е-л''фи Вй2) 

для подходящих йи й2 е И, й, Ф йъ. 

91 



Лемма 2. Множество 8 не обладает предельной точкой в Ех. 

Доказательство. Пусть ае8 и 

Ръ(е~~А<Тф1) = (е~Л'"Фи Вй±) = (е~А'*ф19 Вй2)9 й19 й2е11, й± + й2. 

Отрезок /, состоящий из точек шх -{- (I — а) й2, 0 < ос < I, является частые? 
внутренности множества V (так как V — равномерно выпуклое множество) 
и одновременно является частью некоторой грани г многограника .К. *) Пусть 
Я — минимальная плоскость, содержащая г. (Подмножество в Е8 называем 
плоскостью, если оно с каждой парой разных точек содержит и прямую, прохо­
дящую через эти точки.) Так как г открыто относительно Я, то 

Рц{е~А'*ф1) = (е~А<гФг, и) для иег. 

Пусть существует последовательность {ак}9 аке$9 ак -» а для к -*• оо. Пере­
ходя к подходящей подпоследовательности, найдем такую грань г, что 
Рю^^^Фг) = (е~~Ле11Ф\.> Ви) для иег , значит, (е~А'**ф19 ВV) = 0, где г? = 
= иг "~ и1 ?

 м1> м2 е г- Следовательно, функция (е~Ахф19 Вг?) обращается в нуль 
в точке а вместе с производными 

- ^ ( е " А > 1 э В») = (^"л > 1 , АЩ9 / = 1, 2,.,., п - 1 . 

Полученное противоречие с предположением общего положения доказывает 
лемму 2. 

Лемма 3. Пусть функция V(^) со значениями в Е^ определена и непрерывна на 
множестве ^ с: Е1в Пусть для каждого ^е^ функция (у(1)9 и)переменного и до-
апигает своего максимума на IV в единственной точке и(г) 6 IV. Тогда функция 
и(1) непрерывна на ^. 

Доказательство получается без затруднений при помощи факта, что п о 
лемме 1 Р ж — непрерывная функция. 

Лемма 4. Пусть функция ^(^) = (<? 1(0? •••> ЧА*)) является аналитической 
в окрестности точки а и ^(а) = 0, ^(^) ф 0. Положим. 

1«(оп»[«?(о + ..- + в?(0-1/2, м-т-мш-1-
Тогда существуют пределы Нт р({) = р(а — 0) и Нт /?(г) = ]?(<х 4- 0). 

*) Следуя терминологии, введеной в [3], добавление II, § 3, гранями многогранника К с ч и ­
таем внутренность многогранника 1?, некоторые открытые многогранники (размерности к о ­
торых не превосходят.? — 1) и вершины многогранника I?. Никакие две грани многогранника 
.К не пересекаются, и многогранник -К является объединением своих граней. Для доказатель­
ства леммы 2 достаточно, чтобы некоторый отрезок, являющийся частью отрезка <(«1, и^У, 
содержался в некоторой грани г многогранника -К. •, 
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Доказательство. Пусть #Л(*) = (* - оУкЗк(г), ^к >̂ 1, 9к(о) Ф 0. Положим 
РА(0 = 4*(0 • \\ф)\\_1э ^ = т^п^к. Так как существует предел Шп ||в(*)|| . 

к х-*а 

- |* — о\~й ф 0, то существуют пределы р(о — 0), р(о + 0). 

Доказательство теоремы 1. Пусть и^г), 0 ^ г ̂  Тх и и2(*), 0 ^ г ̂  Г2 — 
оптимальные управления. По определении оптимальности Тг = Г2. Как следует 
из принципа максимума, существует такое ф1 еЕп, \]/1 Ф 0, что выполняется (3) 
почти всюду. Так как 

х2 = еЛТ1 (х1 + Г "е-^Ви^&Л = еАТх (хх + Г ^ г В и 2 ( т ) ё т ) , 

то 

(фи е~ЛТ1х2 - х,) = Г \е-А'хф19 Ви,(х)) их = Г \е'А^ф19 Ви2(х)) их . 
•)о ^о 

Но так как почти всюду 

(*-*>-., Ви^т)) = Р(е-Л^ф1)^ (е-^фи Ви2(х)) , 
то 

почти всюду. Но если т не принадлежит 5, то из последнего равенства следует 
и^х) = м2(т) и из леммы 2 вытекает справедливость части (а) теоремы 1. 

Пусть о1 < о2 < ... < а1 — все точки множества 5 п <0, Тх> (см. лемму 2). 
Изменяя функцию и^г) на множестве меры нуль, можно добиться того, что (3) 
имеет место для каждого г Ф оь г = 1, 2,..., /. Из леммы 3 и из (2) следует, что 
функция и^г) непрерывна в каждой точке I ф о19 г = 1, 2,..., /. 

Пусть о1 > 0; докажем существование предела и(о{ — 0). Пусть г19 г2,..., гр — 
все грани многограника Л и пусть ^^ — множество таких ге(о1^1, о^), что 
и1^) е ГР ] = 1? 2,..., /? (если г = 1, положим <т0 = 0). Так как грани г19 г2,..., гр 

не пересекаются и \^^^ = К9 то ^^ — непересекающиеся множества я V ^^ = 
} = 1 7 = 1 

= (<т€_1э <тг). Пусть г ; является V—мерной гранью, V _: 1 и с7г .является предель­
ной точкой множества б;. Пусть Со> С.о • ••> СУ такие точки грани г,.,что векторы 
цх = ^ — С0 Ф 0,..., г\у = СУ — Со + 0 ортогональны. Пусть Я,- — множество 
всех и ЕЕ5, представимых в виде и = Со + а ^ + ... + а ^ , где а1? ..., ау — 
любые числа, г,- является открытым множеством в Н}. Положим V^ = V п Я,-. 
V^ — непустое множество, так как иг({) е V^ для 2 е 2,- и V) — равномерно вы­
пуклое множество (относительно Яу). Пусть функция й3(г) удовлетворяет со­
отношению 

(4) (В'е'л''фи й/*)) = тах(В'е'А'*фи и) , 

4/(0 6 ^ 1 > *Е(<*1-1>°1)-
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Если г е б,-, то иг(г) е V^ и (В'е-
Л'гфи в/*)) ^ В'е~А'хфъ их(г)). 

Но если бы было (В'е~А'*фи й}(г)) > (В'е~л'гфъ иг(1)\ то было бы 

(В'е~А'*фъ М 1(0 + а(й/0 - щ(г)) > (В'е~л'*ф19 и^)) 

для а > 0, и так как грань г} открыта в Н}9 то для достаточно малых а > 0 было 
бы а(й}(х) - их(г)) + и±(г) е ^^ а К; но, очевидно а(й^) - их(г)) + их(г) е V, 
значит, а(й/г) - иг(г)) + их(г) е 17, и получаем противоречие с соотношением 
(3). Итак, 

(В'е~л'*ф19 в/*)) = ( В ' < Г ^ 1 , «1(0)> ' е б; • 

Если бы было й}(1) ф иг(г), то 

( В ' ^ > ь <%(0 - %(0) + щ(()) = (В'<ГА > 1 9 и±(*)) 

для всех а. Но так как а(й,-(0 — «1(0) + их({) е\] для малых а не принадле­
жит 5, то получается противоречие. Итак, мы доказали, что #,(0 = их(г) для 
I е &} (значит, для I е ^^ функция «,•(*) определена однозначно). 

Пусть Э} — множество точек вида и = а1г\1 + а2ч2 + ..» + а ^ , где а1э а 2,... 
..., ау — любые числа. 0}9 очевидно, является у-мерным подпространством в Е5~ 
Каждой точке и е V} сопоставим точку и — <*0 е 0}; множество V} отображается 
на равномерно выпуклое множество V* с 0}. Функция и*(г) = и}(1) — ̂ а 

удовлетворяет соотношению 

(5) (В'е-А'1фи у*(г)) = тах (В'е-А'гфи и), 
иеV^* 

Положим 

Ч({) = (В'е-^ъ) ШГ2Ч± +-~+(#е-А''ФиЪ)ШГг'1*-

Так как ^ф, и) = (В'е~л'гфи и) для и &В}9 соотношение (5) можно заменить 
соотношением 

(6) &(1), ц*(*)) = тах №), и) , и*(1) еV*, 1е (а^и <г,) . 
VёV^* 

Очевидно, ^(^) е 1)̂  и д(0 является аналитической целой функцией. ^(^) ф 0, так 
как для * е <2у соотношение (6) определяет функцию м*(*) единственным обра­
зом. Если ^(<^^) ф 0, определим и*({) и для *.= <гг соотношением (6). Ввиду рав­
номерной въшуклости множества V* функция и*(0 определена соотношением: 
(6) единственным образом в каждой точке *, где'4(0 Ф 0. По лемме 3 функция 
и*(0 непрерывна в точке о-;. Если ^(а^ = О, то по лемме 4 функция р(0 = 
= ^(^) . Вв(01Г* обладает пределом Пт р(0 = р(<г4 — 0). Так как ||р(0Н ^ ** 

то р(сгг — 0) Ф 0. Соорношение (6), очевидно, заменяется соотношением 

(7) (р(0, «?(*)) = ^ах (р(0,и), «?{*) 6 V? 
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для всех X е(сг1-и <Г(), где ^(^) Ф 0. Определяя р(сгг) = р((тг — 0) и опреде­
ляя м*(<Т/) соотношением (7) получаем по лемме 3 как и ранше, что функция 
м*(*) непрерывна в точке аг. Так как и*(г) + ^0 = их(х) для г е ^^, то существует 
предел Нт иг(х) для * -* о-* — 0,1 е 2,, если огг — предельная точка множества ^^ 
и V ^ 1, где V — размерность грани Гр Если V = 0, и сгг — предельная точка мно­
жества ^р то предел Нт иг(1), X -+ <т1 — 0, г е О,, очевидно, существует, так как 
их(0 является постоянной на б;. Но (о"г_1? ^ ) == {̂  и <22

 и ••• и б/* и «1(0 не­
прерывна на (а^-!, <7{), следовательно, существует предел 11т иг(х), так как 

множество предельных точек ограниченной непрерывной функции связно. Ана­
логично, существует предел Нт иг({). Этим (Р) доказано. 

Так как их(г) определяется единственным образом из (3) для 2, непринадле-
жащих 5, то иг(г) является крайней точкой множества ^. Не трудно проверить, 
что множество крайних точек множества ^ замкнуто; следовательно, значения 
и1(сг1 — 0), и1(а{ + 0) являются крайними точками-(у) доказано. 

Замечание 1. Если г ^ и, ранг В = п и ^ — равномерно въшуклое множе­
ство, то В'е~А'г\1/ есть ненулевой вектор для всякого I и 5 — пустое множество. 
Каждое оптимальное управление их(г) является непрерывной функцией. 

Замечание 2. Управление %(*),() ̂  г ̂  Гназовем экстремальным, если оно 
удовлетворяет соотношению (3) при некотором ^ и всех I е <0, 7\). Мы дока­
зали, что каждому \[/1 ф 0 соответствует единственное экстремальное управле­
ние и что для этого управления спарведливы утверждения (Р) и (у) теоремы 1. 

2. В монографии [1], § 17 доказнао, что число точек разрыва любого экстре­
мального управления (см. замечание 2) не больше чем (п — 1) ̂ ^ если все со-
обственные числа матрицы А действительны и если ^ представляет собой па­
раллелепипед; при этом ^ — размерность параллелепипеда ^. Покажем, как 
этот результат распространяется на случай, исследованный в абзаце 1. 

Каждой грани Гр] е ^ = {1, 2,..., /?-_}, пересекающей внутренность мно­
жества V и содержащей больше чем одну точку, сопоставим подпространство 
^^ с= Е5 как в абзаце 1 через ^ обозначим систему всех Ор ] е ^. Пусть I — такое 
минимальное подмножество множества ^, что всякое ^р ] е ^ содержит неко­
торое В19 I Е1. Обознаичм через ^ число элементов множества I. 

Теорема 2. Пусть все собственные числа матрицы А действительны и пусть 
выполнены предположения абзаца .1. Тогда число точек разрыва любого экстре­
мального управления не превосходит (й — 1) ^, где й — степень минимального 
полинома матрицы А. 

Доказательство. Пусть их(1) — экстремальное управление и а -• точка 
разрыва управления их(г). Таким же образом, как в доказательстве леммы 2, 
найдем грань гр пересекающую внутренность множества V и содержащую 
больше чем одну точку, что Рь(е~Л<Т^г) = (е~Ла$ъ и) Для и е гг Пусть ^^ <= ^р 
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I е/. Тогда (е"А'йф1, V) = 0 для V е Иь но по условию общего положения суще­

ствует такое V е Вь что (е~^'т\/>1э г;) ф 0. Функцию (е~~А'хф19 #) можно записать 

в виде 

( < Г ^ 1 , «О = л ( * ) вА1Т + р2(х) еХ2Х + ... + Л ( т ) ^ , 

где Х19 А2* • • •» ^д -" в с е собственные числа матрицы А и Рх(х), р 2 (т), . . . , р^(х) — 
полиномы, степени которых не превосходят й. Из леммы, доказанной в [1], 
§ 17, следует, что число нулевых точек функции (е'^^^ 0) не больше чем й — 1. 
Так как для заданного ф± в каждом Ог можно выбрать одно Ъ, то доказательство 
теоремы 2 завершено. 

3. Пусть выполнены следующие предположения: 

(Сх) V с Е8 — компактное выпуклое множество, содержащее 0 в качетсве 

внутренней точки, 

(С2) линейная оболочка системы векторов А^ВV, V е Ев,] = 0, 1,..., и — 1 совпа­

дает с Еп. 

Положим х 2 = 0 и обозначим для Тх > 0 через .ГГ1 множество таких точек 

хх е Еп, для которых задача оптимального управления по времени разрешима 

и время оптимального управления Т^ Т±. Не трудно показать, что 1Т1 - вы­

пуклое компактное множество и О — внутренняя точка множества 1Тг. Плос­

кость (ф9 х) = у назовем опорной плоскостью компактного выпуклого мно­

жества ТУе Еп, если (ф, х)^у для х е ЙР и если существует такое у е Й7 что 

(<А, У) = У-

Теорема 3. Плоскость (ф, х) = у является опорной плоскостью множества 

1Т% и точка у является общей точкой плоскости (ф, х) = у и множества Г Т 1 

тогда и только тогда, если у представимо в виде 

С7"1 

(8) у = - е~АхВи(х)<1х, 
^ о 

(9) Ри(е~Л'Тф) = (е~А'гф, и(х)) , и(х) е V 

почти всюду на <0, Тг} и (ф9 у) = у. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (ф, х) = у является опорной плоскостью множе­

ства <ГГ1 и точка у является общей точкой плоскости (ф, х) = у и множества Тт%. 

Так как выражение еА\х1 + е~ЛтБм(т) их) представляет собой решение урав­

нения (1), то каждую точку хг множества 1Т% можно представить в виде хг = 
СТг _ 

= — I е АхВй(х) их, й(х) — измеримая функция, и(х) е V почти всюду. Значит, 

- 0 М О = [\е-А'хф,Вй(х))йх. 
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Очевидно, (ф, хх) - где хг е ГГ1 — не достигает своего минимального значения 
у, если 

Ра(е"л'хф) Ф ( е ~ ^ Ч й(т)) 

на некотором подмножестве интервала <0, 7\> положительной меры. Итак, для 
точки у вьшолняется (8) и (9). Обратное утверждение почти очевидно. 

Следствие. Если для каждого ф Ф 0, г// е Еп функиця г/(т) определяется из (9) 
единственным образом для почти всех т, то 1Тх — равномерно выпуклое множе­
ство. В частности, 1Т1 является равномерно выпуклым множеством, если вы­
полнены предположения из абзаца 1. 

(Если граница множества ГГ1 содержит отрезок М, состоящий из точек 
ау1 -г- (1 — а) у2, 0 ^ а ^ 1, уг Ф у2, то опорная плоскость множества 1Т%, 
содержащая точку \(ух + у2) содержит М. Так как соотношение (9) определяет 
однозначно функцию и(1) почти всюду, то каждая опорная плоскость имеет 
только одну общую точку с множеством 1Т1, значит ух = у2.) 

4. Если ограничиться только несколько более слабыми утверждениями, то 
класс допустимых множеств ̂  может быть расширен. Пусть ^ — компактное вы­
пуклое множество, обладающее внутренной точкой в Е5. Каждому выпуклому 
крайнему подмножеству 2]9 содержащему больше чем одну точку (] е I, ^ — не­
которое множество) сопоставим пространство Ор являющееся линейной оболоч­
кой системы векторов V = и2 — и19 и19иг^Ъ^ (значит, ^^ = Е8 для некоторого 
] е 3). Подмножество I а 3 определим как в абзаце 2. Легко проверить, что 
пересечение опорной плоскости и множества 17 является выпуклым крайним 
множеством. Допустим, что множество I не более чем счетно и что для любого 
х еI линейная оболочка системы векторов АкВV, V е ^^, к = 0, 1, 2,,.., п — 1 
совпадает с Еп. Если ввести множество 5 как в абзаце 1, то не трудно показать, 
что множество $ не более чем счетно, значит, управление их(г) определено соот­
ношением (3) однозначно на дополнении ^ множества .5 в интервале <0, ТА>. 
По лемме 3 их(г) является непрерывной функцией на ^. Отсюда как и раньше 
выводится единственность оптимального управления иг(^). Если I — конечное 
множество, то 5 не обладает предельной точкой в Е19 но не ясно, существуют ли 
вообще пределы и1(с1 — 0), и1(а1 •+- 0), аь е 8. Если собственные числа матрицы 
А действительны, то для числа точек множества 5 имеет место оценка из аб­
заца 2. 

ДОБАВЛЕНИЕ*) 

Пусть Х19 Х2 — заданные выпуклые замкнутые подмножества в Еп, Х1пХ2 = 
= 0, и пусть ^ а Е5. Рассмотрим следующую более общую задачу оптималь­
ного управления по времени, которая состоит в том, чтобы отыскать точку 

*) Поступило в редакцию 14. октября 1963 г. 
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хх е Хх и функцию и(г), определенную для I Е <0, Т>, Т > 0, так, чтобы удовле­
творялись следующие условия: 

(1) и({) — интегрируемая функция и и(г) е 17 для г е <05 Т>, 

(и') если х(*) — решение системы (1), где вместо и подставлена уфнкция и({), 
ж х(0) = х1 ? то х(Т) еХ27 

(ш') если точка хх е ЛГХ и функция $(*), 0 ^ ^ Г удовлетворяют условиям 
(О, (и7), то Т ^ Т. 

Пусть Nx (N2) — крайнее множество множества Хх (Х2), которое содержит 
больше чем одну точку и не содержит никакой внутренней точки. Множеству 
^1 (N2) сопоставим линейное пространство Нх (Я2), являющееся линейной обо­
лочкой системы векторов к == ух — у25 где у 1 5 у 2

е ^ 1 (Уъ Уге^г)- Систему 
всех пространств Нх (Н2) обозначим через Их (Н2). Если Ух, У2 - подмножества 
в Е„, то символы еАгУх и — У2 имеют очевидное значниее, и Ух + У2 (У-_ — У2) — 
алгебраическая сумма множеств УхнУ2(— У2). 

Пусть выполнены предположения (С^), (С2) и (С3): 

(С3) если НгеИх и Я 2 е Н 2 ? I > О и пересечение [е^'Я*] г. Я 2 содержит 
ненулевой вектор, то [еАгНх~\ + Я 2 = Ел. 

Предположение (С3), в частности, вьшолнено, если одно из множеств-Х15 Хг 

состоит только из одной точки или если одно из множеств Хх, Х2 является рав­
номерно вьшулкым. 

Теорема 4. Пусть точка ххеХх с функцией их(1), 0 ^ I <̂  Тх, и точка х2 е Хх 

с функцией и2({), О ^ I ^ Т2 — решения задачи оптимального управления при 
заданной паре множеств ХХ,Х2. 

(ах) Если для каждого ф е Еп, ф Ф 0 функция и(х) определяется из (9) единствен­
ным образом для почти всех т, то Тх =- Т2, хх = х2 и их(1) = и2(1) почти всюду. 

фх) Если II = Я п V, где для К и V выполнены предположения из абзаца I, то 
Тх = Т2, хх = х2, щ({) == и2({) почти всюду и для функции щ(1) справедливы 
утверждения (Р) и (у) из теоремы 1. 

Доказательство теоремы 4 опирается на несколько лемм. Без труда д о ­
казывается 

Лемма 5. Пусть X с Еп — замкнутое выпуклое множество и пусть 20 с: X — 
открытое выпуклое множество, 20 э Ъ. Тогда 20 содержит все внутренние 
точки множества 2. 

Пуст Г° означает внутренность множества 11 введенного в абзача 3). И з 
леммы 5 витекает 

Лемма 6. Если г — внутренняя точка множества Хх — 119 то существуют 
точки х3 е Хъ $ е I® такие, что 2 = хъ — 5. 
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Лемма 7. Если Р с. 1°г — компактное множество, то Р а 1г, для некоторого 
Г, 0 < *' < /. 

Доказательство. Из (Сх) и (С2) следует, что 1Т <= 1° для 0 < т < С- Мно­
жество 0{ = УГТ = у ^ о < т < * является открытым выпуклым множеством 

и С, = Хг По лемме 5 Р с 6> 

Лемма 8. Если г в еАТ(Хг - Ет)> то 2 е еАх(Хг — Гт) для некоторого т, 0 < 
< т < Т. 

Доказательство. Пусть 2 = И г (х 4 - 54), х4 €X1, 5 4 е ! г . Пусть 1^ — мно­
жество таких 5 е Еп9 что ||$ - 54|| ̂  8 и пусть г > 0 такое число, что КЁ с. 1Т. 
По лемме 7 существует такое *', 0 < г' < Т, что Хе с Гт для т 2> Г'. Точку 5̂  
определим из равенства % = еАх(хА — 50. Следовательно, 5̂  — 54 = [е^ ( г " т ) — I ] . . 
. (х4 - 54), значит, 5̂  е Ке для т достаточно близких к Т. 

Лемма 9. Пусть УЪУ2 <=: Еп -~ выпуклые множества, Тх содержит внутрен­
нюю точку и У2 не пересекает внутренность множества Уг. Тогда существует 
плоскость (ф, х) = у такая, что (ф, х) ^ у для х е У± и (ф, х) ^ у для х е У2. 
(См. [4], 1, 6, Теорема 4.) 

Доказательство теоремы 4. Докажем (о^). Очевидно, Тх — Т2 = Т. Пусть 
У(*) ~~ решение системы (1), где вместо и подставлена некоторая измеримая 
функция и({) со значениями в V, и пусть у(0) е Хг. Множеством всех возможных 
значений решения у(г) в точке X = т является еАх(Х1 — 1^. Так как пара х19 и^), 
О ^ 1 ^ Тесть решение задачи оптимального управления, то [ е я т ( ^ — 1Т)"\ А 
п ! 2 Ф ( 5 . 

^ не пересекает внутренность множества еАТ(Х1 — Гг), так как по лемме 6 
внутренность множества е л т ( ^ — 2Т) можно представить в виде еЛТ(Х1 — 1Т) 
и пара х19 иг(г), г е <0, Т> не была бы решением задачи оптимального управле­
ния (см. лемму 8). 

По лемме 9 существует плоскость (ф, х) -= у такая, что (ф, х)^у для х е 
е еАТ(Х1 - .Гт) и (^, х) 2> у для х е ! 2 . Пересечение плоскости (ф9 х) = у и мно­
жества И т ( ^ - 1г), (Х2) обозначим через N3, (N2)- Допустим, что множества 
N3 и N2 содержат больше чем одну точку и сопоставим им, подобно как раньше, 
пространства Я 3 и Н2. Очевидно, что Н2 е И2. Пусть г19 22<= М3;ъ таком случае 
г1 = еАТ(у1 — $.), где у( е ! 1 5 $.. е Г г , I = 1, 2. Если бы было 5Х Ф 52, то точка 
К21 + гг) принадлежала бы N3 и одновременно являлась бы внутренной точкой 
множества &ЛТ(Х1 — 1Т), так как ЕТ — равномерно вьшуклое множество по 
следствию теоремы 3 и |($х + з2) — внутренняя точка множества Хт. Итак, 
51 == 52 — граничная точка множества 1Т и представление 

(10) г = еАТ(у0 - 50) , где у0 е Хх , 50 е 1 Г 
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для каждой точки гб]у3 единственно И 5 0 в представлении (10) не зависит от 
2 е N3. Очевидно, 

(е*'г^ у) = (ф} е
лту) ^у+(ф, еАТ$0) 

для у € Хг и N3 + елтз1 является множеством таких точек елту, где у е Хи что 

(ел'тх1/, у) = (</>, е^3» = у + (^ ^ т 5 0 ) . 

Так как множество Ях таких у еХх, что (елт\1/, у) = у ~Ь (^, еАГ$0) является 
крайним множеством множества Х19 которое содержит больше чем одну точку 
(N3 содержит больше че^ одну точку) и не содержит внутренней точки, то 
# 3 = елтНг, где Нг е Н1# Так как алгебраическая сумма пространств елтН1 = 
= Я 3 и Н2 содержится в плоскости (ф, х) = 0, то из предположнеия (С3) сле­
дует, что [еАТНл~\ п Н2 = (0) и, следовательно, множество \елт(Х1 — 1Т)2 п Х2 

состоит из единственной точки, которую обозначим г4. Так как точка гА пред-
ставима единственным образом по формуле (10) то хг = х2 = у0 и 

e~AxBu1(x) d? = s0 = - e-^rBu2(T)dT. 
o Jo 

Пусть (^1э х) = уг — опорная плоскость множества 1Т ((Фих)>.у1 для 
ос е Ет) и (\1/19 80) = ух. По теореме 3 существует функция и^), I е <0, Г>, м(г) е I/, 
такая, что выполняется (8) и (9) (где у = 80). Рассуждая подобным образом как 
в доказательстве утверждения (а) теоремы 1, докажем, что и(г) = ил(() = и2({) 
лочти всюду на <0, Т>. (о^) доказано, ($х) следует из замечания 2. 

Применением понятия крайнего множества и результатами абзаца 4 автор 
объязан П. Бруновскому. 
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Výtah 

O LINEÁRNÍ TEORII OPTIMÁLNÍ REGULACE 

JAROSLAV KURZWEIL, Praha 

V monografii [1] jsou dokázány věty o jednoznačnosti a struktuře optimální regu­
lace vzhledem k času lineární soustavy v případě, že U je konvexní mnohostěn. Plat­
nost těchto výsledků (včetně odhadu počtu bodů nespojitosti) se rozšiřuje na případ, 
kdy U lze vyjádřit jako průnik konvexního mnohostěnu R a stejnoměrně konvexní 
množiny V. Dále se dokazuje, že množina lTí bodů xl9 které lze převést do počátku 
v čase menším nebo rovném Tt, je stejnoměrně konvexní. V odst. 4 se dokazuje jedno­
značnost optimální regulace pro některé obecnější množiny U. Výsledky odst. 4 po­
cházejí odP. BRUNOVSKÉHO. 

V dodatku se dokazuje, že obdobné výsledky o jednoznačnosti a struktuře opti­
mální regulace za jistých předpokladů platí i pro úlohu převést bod x z dané uzavřené 
konvexní množiny Xx do dané uzavřené konvexní množiny X2. 

Summary 

ON THE LINEAR THEORY OF OPTIMAL CONTROL SYSTEMS 

JAROSLAV KURZWEIL, Praha 

In the monograph [1], theorems on the uniqueness and structure of the optimal 
steering function of a linear systém with respect to time are proved in the čase that Ú 
is a convex polyhedron. These results (including the estimate of the number of the 
points of discontinuity) are extended to the čase that U = JR n V, where R is a convex 
polyhedron and V uniformly convex. Further it is proved that the set ITl of points 
which may be brought to the origin in a time not exceeding Tu is uniformly convex. 
In section 4, uniqueness of the optimal control is proved for some convex sets U of 
a more generál type. The results of section 4 are due to P. BRUNOVSKÝ. 

In the Appendix it is proved under some conditions, that analogous results on the 
uniqueness and structure of the optimal steering function are valid for the problém 
that x is to be steered from a given convex closed set X± to a given convex closed 
set X2. 
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