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Easopis pro péstovani matematiky, ro&. 88 (1963), Praha

NEKTERE VETY A PRIKLADY Z TEORIE OPERATORU
VE SPOCETNYCH MARKOVOVYCH RETEZCICH

ZBYNEK SIDAK, Praha
(Doslo dne 23. Eervence 1962)

Necht p j; jsou pravd€podobnosti pfechodu Markovova fetézce v diskrét-
nim &ase, se spoletnym systémem stavi. Pro funkce f na systému stavi defi-
nujme operator T tak, e hodnota Tf v bodé j je (Tf); = > fp i T jeoperé-

k

torem v riznych Banachovych prostorech. Clanek se zabyva operétory
adjungovanymi k 7, nerovnosti 7f < fa rovnosti Tf = f. Rada pfikladid pak
ukazuje, jaké spektralni vlastnosti T mlzZe mit.

1. UVOD A NASTIN OBSAHU

Budeme se zabyvat Markovovymi fetézci v diskrétnim &ase, se spocetnym systémem
stavil N a staciondrnimi pravd&podobnostmi pfechodu po 1 kroku p, po n krocich
p. Samozfejmg je p‘y) = pj;; nékdy budeme té% u¥ivat pravd&podobnosti p'?,
které jsou definovdny p{? = 1, p$) = 0 proj =+ k. V celém &ldnku kromé posledniho
paragrafu 7 pojedndvdme o fetézcich irreducibilnich; vSechny véty &ldnku jsou odvo-
zeny za tohoto pfedpokladu, ktery jiZz v dal§im nebudeme vyslovng uv4dgt.

JestliZe f je n&jakd4 funkce na prostoru stavii N, pak f, budeme znacit jeji hodnotu
v bod€ k € N. Definujme nyni zobrazeni T ndsledujicim zpiisobem: Tf budiZ funkce,

jejiz hodnota v bod& je N je (Tf); = Y. fupjr - Tzobrazuje funkce f na prostoru N,
: : k

pro néZ uvedens soudty maji smysl, na funkce Tf na prostoru N. (Zde a viude v ndsle-
dujicim, kde obor s&itdni neni vyslovn¥ uveden, se rozumi soudet pfes celé N.)

Je dob¥e zndmo (viz [11], [12], [13]) a v ndsledujicim paragrafu bude pfesn& uk4-
zdno, Ze zobrazeni T je linedrnim spojitym operdtorem v urditych vhodnych Bana-
chovych prostorech funkei.

V pfipadé kone¢ného systému stavii je operdtor 7vyjédien kone¢nou matici pravdeé-
podobnosti pfechodu, je zde tedy moZno vyuZit mnoha vysledkd z teorie matic a vlast-
nosti operdtoru T (&ili prislu§né matice) jsou velmi dobfe prozkoumdny, V p¥ipadd
nekonedného spodetného systému stavii operdtor T je sice podobné vyjddfen neko-
neénou matici pravdépodobnosti pfechodu, aviak o jeho vlastnostech je zndmo velice
mdlo; ptedeviim musime zde zdtraznit, Ze v tomto pfipad& vlastnosti T zdvisi pod-
statné na tom, v kterém Banachové prostoru je operdtor T uvaZovan.
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V préci [13] jsme urdili vlastni hodnoty na jednotkové kruZnici operdtoru T
jednak v prostoru omezenych funkci, jednak v prostoru funkci integrovatelnych
s kvadrdtem podle urdité tzv. subinvariantni miry. Pfitomny Eldnek v podstaté obsa-
huje dopliiky a priklady k pfedchozi prdci [13], v niZ jsou dokdzdny hlavni vysledky,
avSak muZe byt zcela dobfe éten samostatng.

Uvedme zde néstin obsahu p¥itomného &ldnku (ovizm jen v hrubém vyjddfeni, pro-
zatim bez pfesné formulace).

V paragrafu 2 je uddn tvar operdtor adjungovanych k T. Paragraf 3 obsahuje
né&kolik v&t Fikajicich, e pro rekurentni fetézce a pro f z nékterych t¥id funkci ne-
rovnost Tf < f implikuje Tf = f, a podobné pro adjungované operdtory. Dal3i
paragraf 4 objasiiuje pro rekurentni fetézce tvar funkci f, pro néZ Tf = f, a opét
podobné pro adjungované operdtory. Nékteré véty z téchto dvou paragraf byly jiz
uvedeny jako lemmata v [13], oviem jen v tom tvaru a za t&ch pfedpokladd, kterych
tam bylo bezprostfedné zapotiebi; naproti tomu v pfitomném &ldnku v&ty Feenych
typt jsou uvedeny systematicky a zvld$tni pozornost je vénovdna vztahtim duality
mezi nimi, takZe tim je situace zcela vyjasnéna.

Ndsledujici tfi paragrafy jsou vénovdny spektrdlnim vlastnostem operdtoru T.
V paragrafu 5 je tfemi jednoduchymi vétami a fadou ptikladi objasnéno, jaké vztahy
mobhou nastat mezi spektrdlnim polomé&rem a normou T. Paragraf 6 uvadi pfiklad,
v ném¥ bod 0 lezi v riiznych &stech spektra podle toho, v kterém Banachov& prostoru
je operator TuvaZovan. Posledni paragraf 7 ukazuje pfiklad reducibilniho fetézce, pro
n&jZ spektrum T je rovno celému jednotkovému kruhu.

2. MATICOVE VYJADRENI OPERATORU

Predevsim musime jesté zavést fadu oznadeni a definic.

MiZzeme predpoklddat, Ze prostor stavii N je uspofdddn do né&jaké posloupnosti.
Pak funkce na prostoru stavi jsou vyjddieny posloupnostmi &isel a predpokldddme,
Ze je piSeme jako nekonecné sloupcové vektory. Je-li R n&jaky operdtor na prostoru
funkeci (tj. sloupcovych vektoril), miZeme jej vyjddfit jako nekonednou matici v tom
smyslu, Ze aplikace operdtoru R na funkei (sloupcovy vektor) f odpovidd ndsobeni f
zleva touto matici. Slovem ,,operdtor” zde a vSude v dal§im rozumime linedrni spojity
operdtor v néjakém Banachové prostoru funkei. Ddle budeme volné pouZivat nékte-
rych licenci: Budeme hovofit o vyjddfeni operdtori maticemi v hofejSim smyslu,
budeme ztotoZiiovat Banachovy prostory, které jsou isometricky isomorfni, a v po-
dobném smyslu budeme vyjadfovat maticemi adjungované operdtory.

Je-li B né&jaky Banachiiv prostor, pak ozna¥me B* prostor k nému adjungovany,
a B* takovy prostor, Ze B je adjungovany k B* (a podle hotejsi timluvy stejnymi
symboly ozna&ime i prostory isometricky isomorfni s B*, resp. B*, atd.). Obdobnsg,
je-li R n&jaky operdtor, pak R* je operdtor k nému adjungovany, R* takovy ope-
rdtor, Z¢ R je adjungovany k R*.
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Pismeny p, g budeme v paragrafech 2, 3 a 4 ozna&ovat takovou dvojici &is¢l, pro n&%
1 £ p, g £ o (zde za &islo ptipoustime téZ oo), a spliiujicich 1/p + 1/g = 1.

JestliZe u je néjakd g-aditivni nezdpornd mira na viech podmnoZindch prostoru N,
budeme oznadovat y, miru jednobodové mnoZiny {k}. VZdy bude p;, konednd pro
ka¥dé k e N, aviak p(N) = Y, i, miZe byt konednd nebo nekonednd.

k

D. G. KenpALL zavedl v [10] ndsledujici definici:

Definice 1. Mira y se nazyva subinvariantni, jestliZe neni identicky rovna 0 a jestliZe
(1) Z Pk = M
J

pro kaZdé k € N. u se nazyv4 invariantni, jestlie v (1) plati znaménko rovnosti pro
kazdé ke N.

V této definici ov§em, presnéji feeno, jde o ,,miru subinvariantni vzhledem k Mar-
kovovu fetézci s pravdépodobnostmi pfechodu p;“‘; avSak tento dodatek zajisté ne-
musime vypisovat. Snad je vhodné jiZ zde naznadit diivod, pro€ se zavadi pojem sub-
invariantni miry: zobrazeni Tje totiZ operdtorem v [ (x), jak uvidime pfesng za chvili.

D. G. Kendall ukdzal v[10], Ze ke ka?dému irreducibilnimu Fet&zci existuje alespoii
jedna subinvariantni mira. Pismenem pbudeme v celé praci oznagovat néjakou pevnou
subinvariantni miru. Ddle & bude znagit miru, definovanou ¢, = 1 pro kazdé ke N.

Definice 2. Ozna¥me I (&) prostor viech omezenych komplexnich Tunkei f s normou
[£]lw,e = e—ess sup Ifd = sup £l 5
ddle 1,(e) (pro 1 < p <o) prostor funkei f, pro néZ norma
1.0 = S Ly
je konend; déle 1,(1) (pro 1 < p < oo) prostor funkci f, pro n&% norma
[$l = (5 1117 )
je kone¥nd; a kone&n& I ,(u) prostor funkci f, pro né% norma

1l = p—ess sup £ = sup |£d
je konecnd.

Pondvad’ podle lemmatu 1 v [13] je i, > O pro viechna k e N, ziejmé ||f||,,. =
= || flwo,n @ lo(€) = l(1); rozliSujeme je pouze formdln& v symbolech kvilli prosto-
rim, k nimZ jsou adjungovdny. VSechny uvedené prostory jsou Banachovy a je
dobfe znimo (viz napf. N. DunrForD, J. T. ScHwArTz [3], kap. IV. 8), Ze
I2(e) = L(e), 13(e) = l(e), I%(e) = 1;(e) = 1,(¢) (pro 1 < p <o), pridem% vidy
hodnota funkcionglu g na funkci f je rovna

g(f) = ‘L:,gkfk s
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déle 17 (p) = Li(p), 15(1) = 1o(w), 13() = 17 (1) = I(w) (pro 1 < p <o), ptidemz
hodnota funkciondlu g na funkci f je zde rovna

g(f) = ; Gk -

Definujme nyni zdkladni Markoviv operdtor T a operdtory T, tizce s nim pfibuzné.

Definice 3. Operdtor Tv I, (¢) budiZ definovdn rovnostmi

@) (Tf); = Y. fipnx pro vechna jeN, fel,(e).
k

Zcela podobn& operdtory T, (pro 1 £ p £o0) v I(i) budteZ definovdny rovnostmi

(3) (T,f); = Y. fip proviechna jeN, fel(u).

Operdtory T'a T, jsou tedy vyjddieny matici pravd€podobnosti pfechodu

P11 P12 P13 ---
P21 P22 P23 ---
P31 P32 P33 ---

.............

Zobrazeni T je vskutku operdtorem v /,,(¢)'s normou || T||,,, = 1. Pfedné totiz
”Tf”co,a = sup l;fkpjk| = sup ;Ifkl Pi £ 51:P !fkl . S‘_lp Z;,ij = "f"oca 5
J J . - 3 J

déle pro funkci e identicky rovnou 1 mdme Te'® = ¢'®, takZe opravdu || T, ,=1.

E. NEeLsoN [11] dokdzal, Ze T, jsou vskutku operdtory v 1,(1) s normou || T, ,,, < 1.
Pro tplnost a proto, ¥e ditkaz je ve spotetném ptipads velice snadny, uvedme jej zde
také; vyplyvd totiZ ihned z fetézu nerovnosti (pro 1 < p < o0)

"T,f 5.0 = }Zuflgifkpjkl" = J_Zﬂj ;lfk|p P =
= ;lfklp Z!—‘jl’jk = ¥|fkll_, e = Hf”’;,,, >

apro T,, bylo || T, . = 1 dokdzdno jiz nahofe. Podotkn&me, Ze zde miiZe nastat té%
ostrd nerovnost ||T,|,, < 1, coZ ostatn& uvidime na n&kolika ptikladech v para-
grafu 5. Ddle, pfesné fe€eno, operdtory T, zdvisi na mife y, ponévadZ obor jejich defi-
nice zdvisi na u, aviak tuto zdvislost jiZ nebudeme explicitn€ vyznadovat.

VSechny operdtory, svdzané vztahem adjungovanosti s pfedeslymi T'a T, jsou tedy
T vI(e), TE v I (), Ty = T, v1(u)(pro 1 < p <o)a T v I;(u). Najdeme nyni
tvar viech t€chto operdtori.

Véta 1. Operdtor T* v () je ddn rovnostmi

4) (T*g) = Y.g;p; pro vechna ke N, g €l,(e),
f :
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takZe je vyjddren matici
P11 P21 P3t ---

Diz P22 P32 .-
D13 P23 P33 ---

.............

Dukaz Nejprve je vidét, Z¢ T* dany rovnostmi (4) vskutku je operdtorem
vl (3) nebot ”T+g“1,e = ZlZg,PJkl = ZZ‘ngka = 2|91|2Pﬂc - "gnl . - Déle pro

fe lw(s) ge 11(8) plati (Tf) g = Z(kapjk) gj = Z(Zgjpjk)fk f(T*g).

Zde a vSude v ndsledujicich dukazech je dovoleno zamenlt pofadi s&itdni, coZ je
snadno vidét napf. takto: RozloZime kaZdou funkci na kladnou a zdpornou &dst jeji
redlné sloZky a na kladnou a zdpornou &dst jeji imagindrni sloZky; pro kazdou z t&chto

e

Ctyf Cdsti je zdména sCitdni dovolena, takZe po vhodném sedteni je vse zfejmé.

Véta 2. Operdtor Ty v 1,(u) je ddn rovnostmi

Q) (T gk = Y 9P K pro viechna keN, gel (1),
J H
takZe je vyjddren matici
U
P11 P21 ik D3y = \
Hy - Ky
u
P12 -t D22 D32 ) .
Ha M2
. U
P13 =L D23 2 D33
\ 3 B3

Stejné vyjddreni maji operdtory Ty = T, v 1(u) (prol < p <o) @ T;‘ v 1 ().
Diikaz. Pfedn& T;* dany rovnostmi (5) je operdtorem v I,(u), nebot
1759 ] o =sP ’Ijzgjpfkl‘jﬂk_ = sup ;lgjl?jkﬂiﬂk— '
/. < sup lg,] - sup Zp,-ku,-ﬂk' =4 e

Diéle ukdZeme, 7¢ T, (pro 1 < p <oo) dany (5) je operatorem v I(u); s pouZitim
Holderovy nerovnosti totiZz dostdvdme

N ZlZg,P,kuJ#k o = ZIEQ;P%%‘” A
- = ZClapiitnil) (le},{"u}’ ”#k’““l")q"’} = ZEla.l" par Qo sitc ) =
= ZIC:ZIQJP DjHtj = Zlgi] By kajk = Hg”q.u-
J J
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Kone&n& T dany rovnostmi (5) je operatorem v /;(t), nebot
(] P %l;gjl’fkl‘f”;ll e = ;JZ!QJI Pk = ;Igjl Hi= g1,
Ziejms také pro f e I,(n), g € lo(1) mame
(Tig)f = Zk(ngjpjwju{ ") fut = Zj(E;fkpjk) g;u; = g(Tyf)

a podobné i pro T,, T,.

D. G. Kendall [10] pouZivé urgitého operdtoru v L,(¢), ktery se zdd byt na prvni
pohled podstatn€ odliSny od operdtori T, zavedenych Nelsonem [11], nebo od ope-
rétoru T,, pouZivaného v [12] a [13]. Proto snad neni bez zajimavosti ukdzat, e tyto
operdtory spolu t&sné souvisi. Abychom nase tivahy zasadili do obecngjsiho rdmce,
definujme celou tfidu operdtorti S, pro 1 £ p <co rovnostmi

\1/a

(S,h) = Yhipp (EJ> pro viechna ke N, hele).
j Hr

Specidln& pak mdme S, = T+, S, = T Zavedeme-li nyni veli¢iny f ; rovnostmi

h; = f;uj’?, je N, pak pro 1 < p <oo dostdvame podle pfedchoziho

HS’I,h"p’e = Zklzh,]p}kﬂ}/qﬂk 1/q|p ZIZfJﬂ:/pPJk”}/qﬂk llqﬂllpu 1/plp
= YISt = | TS50 < I Hm = 2Ifil" m = Zl’bl" = [B]3.-
k J J

Z toho tedy vidime, Ze S, je vskutku operdtor v I,(¢) a zdroveti, Ze S, vznikd jakymsi
,»pfenesenim* operdtoru T," z prostoru /(1) do 1,(). Specidln& operdtor S,, kterého
pouZivd Kendall [10] (a oznaluje jej oviem T'), vznikd ,,pfenesenim‘* operatoru T*
z prostoru I,(u) do I,(e).

3. O NEROVNOSTI Tf < f A PRIBUZNYCH NEROVNOSTECH
PRO REKURENTNI RETEZCE

V celém tomto paragrafu budeme pfedpoklddat bez dalsiho vyslovného vypisovdni,
Ze jde o Markoviiv fet&zec rekurentni a o redlné funkce na N. JestliZe f, g jsou dvé
funkce na N, pak zde i v dalSich paragrafech zdpisem g < f rozumime g, £ f, pro
viechna ke N. ' '

V préci [13] byly uvedeny pro rekurentni fet&zce n&které pomocné véty zhruba
tohoto typu: Pro f z urditych tfid funkci nerovnost Tf < f implikuje Tf = f; nebo
véta tvrdici, Ze subinvariantni mira pro rekurentni fetézec je invariantni, coZ lze pro
konenou miru zapsat v naSich symbolech tak, ¥¢ T*u < p implikuje THu = p.
Pfirozené se tu naskytd domnénka, Ze mezi témito vétami nebo néjakymi jejich analo-
giemi by mé&l byt vztah duality; rovnéZ se zdd, Ze metody dikazi téchto vét by bylo
moZno pfenést pro dikazy jinych analogickych vét.
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V tomto paragrafu uvedeme systematicky véty fedeného typu a zvldsté objasnime
téZ vztahy duality mezi nimi. _

Véta 3. Jestlize Tf < f nebo Tf 2 f, kde f € (), pak Tf = f.

Tato v&ta je totoZnd s prvni &sti lemmatu 4 v [13]. Pfesto bude vhodné uvésti jeji
dikaz proto, Ze podobné dikazové metody pouZijeme v dalSim jeSt& n&kolikrdt;
ditkaz mali€ko pozmé&iiujeme oproti [13], aby 1épe vynikla analogie s ostatnimi nasimi
vétami.

Dukaz véty 3. PoloZme h = f — Tf; pak v prvnim pfipadé, kdyZz Tf < f, médme
h 20, hel,(e) Postupné dostdvime

Th=Tf — T%, ..., T" " *h = T""}f — T"f, T"h = T"f — T"*'f.
Sectenim téchto rovnosti dostaneme

n+1

© PTh=YTY ST =f - T,

kde samoziejm& T° je identicky operdtor. Nyni s pouZitim (6) vidime, Ze pro kaZdé
reN plati

h

M=

é

:  Tha? S sup| T Thaf] = | £ T bl <
[l 177 e 5 2o

Jde-li n - o0, méd tedy byt h, z Pl < 2||f]lw.c> ale pondvad’ z rekurentnosti fetgzce

t 0

A "M=

vyplyva Z ¥ = o0, musi byt h, 0 pro ka¥dé re N.
=0
Jesthze Tf 2 f, pak T(—f) < — f a pfedchozi &4st dikkazu ddvd Tf = f.
Véta 4. Jestlize T,f < fnebo T,f Z f, kdefe l(n) (prol £ p L), pak T,f = f
Véta zobectiuje druhou &dst lemmatu 4 v [13].
Dikaz. Postupujeme jako v dikazu véty 3; poloZzime h = f — T,f a obdobné
jako (6) dostdvdme

rgoT;h =f-TY.

Nyniprokazdére Naprol £ p <oco mdme

[tgopf?]p hiu, < [Z Zpﬁ?h Pu <3l z YPOR]? 1y =

j t=0 s

= 1E T S Ul + I 11,00 < @1 -

PonévadZ podle lemmatu 1 v [13] 4, > 0 pro ka?dé re N, podobng jako v pted-
chozim ditkazu vidime, Ze musi byt h, = Opro ka¥dére N. Pro T,, a f € l () tvrzeni
se redukuje na vétu 3.
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Véta 5. JestliZe kapjk fiprokazdéje N,kdef 2 0, pak ) f,p; = f; pro kaZdé
jeNn. k

Kdyby v této vété f patfilo do I,(¢) nebo 1,(u), tvrzeni by vyplyvalo z piedchozich
vét 3 a 4. N4§ diikaz také zatind podobnou myslenkou jako v t&hto vétdch; pongvad?
viak f nemusi patfit do feSenych prostord, nelze zde pouZivat operdtor T nebo T,

Diikaz véty 5. PiSme h; = f; — Zf,,pjk; pak h; 2 0. UkdZeme tplnou indukci, Ze

(7 3 Z hp$D = f; ~ kap("”) pro viechna jeN, n=1,2,...

s t=0

(To je analogie rovnosti (6).) Zfejmé vztah (7) je spravny pro n = 0. Je-li sprévny pro
n — 1, pak také

22 Z BRI EDWEIEDY ;fkprjp,(i'l? ;
J i

Jj s t=0
coZ dava
Y Z hopi D = ijpr, kap"'“’ =fr= - Zf patl =
- s t=0 »
=f, -y hspﬁf’ kap"’”’
s

ale to jiZ zfejm& je rovnost (7) pro n. Nyni s pomoci (7) vidime

n n
hf,z' pij < Z Z 2% =S
coZ implikuje h; = O stejn& jako na konci dikazu véty 3.
Priklad 1. Kdybychom ve vét& 5 pfedpoklddali opa&nou nerovnost y f,p; = f; pro
k

vSechna j € N, pak by tvrzeni véty obecné neplatilo. To vidime na ndsledujicim p¥i-
kladu.

Necht stavy fetézce jsou pfirozend &isla 1, 2, ..., necht’ pravdépodobnosti pfechodu
jsou pyy =%, py, =3 pro k> 1ddle iy =2, pusss =35 2 viechny ostatni
rovany 0. Vypocltem se presvedc1me 7e mira y dand rovnostmi y, = 27% pro k =

=1, 2, ..., je invariantni. PonévadZ Z,u,, = 22 = 1, podle paragrafu 7 prdce [13] je

fetézec positivné rekurentni. Polozune-h nyni f,, = 2¥prok = 1, 2, ..., mdme vskutku
z;fkp i« = f;pro viechna j e N, aviak pro j = 1 zde nastdvd ostrd nerovnost.

Nyni se obrdtime k vétdm dudlnim. K vét€ 3 je dudlni nédsledujici

Véta 3*. Jestlize T*g < g nebo T*g = g, kde g € I,(¢), pak T*g = g.

Diukaz by probihal uiplné podobné jako u vét 3 a 4.

K v&t€ 4 je dudlni ndsledujici

Véta 4*. Jestlize T, g < g nebo T, g = g, kde gel(u) (pro 1 £ p <), pak
TSg = g. Stejné turzeni plati pro T, a g € 1,(p). »
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Diikaz je op&t podobny jako u véty 4. Sta&i si jen ove&¥it, Ze

(T, h); = Y hpl Hs pro kazdé jeN, t =1,2, ...,

takZe potom

| 2 T Al = L% Yhorlfua T uy (oo 1< p <w),

modifikovat ditkaz podle toho atd.

K vété 5 je dudlni ndsledujici

Véta 5%, Jestlize Z_gjpjk < g pro kazdé ke N, kde g = 0, pak Yg;pn = gi pro
kazdé ke N. 4 Y

Tato véta je totoZnd s lemmatem 2 v [13].

Dikaz je opét zcela podobny jako u véty 5 a byl téZ poddn v [13].

Priklad 1*. Kdybychom ve v&té€ 5 pi"edpoklédaii opagnou nerovnost Y g;Pj = g
: i

pro kazdé ke N, pak by tvrzeni véty obecné neplatilo. To vidime na Yetézci, zkon-
struovaném v piikladu 1, v némZ poloZime g, = 1 pro kazdé ke N.

4. O RESENI ROVNICE 7f = f A PRIBUZNYCH ROVNIC
PRO REKURENTNI RETEZCE

V tomto paragrafu podobn& jako v pfedchozim se systematicky dopliiuji zndmé
vysledky z praci [13], [2] a [5]. Opét v&nujeme pozornost dualit vét; avsak zde neni
jiz tak dokonald analogie mezi vétami pro adjungované operdtory.

Budeme pouzivat je§t dalstho ozna&eni: Je-li f funkce na N, pak symbolem |f]
oznadime funkci, jejiZ hodnota v bod€ ke N je | fk[. Opét predpokldddme v celém
paragrafu, 7e jde o Markoviiv fetézec rekurentni. Funkce a konstanty mohou byt v§ak
komplexni (oviem vyjma p¥ipad nezdpornych funkci).

Véta 6. Jestlize Y fup; = f; pro kaZdé je N, kde f = 0, pak f je identicky rovna
k
néjaké konstanté.
Tato v&ta byla dokdzdna W. FELLEREM [5]; jiny jeji ditkaz byl poddn v [13], véta 5.
Véta 7. Jestlize Tf = f, kde f € 1 ,(¢), pak f je identicky rovna néjaké konstanté.

Tato v&ta je totoZnd s prvni &dsti lemmatu 5 v [13].

Véta 8. Jestlize T,f = f, kde fe (1) (pro 1 £ p < &), pak f je identicky rovna
néjaké konstanté. V pFipadé nulové rekurentniho Fetézce to pak znadi, e f = 0
identicky. '

Dikaz (ktery ostatng s pouhou zm&nou oznadeni plati téZ pro vétu 7). Komplexni
funkci Ize rozloZit na jeji redlnou a imagindrni &dst a uvaZovat ka¥dou z nich oddéleng.
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Necht tedy f je redlnd. Z predpokladu zfejmé vyplyvd T,|f| = |f], takZe podle véty 4
jest T,|f| = |f]- Z toho dostivime T,(|f| + ) = |f| + £, T(lf| = f) = |f] - 1.
kde ziejm& |f| +f 2 0, |[f| — f 2 0. Proto podle véty 6 existuji dvé konstanty
¢, ¢ tak, Ze |f| + f = ¢y, |[f| = f = ¢, identicky. Tedy celkem f = 3[(|f| + f) -
— (If] = £)] = 3[es — c,] identicky.

Posledni tvrzeni véty je zfejmé z toho, Ze pro nulové rekurentni Fetézec u(N) =00,
jak ukdzal C. DERMAN [2].

Nyni se obritime k vétdm dudlnim. Je zndmo, Ze pro rekurentni Fetézec existujf
invariantni miry y; vyberme z nich jednu pevnou nenulovou miru a oznadme ji u(®.
Podle lemmatu 1 v [13] je pak p{” > 0 pro kazdé ke N.

Véta 6*. Jestlie Y g,;p; = gi pro kazdé ke N, kde g = 0, pak g; = ci{® pro

J
kaZdé j € N, kde c je néjakd konstanta.
Tuto v8tu dokdzal Derman [2], uZivaje ergodické vdty pro Markovovy Fetdzce.
Poddme zde jiny dikaz, ktery je elementdrn&jsi a v podstat algebraicky (vyuZivd jen

[}
toho, Ze ¥ p{¥ = oo pro rekurentni fet&zec).
n=1

Diukaz véty 6* PiSme n,, = p,pu{®/pl® pro r, se N (tak¥e matice {r,} vlastng
vyjadfuje operator T). PonévadZ m,, = 0, Y 7,s = Y poil®/u® = 1, jsou veliginy =,,
s

r

s
pravdépodobnostmi pfechodu urditého Markovova fet&zce C™. Snadno se zjisti, Ze.
pravdépodobnosti pfechodu #™ v C™ za n krokd jsou rovany 7™ = p@u®/u®

rs ~— EPsr r
Proto f“ﬁ:) = il’g) =00, takZe feté&zec C™ je rovn&* rekurentni. PoloZme nyni
h; = ;;/Lg.") pr:; icaidé jeN. Pak hu® = g, = Y905 = Y hu Py tedy by =
=Yhp Al = Yhjm. Avsak nyni véta 6 imelikuje, ieJ h je identicky rovno
urdité konstantg c, co% znadi g; = cpl® pro kazdé je N.
Véta 7*. Jestlize T*g = g, kde g € 1,(¢), pak g; = ci{” pro kaZdéje N, kde c je
néjakd konstanta. Pro nulové rekurentni retézec to znadi, Ze g = 0 identicky.

Dukaz je zcela obdobny jako u véty 8.

Véta 8*. Jestlife Tyg = g,kde g el (u)(prol < p <), pak g je identicky rovno
néjaké konstanté. Stejné tvrzeni plati pro T a g € l;(u). Pro nulové rekurentni
Fetézec a pro 1 < p < oo to znali, Ze g = 0 identicky.

Diikaz. Podobng jako v dikazu vty 8 dostaneme T,(|g| + g) = |g] + g, ti.
Y9l + ) Pl = |od + 9 ale pak véta 6* implikuje (lg,] + g,) 1y = €1
J
pro ka%dé je N a n&jakou konstantu c;. Podobn3 téZ Ize odvodit (|g;| — g,) u; =
= ¢, takze celkem g;u; = 3[(lg)| + 9) 15 — (9i] — 9) w1 = 7157[er — €2
Pon&vad¥ konetn& vdta 6* ddvéd u; = cp® pro urgitou konstantu c, je tvrzeni véty
dokédzdno.
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5. SPEKTRALNf POLOMER A NORMA OPERATORU T,

V paragrafech 5, 6 2 7 obrdtime svou pozornost k nékterym spektrdlnim vlast-
nostem operdtort T,. Tyto tfi paragrafy jsou téméF tipln€ nezdvislé na pfedchozich
paragrafech; kromé jediného vysledku budeme nyni pouZivat z pfedchozich &ésti
prdce pouze oznaleni operdtort T a T,,.

Ddle zavedeme ndsledujici oznadeni: Je-li R n&jaky operdtor v Banachové prostoru,
pak o(R) je jeho spektrum, o,(R) bodové, o (R) spojité, o,(R) residudlni spektrum,

o(R) jeho resolventni mnoZina. (Definice viz napf. N. Dunford, J. T. Schwartz [3],
VIL 3.1 a VIIL 5. 1.) Kone&né r(R) budiZ spektrdlni polomér R, to jest #(R) =

= sup [4|. Je zndmo, viz napf. [3], VIL 3. 4, Ze r(R) < |R].
Jea(R)
V tomto paragrafu se zabyvdme nerovnosti 7(T,) £ |T,|,,. V¥sledky jsou velmi

jednoduché, ale pro prehlednost je formulujeme jako v&ty; ddle uvddime fadu pti-
kladn.

Pripometime pro Uplnost trividlni fakt, Ze pro funkci e(®) identicky rovnou 1 plati
Te® = ¢, D el (¢), takZe 1 € 6(T), a proto r(T) = | T, = 1.

Véta 9. Necht Markoviv Fetézec je rekurentni. Pak r(T,) = ||T,|,,. =1 pro
1< p=oo.
Dikaz. Predpoklddejme, Ze by bylo 7(T,) < 1. Pak podle véty VIL 3.4 v knize
@
[3] by ¥ T, konvergovala ve stejnom&rné operdtorové topologii. Specidlng by bylo

n=0
. ‘
Y p{? <oo, coz je spor s rekurentnosti fet¥zce. Proto 1 < /(T,) < || Tp[,. S 1
n=0
coz ddva tvrzeni véty.

Véta 10. Necht Fetézec je positivné rekurentni. Pak 1 € orp(Tp) prol £ p < oo0.
Dikaz. Je-li opét ¢® funkce identicky rovnd 1, pak zfejm& T,e(® = €@, ¥ e
€ lp(“)' ' ’

Véta 11. Necht fetézec je nulové rekurentni. Pak 1eo(T,) U o(T,) pro 1 <
< p <co.

Dtikaz. Véta 9 ddvd r(TP) = 1. JelikoZ T, je positivni operdtor, podle Karlinovy
véty 4 v[7] musi byt 1€ o(T,). Kdyby 1 € o,(T,), pak by existovala nenulov4 funkce
fel(u) takovd, Ze T,f = f. Podle véty 8 vSak méme f = O identicky, takZe 1€
€ ‘T(Tp) - ap(Tp) = a.(Tp) v o'r(Tp :

Thoyvd tedy nyni 7iistit vztah mezi r(T,) a | T,|, . pro transientni fetézce. Podobng

ko v {13 omezime se zde na operétor T, v Hilbertovd prostoru I,(p). Na ptikladech

vervy

wkazeme, e Pro normu a spekirdlni polomér T, mohou nastat nejriizn&jii situace.

THKIad 2. Necht stavy fetézee jsou sla 0,1, 2, ..., necht pravdgpodobnosti pre-
chodu 800 Poo = 4, Poy = p,prok = 1ddle pxx—1 = g, Prr+1 = p aviechny ostatni
rovny 0. Zde p, g jsou n&jak4 kladnd &isla, pro néZ p + g = 1. (PfidrZujeme se ob-
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vyklého znadeni a vzddvdme se v tomto piikladu na3i imluvy z paragrafu 2 o vy-

znamu pismen p a ¢.) Snadnym vypoétem Ize zjistit, Ze tetézec md invariantni miru g,

danou g = p*/g* pro k=0,1,2,... Podle Dermana [2] a paragrafu 7 v [13]

je positivni rekurentnost fetézce ekvivalentni s podminkou » u, <oo, coZ je déle
k

ekvivalentni s nerovmnosti p < g, to jest p <%. Déle je zndmo, (viz napf.

S. KaArLN, J. McGREGOR [8], str. 71), Ze rekurentnost Fetézce naSeho typu

je ekvivalentni s podminkou }1/p, i+ 1 =00, to jest Y g*/p* =00, coZ je ekviva-
% X

lentni s nerovnosti ¢ = p, to jest p < 1. Tedy pro p < 3 je Fetézec positivn& reku-
rentni, pro p = 3 nulov& rekurentni, pro p > 1 transientni.

V rekurentnim p¥ipadé mdme nyni ||T;|,, = 1. UkdZeme, %e v transientnim
ptipadg || T, < /(4pg). Méme pro f e I,(u) predng

|77 12 = ST s = oo + B + ¥ ]afics + il e~
< (alfe + A + B alfies] + plfira)? a7
Nyni pouZijeme zndmé nerovnosti (a + b)* < 2(a® + b?) a dostdvdme ddle
ITes 0 < 267107 + 20717 + 28 @lfecal + 2 ?) 0™ =
= 2¢°|fo|* + 2pa|fi|* pa™* + 2}(2:!)11761]&-1]2 PR +
+ 2§1pq]fk+1|2 P
Poné&vadz pro transientni pfipad g < p, miZeme zfejm& pokrafovat
|To .0 < 20alfil + 20alfi 2™ + 23 palfi " +
+ 2§2pqlfn|"" P = "nzrqéo)olf,.l2 P'g" = 4pq|f]3. -
Vidime tedy, Ze #(T3) < || T3], < +/(4pq). Celkem snadno konstruktivn& by bylo
moZno ukdzat, Ze bod \/ (4pq) € o(T,), &imZ by nafe pvodni otdzka byla zodpove-

d&na. Pfesto snad bude zajimavé vyuZit pfileZitosti, kterou ndm poskytuji vysledky
Karlina, McGregora v [8], a urit pro nds pfiklad spektrum T, piesng.

Podle této prace [8], str. 69 a 73, mdme

1
6)) Y = pjj X" Q}(x)dy(x) pro n,j=0,1,2,...
-1
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kde Q; jsou urité polynomy, funkce y je ddna hustotou
1 J@p x?
©) Y(x) = \/( 1q_ x——) pro  —/(4pg) < x < (4pq),
Y'(x) =0 jinde ,
apro p < 3 md y navic jests skok velikosti (1 — 2p)/(1 — p) = (¢ — p)/g v bods 1.
Je zndmo a je celkem snadné ukdzat, Ze operdtor T, v I,(x) je samoadjungovany.
Oznatime-li (f, g) skaldrni sougin funkci f, g z Hilbertova prostoru.l,(p), ddle X

charakteristickou funkei jednobodové mnozZiny {j} a E, rozklad jednotky piislusny
k samoadjungovanému operdtoru T3, pak z véty 3.7 v [12] vidime, Ze

rl

(10) PS?#J (T;Xp X]) = xn d(Eija x;) PI'O n:j = 0> 1) 2a cee
J -1

Z rovnosti (8) a (10) celkem tedy dostdvdame

1 r1
f X"A(Exjx;) = 13 | x" Q}(x)dy(x) pro n,j=0,1,2,...

-1 J -1
takze

y
A1) (Euxpx) = ”’2_[ Ql(x)dy(x) pro —1<y<1,j=0,1,2,...
. -1 .

Z (9) a (11) nyni vyplyvd, Ze (E,x;, x;) jakoZto funkce y je konstantni v intervalu

[-1, -/ (4pq)] spojitd a rostouct v [ —+/(4pq), /(4pg)], konstantni v [/(4pq), 1]

avpiipadép < 5 ma navic jest€ skok v bodég 1. Jsou-li &fsla u, v vintervalu konstant-
nosti funkce (ny » %j)> 4 > v, pak plati

0= (B = E) 13 1)) = |(Bu — E) ts]3,4» takZe (B, — E)x;=0.

Poné&vadZ vSak tato rovnost plati pro kazdé j, tedy pfechodem ke konednym linedrnim
kombinacim funkci y; a jejich limitdm v lz(u) dostaneme (E, — E,) f = 0 pro kaZdou
f € l,(p). Tim jsme ukdzali, Ze rozklad jednotky E, je rovn&Z konstantni v intervalech
konstantnosti (E,y;, 1;). Obdobnymi iivahami a ze zndmych vét o vztahu E, a spektra
samoadjungovanych operdtor (viz napf. N, I. ACHUEZER, 1. M GLAZMAN [1], § 68,
str. 261) dospivaime ke kone&nému vysledku:

pro p < -;— jest o0(To) = {1}, o/Ty) = [—\/(417‘1)’ \/(41"1)] ’
pro p=3 jest o [T,] =0, o(T)= [-51],
pro p>} jest oTp) =90, odTy) = [-/(4pa). /(4pa)],

a vidy ¢(T,) = 0, jelikoZ operdtor T, je samoadjungovany. Vidime, Ze tento vy-
sledek je ve shodg s nasimi vétami 9, 10 a 11 a s vysledky o vlastnich hodnotach T,
v préci [13].
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Na nds§ ptivodni problém o spektrdlnim poloméru a normé& T, jsme tedy naili tuto
odpov&d: Pro p > ; mdme transientni fetézec, pro n&iz r(Ty) = | Tz, = Jpg) <
< 1. Snad neni bez zajimavosti podotknout, Ze tento pfiklad ukazuje, Ze norma T,
mubZe byt mensi neZ 1, i kdyZ mira p je invariantni.

Priklad 3. Uvedme zde stru&né jest& druhy priklad obdobné ndhodné prochdzky,
ktery studovali Karlin, McGregor [8]. Stavy jsou opét &isla 0, 1,2, ..., pravdg-
podobnosti pfechodu po; = 1, pro k > 1 déle p,x_; = g, pry+1 = p 2 Viechny
ostatni rovny 0. Op&t p, ¢ jsou kladnd &isla, p + ¢ = 1. Invariantni mira y je ddna
Ho =1, i = p*~*/g" pro k = 1. Stejn& jako dfive se zjisti, Ze opét pro p < ; je fe-
tézec positivn€ rekurentni, pro p =% nulové rekurentni, pro p > —;— transientni.
Rovné obdobn Ize dokdzat pro transientni ptipad | T3, , < +/(4pg). Déle Karlin,

McGregor [8] ukdzali, Ze plati rovnosti (8), kde nyni § je ddna hustotou
, 1 4pg — x?
(12) Y(x) = — \—/Lpi—z——) pro — \/(4pq) <x< \/(4pq) ,
2nq 1-x
Y'(x)=0 jinde ,

aprop < % m4  navic jest& skoky velikosti (3 — p)/2q v bodech —1, +1. Stejnym
postupem jako v pfedchozim ptikladu 2 tedy kone&n& dostdvdme:

pro p<3 jest o (Ty) ={-1,+1}, o(T) = ["\/(41"1)’ \/(41"1)];
pro p=131 jest o (Ty) =0, o(T:) =[-1,1],
3 Jest o (Ty) =0, o{Ty) = [—+/(4pa), /(4p9)].

a vzdy o,(T;) = 0. To je opét ve shod& se vemi nasimi vysledky a ukazuje pro tran-
sientni ptipad specidlng r(T,) = ||T3|,,, = J(@pg) < 1.

pro p<

Priklad 4. Nechf stavy Fetézce jsou 1, 2, ..., pravddpodobnosti prechodu p; = 47,
Prg+1 =1 — 47% pro k = 1,2, ..., ostatni rovny 0. Vypodtem se pfesvédéime, Ze
mira p, definovand p, = 2% je subinvariantni. Pon&vad? tato u neni invariantni,
podle paragrafu 7 v [13] je fet8zec transientni. Nyni pro f € I,(1) snadno vidime

ITf 2.0 = ;l;fkl’jklz b = ;Xk:lka Dk =
=YL 477 + [P A =42 <AL + 2P 2 0=
=312 + Zlfsea? 277 = 3112 -

Tedy celkem r(T;) < | T2|,, = 1/\/2 < 1. Ztejmé fet¥zec je irreducibilni (pro redu-
cibilni Fetézec 1ze obdobny piiklad sestrojit mnohem snadngji).

Priklad 5. Vezm&me ndhodnou prochdzku po celych &islech ..., —2, —1,0,1,2, ...
s pravdépodobnostmi pfechodu p; x—; = ¢, Prx+1 = p pro viechna k, kde p, g jsou
kladnd &sla, p + g = 1. Z¥ejm& mira u, dand y, = 1 pro kazdé k, je invariantni.
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Je dobfe zndmo (viz napr Fellerovu knihu [47) Ze tento fet¥zec je pro p =  nulové
rekurentni, pro p + 1 transientni. Definujme nyni funkce e®™ (pro n=172. )pred—
pisem e{” = (2n + 1) Zprok=—n, —n+1, ~1,0,1,...,n, ¢M =0 pro
ostatni k. Jest pak

[e€”)5, = 2 e = @n + )(@n + )7 =1
k=-n

a snadno téZ zjistime (zde I oznaguje identicky operdtor) ‘
I = T) 50 = [(=p) + (1 = p)* + (1 = @* + (- )] @n + 1)7" =
=2(p* + ¢*)(2n + 1)7*.
Tedy hm ]I(I — T,) ™|, = 0, takZe 1 € o(T) (viznapi. E. HILLE, R. S. PuiLLIps [6],
Str. 54) Proto r(T3) = || T3], =

Priklad 6. Vezmé&me opét fetézec z pfikladu 2, o ném? vime, Ze pro p > %, qg< % je
transientni. Nyni v§ak uvaZujeme jinou miru p, definovanou u, = 1 pro kazdé k;
zfejm& p je subinvariantni, ale neni invariantni. Deﬁnujme funkce e™ (pro n =
=1,2,...) ptedpisem e{” = (n + 1)"2 pro k = 0,1,..., n, & = 0 pro ostatn k.
Podobné jako v pfedchozim piikladu 5 pak mdme

[e®]2,, = i|egn>|z D) +1)t =1,

l0-1)e”3, =1 -a) + (-1 + D' =(* + ¢*)(n + )77,
tak¥e opét stejnym usudkem dostaneme r(Tz) = | T2, = 1.
P¥iklad 7. Markovilv fetézec budi¥ definovén stejn& jako v piikladu 4, aviak miru p
nynf definujeme ppy_; = 2871,y = 2571 pro k = 1, 2, ... Opét je moZno snadno se
presvédiit, Ze p je subinvariantni, ale neni invariantni. ' :

Definujme funkce f® (pro n = 1,2, ...) pfedpisem f§, = 2="/2, £{® = 0 pro
ostatni k. Méme pak [f™[3, = Q4 "/2)? pp, = 217" 2" = 1 a ddle

172/ 13 = IR Pl 13 = L Rsal” s =
= lz(l—")ll(l 4~ (2n— 1))[2 ) (1 _ 4-2n+1)2 -
Tedy lim | T,f®],,, = 1, takze musi byt | T2[,,, = 1.

n=ow

Je moZno nyni snadno zjistit, Ze pravd&podobnosti pfechodu ze stavu j po 2 krocich
jsoupP = 477471 4+ (1~ 47) 470D, D =471 — 471, p%),, = (1 — 47).
.(1 — 47U*Y) a viechny ostatni p;, jsou rovny 0.
Doka?me nyni pomocné tvrzeni, Ze

=<}
(13) _Z pﬁi’ﬂ, Sim pro k=12
&
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Vskutku pro k = 1 médme

™8

® . _ _ e @ . ) )
P =Ll At (-a N4y s %,-;1[4_1 +47]1 Y =3<3m,

pro k = 2 mdame
0 @ . [¢]
Ypm =Y 41 -4 )£y 4 oL gt
U
j=1 j=1 Jj=1 2 202>

a kone€n& pro k = 3 mdme

o]
.leg‘)”i = pl(cz—)Z,k”k—Z = (1 - 4.-(1_2)) (1 - 4_0—1)) B2 = U2 = %l‘k .
j=

Tim je (13) dokdzdno a nyni jiZ snadno pro f € 1,(u) s pomoci (13) dostaneme
" Tzzf”%u = Z]:lzk‘,fkp_(;i) 2 Ki = Z ;lf;:'z Pf-i)u,- =
J
= }; Ifkl2 ZJ Pﬁ)ﬂi = %Uklz : %ﬂk = %”f"fn :

Proto r(T7) < T} |, < 27"/%. Kdyby nyni pro n&jaké ie o(T;) bylo |1] > 2714,
pak podle véty VIL3.11 v knize Dunforda, Schwartze [3] o spektru operdtorové
funkce by bylo 4? € o(T7) a zfejmé také || > 2712, co# je nemoZné. Proto A € o(T3)
implikuje |4| < 27'/4, jinak feteno r(Ty) £ 27'/* < 1; ptipometime, Ze nahote jsme
dokdzali ||T3|,, = 1.

Zdvérem tohoto paragrafu 5 shriime prehledn& fakta o spektrdlnim poloméru
a normé T, kterd jsme zjistili pro transientni feté€zce pomoci nagich pfikladt. Jako
vZdy pismeno p zde bude zna&it subinvariantni miru fetézce.

Existuje fetézec, pro n&jz r(T;) < 1, | T,|.,, < 1, a to pro p invariantni (p¥iklady
2 a 3) i pro p, jeZ neni invariantni (priklad 4). Existuje fetdzec, pro ng&jz r(T;) =
= | T2/, = 1, a to opét pro u invariantni (ptiklad 5) i pro y, jeZ neni invariantni
(ptiklad 6). Existuje fetézec, pro n&jz n(Ty) < 1, ale | Tz||,,, = 1 (ptiklad 7).

6. SPEKTRUM V RUZNYCH PROSTORECH: PRIKLAD

V tomto paragrafu uvidime, Ze i pro velmi jednoduché fetézce miize nastat dosti
komplikovan4 situace: &islo miiZe leZet v riznych &dstech spektra podle toho, v kterém
Banachové prostoru je zdkladni Markoviv operdtor uvaZovdn.

Presné& fedeno, ukdZeme, ¥e pro fetézec v ndsledujicim piikladu jest 0 € 6,(T) N
N o (T,) N o (Ty).

Priklad 8. Nechf stavy fYetézce jsou &isla 0, 1,2,..., necht pravdépodobnosti
prechodu jsou Poo = 2, Po1 = 3 Pro k = 1 déle pes—1 =3, Pus+1 = 5 @ viechny
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ostatm rovny 0. Retézec je specidlnim piipadem Yet&zce z piikladu 2 pro g = %,
p = % (s oznagenim p, q z ptikladu 2) Je videt, Ze fetézec je positivné rekurentni a e
1nvar1antn1 mira p je ddna yu, = 27 ¥ pro k = 0,1;2,.

Pfedné z ptikladu 2 vyplyvd 0 € o (T>).

Pro dalsi postup tvah pfedpoklddejme, Ze pro n&jakou funkci 4 je

(14) Yhpy =0 pro j=0,1,2,...
k

UkdZeme snadno tplnou indukei, Ze z tohoto pfedpokladu (14) vyplyvd
(15) h2n'—1 = (""2)’l ho, th = (—2)" ho prO n= 1, 2, cee

Vskutku pro j = 0 rovnost (14) jest 2k, + 3h, = 0, tak¥e h, =— 2h,, pro j =1
rovnost (14) jest 2h, + 1h, = 0, takZe h, = — 2h,; (15) tedy je spraivné pron =1,
Necht nyni (15) plati pro n&jaké n. Pro j = 2n rovnost (14) je ~h2,, L+ hz,,H =0,
tak¥e hy,,; = — 2hg_y = (=2)"* hy, Pro j = 2n + 1 rovnost (14) jest Zh,, +

+ 3hyrs = 0, takde hy,y, = — 2hy, = (—=2)"*1 hy; tim je tedy dokdzdna platnost
rovnosti (15). Samozfejmé je ihned vid&t, Ze také naopak (15) implikuje (14).

Volme nyni tfeba h, =1 a dcﬁnujme funkc1 h rovnostmi (15) Pak ||h”1 =
= E |h2n| Han + 2 |h2n 1| MHop-q1 = 22" 27" 4 22" 27 = 22"'"‘ 22—”1

n=0 n=1
= 4 Tedy he 11(,u) a podle (14) médme Tih = 0 T1m jsme dokdzali 0 € o ,(T}).

Nyni zbyv4 jeit& dokdzat 0 € o(T). Pfedpoklddejme nejprve, Ze by bylo 0 € o,(T).
Pak by muselo byt Th = 0 pro n&jakou h, tj. (14), coz déle implikuje (15). Kdyby nyni
bylo hy = 0, pak vzhledem k (15) h = 0 identicky; kdyby naopak ko =i= 0, pak opét
vzhledem k (15) h ¢ lw(s) Tedy vidime, Ze

19 0o T). |
Ozna¢me nyni f© funkci z I,(¢), pro kterou f{” = 1, f{®» = 0 pro k = 1, 2
Kdyby 0 € o(T), pak by existoval T2, a tudiZ pro funkcig = T~ f Vel ao(e) by bylo

Tg = . Kdyby ddle 0 € 0(T), pak by mnoZina prvki Tf (prOf €l,(g)) byla hustd
v I,(¢), takZe ke kazdému & > O by existovalo g € [(e) tak, Ze Hf ©_ Tgﬂw . < 0.
Predpoklddejme, Ze by bylo 0 € o(T) U ¢(T) a necht 0 < & < ; videli jsme prave,
Ze pak by existovalo g € l,(¢) tak, Ze

(17) |7 = Tgllw,. < 8

Specidlné musi tedy byt

(18) £ — (Ty),| =-|§gkp,-k[ <6 pro j=12
UkdZeme nyni dplnou indukci

(19) |924] > 2(g0| — 36) +36 pro n=1,2, -
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Z nerovnosti (18) pro j = 1 vidime |2g, + 1g,| < 8. Z toho dostdvéme 2|g,| —
— |92] = [290 + g2| < 38, takZe |g,| > 2|go| — 36 a (19) je dokdzdno pro n = 1.
Necht (19) je spravné pro n&jaké n. Pak z (18) pro j = 2n + 1 vidime ]%gz,, +
+ %g2"+z| < 6. Z toho obdobné jako dfive a ndsledujicim uZitim induk&niho pfedpo-
kladu dostdvdme

|92n+2] > 2|g24] — 36 > 2[2%(|go| — 36) + 36] — 36 =
= 2""1(|go| — 38) + 66 — 35 = 2""(|go| — 38) + 36

a nerovnost (19) je tim dokdz4na. Zcela podobnym postupem lze dokézat také
(20) [920+1] > 2°(Jgs| —38) +38 pro n=1,2,...

Kdyby platilo [go| > 35 nebo |g,| > 38, podle (19) a (20) by funkce g nemohla patfit
do I,(¢). Proto mdme |g,| < 38, |¢4| < 36. Kone&n& (17) ddv4 specidlng

” = (Ta)ol = |t = Tawzodl = [t =300 = 30s] < 5.

Dostdvame tedy 1 — 2g0 —1g, < 6, ddle 1 <2g, + 19, + 6 <2.36 +1.35 +
+ 6 = 40, to znamend % < &; to je v8ak spor s pivodnim predpokladem § < %.
Proto

(21) 0¢0o(T)v o (T).
Z (16) a (21) tedy vyplyvé 0 € o(T), &imZ nd§ ditkaz je ukonden.

7. SPEKTRUM ROVNO JEDNOTKOVEMU KRUHU: PRIKLAD

V tomto paragrafu zkonstruujeme Markoviv fetézec se spocetnym systémem stavi,
pro ktery nastdvd extrémni pfipad: spektrum pfislu§ného zdkladniho Markovova
operatoru T'v lw(s) je rovno celému jednotkovému kruhu. Jde tu vSak o fetézec redu-
cibilni.

Priklad 9. Dfive neZ pfikro&ime k vlastni konstrukci, musime provést nékteré pri-
pravné vahy podle F. I. KARPELEVICE [9].

Ozna¢me M, mnozinu vSech vlastnich &isel vSech kone&nych stochastickych matic
fddu n. Konvexni n-thelnik Q v komplexni roving nazveme cyklickym, jestliZe exis-
tuje komplexni &islo 4 a celé Cislo p < n takové, Ze Q je totoZny s konvexnim
obalem systému bodi

me e (m =0,1,..; ¢=0,1,....p — 1).

Konegné jesté oznaCme K, n-thelnik v komplexni roving, ktery je konvexnim obalem
systému bodii
™ (g=0,1,..,n—1).
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Karpelevié [9] dokdzal, Ze oblast M, je mnoZinovym sjednocenim viech cyklickych
k-thelnikd pro k < n. Ponévadz K, je zfejmé téZ cyklicky n-Ghelnik, z tohoto vy-
sledku specidlné vyplyvd

(22) K, < M,.

ool
Dile se snadno nahlédne, Ze cely vnitfek jednotkového kruhu je obsaZen v J K,

n=2
Necht nyni viechny body s raciondlnimi soufadnicemi uvnitf jednotkového kruhu
jsou sefazeny do posloupnosti ry, 75, 3, ... Vezméme urcité pevné r;. Podle predeslé-
ho odstavce existuje uréité n(j) tak, e r; € K, a dale vzhledem k (22) existuje sto-
chastickd matice P; ¥ddu n(j) takovd, Ze r; je vlastnim &islem P;. To znamend

(23) ij(.i) — rjf(i)

pro jakousi n(j)-&lennou posloupnost f& # 0.

Definujme nyni nekone€nou matici P tak, Ze na jeji hlavni diagondlu poloZime za
sebou matice Py, P,, Pj, ..., na viechna ostatni zbyvajici mista 0. P je pak stochas-
tickd matice, definuje urdity Markoviv fetézec a pfislusny operdtor T je vyjddien
matici P. Oznaéme jesté ddle g nekonegnou posloupnost, kterd na prvnich n(1) +
+n(2) + ... + n(j — 1) mistech md 0, na dalfich n(j) mistech &sla posloupnosti
f9 a na vsech daliich mistech op&t 0. Z (23) je pak snadno vidgt, Ze

Pg(i) = rjg(j) pro j = 1,2,3,...,

takZe kazdé &islo r; je vlastnim Cislem P; to znamend r; e a(T) pro kazdé j = 1, 2,
3,... Ddle v§ak mnoZina viech r; (j = 1,2, 3....) je hustd v jednotkovém kruhu.
Konegné, je zndmo, Ze o(T) je uzaviend mno¥ina obsaZend v jednotkovém kruhu (viz
napf. Dunford, Schwartz [3] VIL3.4), a proto spektrum o(T) musi byt rovno prav
celému jednotkovému kruhu.

Literatura

[11 H. H. Axuezep, H. M. I'za3man: TeopHus IUHEHHBIX OINEPATOPOB B THILOEPTOBOM IPOCTPAH-
crBe. Mocksa 1950.

[2] C. Derman: A solution to a set of fundamental equations in Markov chains. Proc. Amer.
Math. Soc. 5 (1954), 332—334.

[3]1 N. Dunford, J. T. Schwartz: Linear operators I. New York 1958.

[4] W. Feller: An introduction to probability theory and its applications. New York 1950.

[S] W. Feller: Boundaries induced by non-negative matrices. Trans. Amer. Math. Soc. 83 (1956),
19—54.

[6] E. Hille, R. S. Phillips: Functional analysis and semi-groups. Providence 1957.

[7] S. Karlin: Positive operators. J. Math. Mech. 8 (1959), 907—938.

[8]1 S. Karlin, J. McGregor: Random walks. Illinois J. Math. 3 (1959), 66—81.

475




[9]1 ©. H. Kapnenesuu: O XxapaKTEPECTHYECKHX KOPHAX MAaTPUIl C HEOTPHUATEILHBIMH 3JIEMEH-
tamu. YI3B. AH CCCP, cep. mar., 15 (1951), 361 — 383.

[10] D. G. Kendall: Unitary dilations of Markov transition operators, and the corresponding
integral representations for transition-probability matrices. Probability & Statistics, The
Harald Cramér Volume, New York 1959, 139—161.

[11] E. Nelson: The adjoint Markoff process. Duke Math. J. 25 (1958), 671 —690.

[12] Z. Siddk: Integral representations for transition probabilities of Markov chains with a ge-
neral state space. Czech. Math. J. 12 (87) (1962), 492—522.

[13] Z. Siddk: Eigenvalues of operators in denumerable Markov chains. Trans. Third Prague
Conf. on Inf. Theory, Stat. Dec. Functions, Random Proc. 1962, Prague 1963.

PesromMe

HEKOTOPBIE TEOPEMBI ¥ TIPUMEPBI Y3 TEOPUN
OIIEPATOPOB B IIEIISIX MAPKOBA CO CUETHOM
CUCTEMO¥ COCTOSIHUM

3BBIHEK MUJIAK (Zbyngk Sidak), ITpara

PaccmatpuBaercs nmems MapkoBa B NHCKDETHOM BPEMEHH CO CYETHOM CHCTEMOH
COCTOSIHMH ¥ CTallOHAPHEIMU BEPOATHOCTAMHE IEPEXOJa Pj; IIYyCTh U — ee CyO-
uHBapHaHTHas Mepa (cM. [10], [11]). '

OGo3nawnm uepes [, (g) 6aHAXOBO IPOCTPAHCTBO BCEX OTPAHHYEHHBIX KOMILIEKC-
HbIX (QyHKUWIl f Ha MpoCTpaHCTBE CocTosHWE ¢ HopMoi | f]|, ., = sup |£]; nanee

k

vepe3 I,(u) (i 1 £ p < ) — IPOCTPAHCTBO MOZOGHBIX BYHKIEH, [T KOTOPBIX
HopMa “f”p,u = (%' lfklp Ilk)”p KOHEYHa.

Onpenenum onepatop T B I (¢) Tak, aro 3pauenne Tf B Touke j pasuo (Tf); =
= Z fiPj Toit xe camoit popmymolt onpenenum u onepatop T, (JZUDI 1<p< oo),
k

HO i Qymxmmit w3 I(y). Hopmbl atux omepatopoB |T|e. =1, |T,],. = 1
(oM. [11]).

B wacTa 2 mokaspiBaeTCs BHJ ONEPATOPOB, CBA3aHHBIX ¢ T m T, OTHOIIEHUEM
CONIPSDKEHHOCTH; Hajlee IOSICHAETCS CBS3b C OMEpPaTOpOM, .MCHOJNB30BaHHBIM Ken-
namwtom [10].

YacTh 3 COTEpXHUT HECKONBKO TEOpEeM, BBICKA3BIBAIOIIMX, 9TO IUIS BO3BPATHOM
HEIPHBOJUMOM IelH U JUIA f U3 HEKOTOPHIX XiaccoB yHkmuii HepasercrBo Tf < f
BieseT Tf = f, W anamorwyno mis T, ¥ CONPSDKEHHBIX ONEPATOPOB.

B wactu 4 moxa3siBaeTCs A7 BO3BPATHBIX HENPUBOJUMEIX IENEH, YTO ypaBHEHHE
Tf = f uMeeT IO CYIUECTBY €IUHCTBEHHOE pEINEHHWE f M ONSTH AHAJOTHYHO JUIS
T, ¥ CONIPSKEHHBIX ONEPATOPOB; 9ACTh 3 U 4 CHCTEMATHYCCKE JIOTOJHSIOT H3BECTHHIE
4acTHBIe pe3yJbTaThl M3 [2], [5], [13].
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O603HaunM emme gepes r(Tp) CHEeKTpanbHEIA paguyc T,. B gacTu 5 mpexie Bcero
oT™euaetcs, uTo mus BosspatHo# memu r(T,) = ||T,|,, = 1. Tlorom mocrpoen
PSNl MPYMEPOB, MOKA3bIBAIOIUUX, YTO NI HEBO3BPATHOM INEMH MOXET CIIYIATHCS
"(T,) <1, |Ty|,, <1 m1f ¢ MHBADWAHTHOM ¥ A 4 HEMHBAPUAHTHOM; MOXKET
cnyautses 1(T,) = |Tyl|,, =1 I1a pu uEBapHaHTHOM W [T 4 HEeHHBADHAHTHOM;
moxer ciygutsest H(Ty) < 1, |Ts|2,, = 1 (s p HeumsapwanTHOH).

Yacre 6 mokaspBaeT IpUMEP NENMM, IS KOTOpod uuciio O JEXHUT B TOYCUYHOM
cnekTpe T, B HempepbiBHOM cnektpe T, u B pesdayarsaoM coekTps T.

B yactu 7 nmocrpoeHa npuBoAMMAs LENb, ML KOTOPoH cnekTp 7 paBeH HEJoMy
eIVHUYHOMY KDPYTY. , :

B CymIHOCTH CTAaThs CONEPKUT HEKOTOpEIE NONONHEHHMS M IPUMEPHL K MPEbILy-
weit pabore [13].

Summary

SOME THEOREMS AND EXAMPLES IN THE THEORY
OF OPERATORS IN DENUMERABLE MARKOV CHAINS

ZBYNEK SIDAK, Praha

Let us consider a Markov chain in discrete time, with a denumerable state space and
stationary transition probabilities py; let u be its sub-invariant measure (see [10],
[11]). _

Denote by I(¢) the Banach space of all bounded complex functions f on the state
space with the norm |f||,,, = sup [fi|; and by L(u) (for 1 < p <o) the space of

k

functions f for which the norm ||f|,., = I AP )PP is finite.
k

Define the operator T'in I(e) so that the value of Tf at the point j is (Tf); =
= Y fiPji- The same formula defines the operator T, (for 1 £ p <o) for functions f
k

from 1,(i). The norms of these operators are || T, =1, |T,],, < 1 (see [11]).

In section 2, the form of operators adjoint to Tand T, is shown; and the connection
with the operator used by Kendall [10] is examined. :

Section 3 contains several theorems stating that for an irreducible recurrent chain
and for f from certain classes of functions, the inequality Tf < fimplies Tf = f, and
similarly for T, and for the adjoint operators.

Section 4 proves that for an irreducible recurrent chain, the equation Tf = f has
an essentially unique solution f, and again similarly for T, and for the adjoint ope-
rators. Sections 3 and 4 systematically complete some special known results from [2],

(5], [13].
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Denote by r(T,) the spectral radius of T,. In section 5, it is first shown that for a
recurrent chain r(T,) = || T,|,,, = 1. Then a series of examples is constructed showing
that for a transient chain different cases can happen: the case (T3) < 1, | Ty, < 1
for p invariant and for y non-invariant; the case r(T;) = | T3||,, = 1 for u invariant
and for p non-invariant; the case r(T;,) < 1, | T3, = 1 (for p non-invariant).

Section 6 contains an example of a chain for which the number O lies in the point
spectrum of 77, in the continuous spectrum of T,, and in the residual spectrum of T.

In section 7 a reducible chain is constructed for which the spectrum of T'is equal to
the whole unit circle.

The paper consists of some supplements and examples to the previous paper [13].
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