Casopis pro péstovani matematiky

Miroslav Sisler
O feSeni soustav nelinearnich rovnic

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 88 (1963), No. 4, 414--429

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117477

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1963

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117477
http://project.dml.cz

Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 88 (1963), Praha

O RESENI SOUSTAV NELINEARNICH ROVNIC

MirosLAV SISLER, Praha
(Doslo dne 14. bfezna 1962)

V ¢&lanku je navrZzena a zkoumadna jedna iteraéni metoda pro feSeni soustav
nelinedrnich rovnic. Jsou uvedeny dva numerické ptiklady. Clanek navazuje
na [2], [3] (viz literatura).

I

Bud ddna (podobné jako v [2]) soustava n nelinedrnich rovnic o n nezndmych

6y} filx)=0, i=12..,n,

kde x je redlny sloupcovy vektor o slozkdch x;, ..., X,, a f3, .., f, jsou redlné funkce n
redlnych proménnych. Bud U(x) = (9f,/dx(x)) funkéni matice soustavy (1) a pfed-
poklddejme, Ze det U(x) = 0 v okoli redlného feSeni a soustavy (1). Reime-li tuto
soustavu Newtonovou metodou, politdme postupné aproximace x,,, reSeni a
Z rovnice

Xyp1 = X, — U_l(xv) U(XV) >

kde u(x,) je sloupcovy vektor o slozkdch f;(x,), f2(X,), - .., f(x,). Je tedy patrno, Ze
pii kazdém kroku je tieba invertovat matici U(x) (nebo — coZ je prakticky totéZ, fesit
soustavu linedrnich rovnic s matici U(x)). V &ldnku [2] je proto navrZena jind metoda,
pfi které je aproximace x,,, prvou aproximaci pri feSeni soustavy linedrnich rovnic

)] U'(x,) U(x,) x = U'(x,) U(x,) x, — U’'(x,) u(x,)

Seidelovou metodou. V [2] a [3] je tato metoda jest& ddle zobecn&na.

V tomto &ldnku budeme zkoumat iteraéni metodu, kterd vznikla zobecnénim me-
tody, p¥i které je aproximace x, , prvou aproximaci pfi fefeni soustavy (2) tzv. me-
todou iteraci (viz nap¥. [5]). Zobecnéni chdpeme v tom smyslu, Ze metoda iteraci bude
specidlnim pfipadem jistého obecného pocetniho schematu, uZitého k FeSeni jisté
soustavy linedrnich rovnic, jejim¥ specidlnim pfipadem miiZe byt soustava (2). Budou
zkoumdny podminky konvergence této obecné iteraéni metody a odhady pro chybu.

v W

Nekteré zvlastni duleZité pfipady této metody budou vytéeny zvIasté.
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II

Lemma 1. Bud F positivné definitni hermitovskd matice a nech? plati F = P — Q,
pFidemZ matice P + Q je hermitovskd, positivné definitni. Potom je matice P regu-
ldrni a je-li 1; koFenem rovnice det (AP — Q) = 0, je A, redIné a llil <1

Dtikaz. ProtoZe ob& matice P — Q i P + Q jsou positivng definitni hermitovské,
md tuto vlastnosti matice P — Q + P + Q = 2P, tj. i matice P. Bud ddle A; kofenem
rovnice det (AP — Q) = 0. Potom existuje vektor x; + o tak, ¥¢ 1,Px; — Qx; = o
a tedy

(3) 2{(Px;, x;) — (Qx;, x;) = 0.
Z (3) plyne postupn&
4) 2{Px, x;) — (Qx; x;) = 0, Jx;, Px;) — (x;, Qx;) = 0.

ProtoZe Q=P —F, je Q* =P* — F* =P — F = Q a tedy Q je hermitovsk4.
Ze (4) tedy plyne

(5) A{(Px;, xi) — (Qx; xi) =0.

ProtoZe (Px;, x;) > 0, plyne z (3) a (5) rovnost 4; = 1,, takZe 1, je redlné.

Nyni dokdZeme, Ze plati — 1 < A; < 1. ProtoZe P + Q je positivné definitni hermi-
tovskd, je pro kazdé x + o (P + Q) x,x) > 0 &ili (Px, x) > — (Qx, x). Protoze
(x, x) > 0, je

) (Px, x)

ProtoZe dédle P — Q je hermitovskd positivn€ definitni, je pro kazdé x 4 o ((P —
- Q) x, x) > 0, &ili (Px, x) > (Qx, x),

(7 1> (Qx x) x) .
(Px, x)
Z nerovnosti (6) a (7) plyne
-1 <(____Qx,x) <1.
(Px, x)

ProtoZe je podle (3)

. (Qx; Xi)

l (be xi) ’

je — 1<, <18 <1
Pozndmka 1. Lemma 1 pouZijeme za pfedpokladu, Ze pfislu$né matice jsou redlné
a tedy symetrické.

7 vr

Disledek lemmatu 1. Pro vlastni éisla A; matice P"Qplatz’llil <lLi=1,..,n.
(To je zfejmé, nebot matice P je reguldrni.)
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Bud.e nyni Fy(x), Fy(x), ..., F,(x) redlné funkce n redlnych promé&nnych, defino-
vané v jistém okoli Q redlného fedeni a soustavy (1) a nabyvajici v Q nulové hodnoty
pravé tehdy, jestlize funkce f;(x), f2(x), ..., f,(x) jsou rovny nule. Pfedpoklddejme
ddle, Ze jsou v okoli Q spojité a Ze maji v tomto okoli spojité prvni parcidlni derivace
podle vsech svych proménnych. V okolf Q necht ddle plati

OF, .
(8) g—lﬁ(x)::Fk}'(x)'*'ekj(x): k=1,..,n,j=1,...,n,

Xj
pii¢emZ funkce F, [(x), e, () jsou v okoli Q spojité, e, (a) = 0a matice F(x) = (F,(x))
je symetrickd, positivné definitni.

Budte ddle P(x), Q(x) redlné matice takové, Ze jejich prvky jsou v Q spojité funkce,
a Ze pro kazdé x € Q plati

Q) F(x) = P(x) — Q(x) .

Budeme nyni definovat itera&ni metodu takto: je-li det P(x,) + 0, x, €Q, je
(10) x,+1 = P7(x,) Q(x,) x, + P7'(x,) y(x,) »

kde

(1) y(x,) = F(x,) x, — 2(x,) .

Ptitom je z(x) sloupcovym vektorem o slozkdch Fy(x), F5(X), ..., F,(x). Z rovnic (10),
(11) dostdvdme ihned jednoduchy vzorec pro X, 4:

(12) Xyp1 = Xy — P—l(xv) Z(Xv) .

Pozndmka 2. Vyie uvedenym zpiisobem, tj. zavedenim funkci Fy(x), i =1,...,n
Ize zfejmé zobecnit i metodu zkoumanou ve [2] a [3].

Zavedme nyni normu vektoru x = (x;) vztahem

x| = max |x].

ceesht

Pro normu matice A = (a;;) pfislusnou vyse definované normé vektoru plati

[A] = max Z [a,J]

.....

Bud z n&jaky bod (slovo bod a vektor budeme &asto zam&fiovat, bude-li to vhodné).
Zavedme tato oznadeni:

a) A(x) = P7(x) Q(x);
b) A, = max Il(z)l kde 1(x) jsou vlastni &isla matice A(x);

.....
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€) S, je reguldrni matice, pro kterou plati S, A(z) S ! = Ly..., L,},1) kde

AZ), 58 -oeenn.. , 0
li(z), 78 -0 0
L= =
A(z), 3¢
0 A(z)

(Matice {L;, ..., L,} je tedy v podstat& kanonickym Jordanovym tvarem, aviak misto
jedniCek nad diagondlou je na pfislu§nych mistech &islo %e)

d) V(x) = A(x) — Az);

e) K[z, u] zna& mnoZinu bodd x, pro které je x —z| < 3u (K[z, 1] je tedy
n-rozmérnd krychle o stfedu z a délce strany p).

Potom plati toto lemma:
Lemma 2. Bud p kladné &islo, z néjaky bod a necht pro kazdé x e K[z, u] = Q
matice P(x), Q(x) definované vztahem (9) spliuji predpoklady lemmatu 1. Bud ddle

e > 0 takové, ze A, + e =g <1, a K = |S,| |S;"|. Pak existuje ¢&islo A, 0 <
< A £ p tak, %e sup ||V(x)| < ¢/2K a pro libovolné body x;e K[z, 1], i =1,...,v,

xeK[z,4]
kde v je libovolné pfirozené ¢islo, pak plati

(13 IT1AC)] 5 Ka'.

Dikaz. Podle disledku lemmatu 1 plat1 pro vlastni &isla 1,(x) matice A(x) pro
x € K[z, u] nerovnosti |4(x)| < 1,i = 1,.7, n, takde 1, < L.

Zvolme ¢ > Otak,aby A, + e =g < 1 abud K = ||S,| |S;*]. V dasledku spoji-
tosti prvki matice A(x) v K[z, u] existuje 1, 0 < 4 < u tak, ze sup "V(x)" < ¢f2K.
eKl[z,

Budte ddle x;eK[z,1], i =1,...,v libovolné body. Potom je “V(x)” < ¢/2K.
Vzhledem k definici matice S, platl

IS. A@) S| < 2, + 2e.
Dile plati

s ille(xi)) STt = s,(ilj1 (A@) + V(x))) S;* = g (S, A@Z) S7* + 5, V(x) S71).

Je vSak
I5.4@) S + 5,V(0x) S| < [5. A ST + [5.V0x) S <

€ €
Sh+-+K—=J1+¢
2 2K
1) {Ly, ..., L} znaéi jako obvykle blokové diagonalni matici.
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a tedy
ST 46 5] 5 0+ 9
ITT 4G = 57 ST Aix) 57754 < KCx +)'

kde 4, + & = g. Tim je lemma 2 dok4zdno.
Zavedeme nyni toto oznageni (viz (8)): Zvolme body Gy, --- Gn- Potom

Fll(ql), E12(q1), L] Fln(ql)

.., Fa
Rl g = | P20 Pl o Pl
F"l(qn)’ Fnz(qn): eee an(qn)
\
ell(ql)’ elZ(ql)a RS eln(ql)
2o = |20 0

\enl(qn > enZ(qn):' L4 eﬂn(qn)
Plati pak ndsledujici lemma:

Lemma 3. Je-li a = (a;) Fesent soustavy (1), pak z (10), (1 1) plyne
(14) a) Xy —a= A(Xv) (xv - d) - P—I(xv) (F(th sy Pvn) - F(xv)) (xv - a) -

- P_l(xv) Z(PVI’ ) Pvn) (xv - d) 5
(15) b) X, — a=A(x,_,)... A(x,) (x, — @) —

-1

‘i;uA(xvﬂ) A(xi+1) P—l(xi) (F(pirs -+ Pin) - F(xi)) (x; — a) -

v—1
- Z A(xv—i) A(xi+1) P—l(xi) Z(piys oo Pin) (x; — a) s
i=p

kde Pik = gikxi + (1 - fik)a’ 0< éik < 1, k= 1, 2, P (N

Ditkaz. a) ProtoZe a je feSenim soustavy (1), plyne z véty o p¥irtistku funkce a z (8)

n aF n n
F(x) = Z —£(pu) (xy,; — aj) = Z Fi(pu) (6 = @) + Y ei(Pu) (x5 — @) »
j=10x; i=1 i=1
takze je
(16) Z(Xv) = F(Pvl’ sersy Pvn) (xv - d) + Z(Pvl: ceey Pvn) (xv - d) ’
kde ka = évkxv + (1 - Evk)a: 0< 5vk < 1: k= 11 2, -.ey I
Ze (16) a (12) plyne
*v+1 —a=Xx,—4a-— P-l(xv) F(Pvls ce Pvn) (xv - d) - P~ 1(xv) .
- Z(Py1s e Pon) (X, — @) = A(x,) (X, — a) — P=10¢,) (F(Py1s -+ s Po) —

- F(XV)) (Xv - a) - P_I(xv) Z(Pvl’ Tt pvn) (X‘, - G) ’
co je (14).
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b) Ditkaz vztahu (15) se provede pomoci vztahti (16), (10), (11) forméln& obdobnym
zplisobem, jako diikaz tvrzeni b) lemmatu 6 v prdci [2]. Nebudeme ho proto provadét.

Podobné jako v préci [2], [3] oznatme 6, = “x — a| (chyba v-té aproximace)
ad, = |x,4; — x| (oprava v-té aproxunace)

Véta 1. Bud a FeSeni soustavy M aun kladne c:slo Pro kazde xe K[a ul =Q,
ue K[a, u] necht je matice P(x) + Q(x) 1(x)”
< p a necht |Fj(x) — Fy(u)| < My, |e(x)| < M2 pro kazdé k = 1 . J
=1,...,n.2) Potom existuji &isla 1, K, q, 0<A<p 0<K, 0<gqg< 1 (]ejlch
velikost je uddna lemmatem 2) takovd, Ze pro libovolné body x,€K[a, 1], i =
=1,2,...,v plati nerovnost (13). Je-li pn(1 + Kq/(1 — q)) (M, + M) < 1, bud v,
prirozené Cislo takové, Ze plati

P=Kq“°+pn<1+1—1<—q—>(M1+M2)<1
-—q .

ll II

a x, € K[a, 1], pro néz
I - o] =

Posloupnost {x,}-, definovand vztahy (10), (11) pak konverguje a je lim x, = a.

!
2(Kq + pn(M; + My))* "1’

Pro chybu plati tyto odhady: Vo
(17) Oty S P6,, kde ¢, = max  §;;
. . i=(k—1)vg,...,kvg—1
(18) Oivy < P*5,,, kde §,= max J,.
i=0,. ,Vo 1

Dukaz této véty se provddi pomoci lemmat 2, 3 aje formalne zcela analoglcky
dikazu véty 2 préce [2]. Nebudeme ho proto provddgt.

Oznadme nyni P(x) = (P;(x)), Q(x) = (Q;}(x)), takie F;(x) = P;{(x) — Q;{(x),
i=1..,nj=1,... n.M&meddnumatici F(q, ... q,). Vjejim i-tém fddkua j-téni

sloupci stoji prvek F;(q;). Utvofme matici P(qy, ..., q,) = (Pi{(9)), Qqy, ---» 9u) =
= (Qi{(q:))- Pak je Fi{q) = Pi{q) — 0:/q,), takZe

F(ql’ R qn) = P(ql cees Q) — Q(ql’ s qn) -
Plati pak ndsledujici lemma:

Lemma 4. Z (10), (11) plyne

(19) a) Xyp1 — X, = A(XV) (xv - xv—l) - P“I(Xv) (P(Pv—l,ls seey Pv—l,n -
- P(xv—1)) (%, — xv—l) = P_l(xv) (Q(xv) = QPy-1,15 -+ Pv—1,n)) .

(= x,_y) - P~(x,) Z(Pv—1,1s oo Pv—l,n) (x, = xv—-l) >
kde py_1x =& 10X, + (1 — &1 1) Xy—g, 0 < L <L k=12 ..,n

2) Protoze F(x) je symetricka, staéi predpokladat |7 j()é) — Fjw)] £ My pro k £ j.
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b) pro v> p = 0 plati

(20) Xyp1 — X, = A(X,) .. AX, 4 ) (X0 — X,) —
- i=§+1A(xv) o Ay 1) PTHG) (P(Picg15 oo Pim1) — P(x;_,)) (x; — Xi_q1) —
- i=i+1A(xv) e A4 ) P70 (Q(x) — Q(Piz1,15 -5 Pi-1,) (x; — Xi1) —

- ZﬂA(xv) A(xi+1) P"l(xi) Z(p;_ 1,15 005 Pio1n) (X — xi—l) s
i=pn

kde p;_ 1= & px: + (- fi—x,k) X, 0 <& <L k=12,.,n
Diikaz. a) Podle v&ty o pfirstku funkce plati

z(x,) = z(x,_) + F(P,—1,1, .- Poo1,) (X, — X,5) + Z(py_g 150 Pv—l,n) .
S(x, = x,_y),
kde py_sp=C a6+ (1 =&)X, 0<é_ <L k=1..n
Z (12) plyne postupng
X,41 — X, =— P~Y(x,)z(x,) =
= P7Y(x,) [Z(Xy—1) + F(Pyo1,15 -+ Pomi,n) (% — X,_y) +
+ Z(Py-1,1 -+ Py-1,) (% = Xom1)] = PTH(x,) P(x,—q) (%, — X,_1) —
= PTHG) P(Pyms 1 oo Pym1n) (6 = X—q) + P7H(x,) .
s Q(Py=1,15 +os Pom1n) (6 = Xym1) = PTHX) Z(Pyotts s Pymt) -
(6 = X,_y) = P7(x,) (P(xy—1) = P(Py—1, 15+ -0 sPyv=1,0) (%, — X,—1) —
— P7H(x,) (Q(%,) = QPycy,isvves Py1,0)) (06 — X,—q) +
+ P7Y(x,) Q(x,) (%, = Xy-1) = P7H(%,) Z(Py-1,15 -+ s Py=1.0) (X, — Xo-1) 5
coZ je (19).
b) Podobn& l1ze dokdzat i tvrzeni (20) — viz té% obdobny ditkaz lemmatu 8 prace [3].
Véta 2. Budx, bod a p kladné &islo. Pro ka?dé x e K[xo, 2u] = Q, u € K[xo, 2u]
nech? je P(x) + Q(x) positivné definitni, symetrickd matice, |P~*(x)| < p a nech?
|Pis(%) — Pyj(u)] < My, |Qii(x) — Q)] < My, |ewi(x)] < M; pro kaZdé k =
=1,2,..,mn, j=1,2,...,,n. Potom existuji &sla A, K, q, 0 <Ay, 0<K,
0 < g < 1 (jejich velikost je uddna lemmatem 2) takovd, %e pro libovolné body

x; € K[xo, 24], i = 1,2, ..., v plati nerovnost (13). Plati-li pro pFirozené &islo vo ne-
rovnost

K 1
Kq"°+pn(1+1—q——>(M1+M2+M3)<5
-4

a je-li

dy £ min( R 2 . -1) s
20vo + 1) 2(vo + 1) (Kq + pn(M; + M, + M;))"™
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potom posloupnost {x,}3°. o definovand vztahy (10), (11) konverguje k jistému bodu
a € K[xo, 2], je# je pak jedinym Fesenim soustavy (1) v K[xo, 24]. Pro chybu plati
ndsledujici odhady:

21 o S [Kq“ + pn (1 + 1—@—) (M + Ma)] o1
)
kde 6, = max 0, k=1,2,..;
i=(k—~1)vo,....kvo—1
K k
@) Srng < [Kq“ + pn <1 + 1——‘1—) (M, + M3)] Sm s
- q

kde 6,,= max 6, k=1,2,....

i=0,..., vo—1
Ditkaz této véty se provddi pomoci lemmatu 2, 3 a 4. ProtoZe je formdIn€ analogic-
ky ditkkazu véty 3 prdce [3], nebudeme jej provadét. '
111

Nyni budeme zkoumat specidlni p¥ipady iteraéni metody dané obecné pfedpisem

(10), (11).
Bud dédna soustava (1) a predpokléddejme, Ze funkce f, f5, ..., f, maji spojité prvni
a druhé parcidlni derivace v okoli hledaného redlného feseni dané soustavy. Pro prvé

a druhé parcidlni derivace funkci f;, i = 1, ..., n zavedme toto oznaceni:

%(x) = fidX), s () = fiu(X) -

0x; 0x;
Funkce Fy(x), ..., F,(x) definujme vztahem
(23) Fy(x) = Y fid)fix), k=1,..,n.
i=1 )
Potom plati

(24) % (x) = —3% ( élf i,k(x)f ,-(x)) =iz§1f i,k(x)f i, ,(X) + ‘_élf i,kj(x)f .'(X) .

PoloZime-li

(25) ;fi,k(x)fi,j(x) = ij(x) , k=1..,pj=1,.,n,

Il
—
s
S
R
N

@) SIS0 = e, k=1, ]

je spIn&na rovnost (8), pfitemz funkce Fi(x), ex/(X) jsou v okoli Q feeni a soustavy
(1) spojité v dasledku spojitosti funkef fi4(x), f;z;(x). Matice F(x) = (F,/(x)) je
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zfejm& symetrickd a positivné semidefinitni, nebot je podle (25) souginem transpono-
vané matice k funk&ni matici soustavy (1) a matice funkgni. Je-li tedy funkéni matice
soustavy (1) v bod? a reguldrni, je matice F(x) positivng definitni. Z (26) ihned plyne,
Ze fa) =0, k=1,...,n, j=1,..,n Také poZadavek, aby funkce Fy(x), i =
= 1, ..., n byly rovny nule prdv& tehdy, jsou-li funkce f(x), i = 1, ..., n rovny nule je
pak spln&n, nebot soustava homogennich rovnic pro nezndmé f1(a), ..., f,(a) (viz (23))

27) ,-glfi’k(a)fi(a) =0, k=1,..,n

md pouze trividlni fefeni f,(a) = 0, ..., f,(a) = 0, protoZe jeji determinant je riizny
od nuly.

Polozime-li nyni F(x) = P(x) — Q(x), kde P(x) je diagondlni matice {Fy,(x), ...,
Fo(x)}, je Q(x) = (Q;(x)), kde Q;(x)=0,i=1,...,n, Qii(x) =— Fif(x), i +j
a dostdvdme iteradni metodu zminénou v &isti I tohoto &ldnku, pfi které fe§ime sou-
stavu linedrnich rovnic (2) metodou iteraci (z prvé rovnice vypo€teme x,, z druhé x,,
z tfeti x; atd. a dosadime do pravych stran v-tou aproximaci. Levé strany pak uddvaji
(v + 1)-ni aproximaci).

Pfi feSeni soustav, jejichZ funk&ni matice je symetrickd positivné definitni miZeme
s vyhodou volit Fy(x) = fy(x), ..., F,(x) = f,(x). Pak je

49 = ful)
Xy

a miZeme poloZit Fii(x) = f; (x) a ¢,[(x) = 0. (Matice F(x) je pak pfimo funké&ni
matici soustavy). S takovymito soustavami se miiZeme setkat nap¥. pfi vypodtu extré-
mu funkce vice prom&nnych (viz &st I1I prace [2]).

Viimn&me si nyni blize symetrické, positivné definitni matice F(x) (viz (8)). Aby
nase metoda konvergovala, je tfeba, aby matice P(x), Q(x) v rozkladu (9) matice
F(x) spliiovaly podminku, Ze P(x) + Q(x) je positivng definitni, symetrickd. UkdZeme
nyni, Ze takovyto rozklad matice F(x) vzdy existuje v okoli feSeni a, a Ze je moZno do-
konce poZzadovat, aby P(x) byla diagondlni. Z rovnice F(x) = P(x) — Q(x) totiZ
plyne, Z¢ F(x) + Q(x) = P(x). Oznafime-li op&t Q(x) = (Qi}(x)), P(x) = (P;;(x))
avolime-lipro i +j Q;(x) =— Fi(x)a Qu(x)> Y |F;(¥)],i=1,...,n, je zfejm&

J=Tj#i
P(x) diagondlni, nebot pro i + j je P;{(x) = Fif(x) + 0ix) = F;{(x) — F;(x) = 0.
Ptitom jsou nutn& matice Q(x), P(x) = F(x) + Q(x), P(x) + Q(x) positivn& defi-
nitni, symetrické. -

Matici Q(x) miZeme také volit nap¥. takto (v tomto piipadé neni Q(x) positivng
definitni): polozme Q,(x) = — Fif(x) (i #j) 2 volme Qu(x) (i = 1,..., n) tak, aby
platila nerovnost :

(9) 20+ Fk9> Y R0
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Matice P(x) je zfejmé opét diagondlni. Matice P(x) + Q(x) je pak positivng definitn,
symetrickd. Z rovnosti (28) totiZ postupng plyne

0ux) + Fu) + Q) > 3 |- Fux)],

i=1,j¥i

P(x) + Q:(x) > ‘. lIQJ;(")!

2.

ProtoZe P;(x) = 0 pro i # j, je
Py(x) + 0:i(x) > N IP;:(X) + Q,,(x)[
SJFEL
Odtud plyne, Ze P(x) + Q(x) je posmvne definitni. Symetrie vyplyvd ze symetrie
matice F(x).
Poznamenejme nakonec, Ze v ptipadg, kdy plati pro matici F(x) nerovnosti F(x) >
> 2 |F;(x)|, stati volit

i=1,j%i
(29) Pyx)=Fx) (i=1,...,n), Pyx)=0(+)),
0ix)=0(i=1,...,n), Q;(x)=—Fyx)(=*)).
Matice P(x) + Q(x) je pak positivng definitni. Jeji symetrie vyplyvd ze symetrie ma-
tice F(x). V tomto poslednim pfipad® maji podminky konvergence a odhady pro
chybu zvldste Jednoduchy tvar. Plati tato véta:

Véta 3. Bud A kladné &islo. Pro vSechna x € K[ x,, 21] nechf plati 0 < m < Fy(x),
i=12,..,na
1

(30) F(X)J 1,j%i

Pro libovolné x € K[x,,24], y e K[xo,24], k =1,...,n, j = 1,..., n nechf ddle
platl’ IF,U(X) - ij(y)l é Ml’ Iekj(x)] é Mz- Bud ddle

"(M1+M2)<1 do <2
m ’ — R

lFﬂ(x)l__q, i=12,.

R=q+

Potom existuje bod a € K[x,, 22] takovy, %e posloupnost {x,}i~, definovand vztahy
(10), (11), kde klademe (29), konverguje a je lim x, = a. Bod a je pak jedinym

FeSenim soustavy (1) v K[xy, 24]. Pro chybu pak plati odhad
(31) 8,01 <RS,, v=0,1,2,....

Dikaz se provadi pomoci lemmatu 3 a 4. Nebudeme jej provadét, nebot je analo-
gicky dikazu véty 1 prdce [2]. Z ditkazu je zfejmo, Ze symetrie matice F(x) neni pod-
statnd za pfedpokladu podminky (30), nebot se ji v dikazu nikde nevyuZivd. To ndm
umoZtiuje za matici F(x) vziti pfimo (obecn& nesymetrickou) funkéni matici soustavy
(1), jestliZe tato spliuje v okoli feSeni podminku (30). Vypoget se tak zjednodusi.
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Numerickou tG¢innost metody definované vztahy (10), (11) ukdZeme na dvou nume-
rickych pfikladech.

P¥iklad 1. Abychom mohli porovnat nasi metodu s metodou zkoumanou v [2] a
[3] a s metodou Newtonovou, volme tyZ ptiklad, jako v [3] a [4]. M&me soustavu
x—=2xy+2=0, xp* =2y =0,
jejim¥ pfesnym feSenim jsou hodnoty x = 3/2 = 1,259 9210a y = 3/4 = 1,587 4011.
Budeme postupovat podle (23), (24), (25), (26). Je tedy F(x) = U’(x) U(x), z(x) =

= U’(x) u(x) (matice U(x) a vektor u(x) byly definovdny v &sti I), tj.

F(x) = (3x* — 2y)* + »4, — 2x(3x% — 2y) + y*(2xy — 2)
— 2x(3x% — 2y) + y*(2xy — 2), 4x* + (2xy — 2)? ’

) = (3x% — 2y) (3 — 2xy + 2) + y*(xy* — 2y) '
#(x) (~ 2x(x3 — 2xy + 2) + (2xy — 2) (xy* — 2y)>

Matice F(x) pak zfejm& v okoli FeSeni spliiuje podminku (30). Volime-li P(x) =
= {(3x* — 2y)* + y* 4x* + (2xy — 2)?}, miZeme pouZit vty 3.

Aproximace (x, 1, ¥,+,) poditejme podle vzorce (12). Z (12) plyne
(32) P(zv) (xv+1 - xv) == Z(X‘,) ’
coZ je soustava linedrnich rovnic pro nezndmé x,,; — X,, ¥y+; — Y,. Tuto soustavu
1ze pti kaZdém kroku snadno Fesit, nebof md diagondlni matici (srovnej p¥iklad 1
&lanku [3], kde p¥isluind matice byla trojihelnikovd). To je vyhoda, zvl. je-li poget
nezndmych v&t§i ne 2 (srovnej vypodet Newtonovou metodou). Z (32) dostdvame

Xy+1 = Xy 1 : 4 [(3)63 - 2yv) (xe - 2xvyv + 2) + yf(xvy\zv - 2)’\;)] s

B -2+
_ 1
4x? + (2x,y, — 2)°

Volime-li po¥dtetni aproximaci stejn& jako v [3] (x; ¥o) = (1,3; 1,6), dospivdme
k tabulce 1.

Yv+1 = Wy [_ 2xv(x3 —2xv.VV + 2) + (2xvyv - 2) (xvyf - 2yv)] .

TABULKA 1 .

v Xy Yy 6v dv

0 1,300 0000 . 1,600 0000 0,040 0790 0,039 4876
1 1,260 5124 | 1,584 2206 0,003 1805 0,003 1247
2 1,260 2741 - 1,587 3453 0,000 3531 0,000 3465
3 1,259 9276 1,587 3658 0,000 0353 0,000 0346
4 1,259 9252 1,587 4004 0,000 0042 0,000 0041
5 1,259 9211 1,587 4007 0,000 0004 0,000 0004
6 1,259 9210 1,587 4011 0,000 0000
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Pongkud pomalejsi konvergence ve srovnani s [3] je vyvdZena tim, Ze soustava (32)
s diagondlni matici je snadn&ji feitelnd, neZ obdobnd soustava s trojuhelnikovou
matici v [3].

Vezm&me nyni bod x, = (1,259 9252, 1,587 4004), A = 0,000 005 a zkusime, zda
jsou spln&ny predpoklady véty 3. V K[x,, 24] je M, = 0,000 736, M, = 0,000 270,
m = 8,869, g = 0,117 21. Je tedy R = 0,117 44, takZe

dy

= 0,000 0036 < 0,000 0050 = 4.

Pfedpoklady véty 3 jsou tedy splnény. Pro v = 4 plati tedy
Oyer = 0,117446,
a Feleni leZi v K[x,, 24], tj. v intervalu

1,2599202 < x < 1,259 9302, 1,587 3954 < y < 1,587 4054 .

Priklad 2. Stejn& jako v [3] uvaZujme soustavu

I —2p +22—-10=0,
2xy —z2 - 15=0,
xz2 +3y—-10=0,

jejimZ pfesnym YeSenim je x = 4, y = 2, z = 1. Matici F(x) a z(x) definujme stejn&
jako v piikladg 1 pomoci (23), (24), (25), (26). (Matice F(x) = (F;(x)) v tomto ptipad&
nespliiuje v okoli fefeni podminku (30). Volime-li P(x) = {F;(x), ..., F(X)}, lze
viak snadno uk4zat, Ze matice P(x) + Q(x) je positivn& definitni a metoda konver-
guje.) Z (32) dostdvdme pro postupné aproximace vyrazy

1
Xypy = X, — —————[3(3x, — 2, + 22, — 10) + 2y,(2x,y, — z2 — 15) +
1 9+4y3+z:[( ) ALY )
+ z2(x,z2 + 3y, — 10)],
|
v = v—_—'—“—23xv~2yv+2zv“10 +2xv2xvv—23-—15+
Yeer =Y 13+4x3[ ( ) (2x,y )
+ 3(x,22 + 3y, — 10)],
1
Zys1 = Zy — 2(3x, — 2y, + 2z, — 10) + 2z,(2x,y, — zZ — 15) +
i 4+4z$+4x5z3[( z, = 10) +22,(2%y, - 2 )

+ 2x,2,(x,z2 + 3y, — 10)] .
Volime-li po&dtedni aproximace opé&t jako v [3]
(xo0» Yo» Z0) = (3,95 2,1; 1,1),

dospivame k tabulce 2.
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TABULKA 2

v Xy Yy Zy 6\’

0 3,900 00 2,100 00 1,100 00 0,100 00
1 3,862 74 2,032 51 1,005 78 0,137 25
2 3,962 50 2,052 39 1,009 70 0,052 39
3 3,939 60 2,024 12 1,000 21 0,060 39
4 3,949 64 2,022 92 1,003 72 0,050 35
5 3,973 61 2,018 90 1,002 92 0,026 38
6 3,978 62 2,009 82 1,001 14 0,021 37
7 3,988 91 2,007 98 1,001 02 0,011 08
8 3,990 86 2,004 12 1,000 48 0,009 13
9 3,995 28 2,003 42 1,000 44 0,004 71
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Pesiome

PEMEHUE CUCTEM HEJIWHEWHBIX YPABHEHU

MUPOCJIAB OIUCJIEP (Miroslav Sisler), IIpara

B paGoTe DOKa3BIBAIOTCS HEKOTOPHIE HOCTATOYHBIE YCIOBHS IJI CXOOMUMOCTH
OHOTO MTEPaMOHHOIO METOAA AJIA BBIYUCIECHUS ACHCTBUTEIILHOIO DELIEHHWS CH-
CTEM n HEJIWHEHHBIX YpaBHEHHI C n HEH3BECTHBIMH.

Ilycres 3amama cucrema (1), rae f; — GyHKOUE OeACTBHTENILHBIX IIEPEMEHHBIX.
Ilycre, mamee, F;, i = 1,...,n, — HenpephIBHBIE NeUCTBUTENbHBIE GyHKOWM mei-
CTBHTEJILHBIX IIEPEMEHHBIX, MMEIOIHE B HEKOTOPOM OKPECTHOCTH () HEHCTBHUTENB-
HOTO peIeHus d CUCTEMEL (1) HENPEPLIBHBIE NIEPBHIE YaCTHBIE IIPOM3BOHEIE, U IYCTh
B Q dysxmam F;, i = 1, ..., n paBHBI HYJIFO TOIZIa ¥ TOJBKO TOTAA, KOraa GyHKIIHA
fi» i =1, ..., n paBsl Hymo. IIycTs B OKpecTHOCTH Q HMEET MECTO paBeHCTBO (8),
roe dysxnud Fy,, e,; HenpepHBHBL €,(a) = 0 u Matpuma F(x) = (Fi;(x)) camme-
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TPHYHA ¥ TONOXHTENbHO onpererena. Ilycts, manee, P(x), Q(X) — nelicrsutemsHee
MATpPHIB! C HETIPEPHIBHEIMHE 3JIEMEHTAMHE ¥ IIYCTh IS KAXKIOTO X € () HMeeT MeCTo
paserctBo F(x) = P(x) — Q(x). (v + 1)-as anmpokcEMallisi Op¥ HCCIETOBAHHOM
MTEPAIMOBHOM METOJE ONpeAenseTcs $opmyioit

Xyy = P_l(xv) Q(xv) X, + P—l(xv) Y(x\_’) 4

rre y(x,) = F(x,)x, — z(x,). (W3 31X IBYX opMyn BEITeKaeT Gomnee mpocTas hop-
Myna X,.; = X, — P7}(x,) z(x,).) IIpu sTom z(x) oGo3HauaeT BekTOp-cTOMGeE,
KOOP/IMHATAMH KOTOPOTo cyTh dyHKmEE F;(X), ..., F,(x). Belme yxasanseiM cmo-
cobom (onpenenennem Gynkmuit Fy;, e,;) MOXHO 0GOBIIUTD ¥ METOM, HCCIEIOBAH-
HbIi B crathix [2] u [3].
Beemem Temeph cremyiomme oGosmauemms: x| = max |x. |A] =
.

= max Z |a, il K[z, u] o6o3magaeT MHOXeCTBO TOUEK X, IS KOTOpLIX [x —z| =
i=1,..., n j=1
< p/2. TnaBHBIM pe3yibTaToM paboTHL SBISETCS Teopema 2:
TIycTh X, — TOYKA U 4 — MOJOXUTENbHOE Yucio. s kaxmoro x € K[x,, 2u] = Q
u u e K[xo, 24] mycts P(x) + Q(X) — IOJOXHTENBHO ONpeleNeHHas, CHMMETpH-
veckast MaTpunia, |P7I(x)| £ pmmyers [Pyy(x) — Pyi(u)| £ My, |Qui(x) — Qui(u)| £
< M, |ey(x)| £ M; s xaxmoro k = 1,...,m, j=1,...,n. Torma cymecrsy:or
qicma 4, K, ¢,0 < A< u, 0 < K, 0 < g <1 (amcia 1, K, g, onpenesser gemma 2),
4TO IS JOOBIX Touek X; € K[x,,24], i =1,2,...,v MMeeT MeCTO HEPaBEHCTBO
(13). Ecimu 11 HATYpaJIbHOTO YKCNA Vo EMEET MECTO HEPaBEHCTBO

1
Kq"°+pn(1+1—K—q—)(M1+M2+M3)<E

A €CIix

A A
dy £ s
0 [Z(VO + 1) 2v, + 1) (Kq + pn(M, + Mz + Ms))"°"1]

TO IOCIENOBATENBHOCTb {X,}5%, CXOOUTCA K W3BeCTHOM Touke a € K[x,, 24], xoTo-
past SABJIeTCS TOTJa eOUHCTBEHHBIM pemenneM cucrems! (1) B K[x,, 24]. Qs mo-
rpenisocTH Halizerst onenk (21), (22). (3gecs 8, = ||x, — a|, d, = |x,+; — Xx,].)

B a63ane III mccrmeaoBaHbl HEKOTOPHIE YaCTHBIE CITy9YaM ONpEAETEHHOTO METOMA.
Ecnut f; mmeroT B okpecTHOCTH Q pemueHms @ cucteMsl (1) HenpepbiBHbIE IEpBEIe
¥ BTOpHIC YACTHBIE IPOM3BOIHEKIE (f; ;, fi ;x)> HomoxmM (23) u (25), (26). (MaTprna
F(x) = (F;/(x)) smBisetcs ,04eBHIHO, UpOH3BEJEHHEM TDPAHCHOHMPOBAHHOM (yHK-
IHOHAJLHOH MaTpHIel H (byHKUHOHATLHON MaTpuusl cucremsl (1).) Ecmm, manee,
Fix) = P(x) = Q) tae P(x) = (Py(x), Pyfx) = 0 (%)) 1 Pyx) = Fy)
(F= L) 1 10 Q) = (@) Quft¥) = = Fi®) (1 +), Q) =0 (i =
= 1,...,n), TO ONpeeNeHHBNl TaKUM 06GPa30M METOZ COOTBETCTBYET H3BECTHOMY
METONY UTepanuii JUId peIleHns JTHHEeHHBIX YpaBHEHHM. B 9TOM CiIy9ae HMeeT MECTO
Teopema 3.
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B a63ane III Toxe IMOKa3amo, 4TO Beerna Moxkmo MaTpuuy F(X) mmcate B Bume
(9), rne P(x) + Q(x) — monoxuTesBHO onpenenerHas ¥ P(X) nHaroHanbHas.

Ecmu byrkumonanbHas MaTpuna cucTeMsl (1) sBIseTCS CHMMETPHYECKOH, IOJI0-
KHTENBHO ONpPENENEHHOM, MOXHO IPOCTO HONOXHTL FiX) = f(x), i=1,...,n
B Fi(x) = f {x), ;(x) = 0 (3TOT ciydaii o4eHs BakeH IPH BBIYHCICHHH 3KCTPE-
MyYMOB (QYHKIHH 7 epeMEHHBIX).

B a63ame IV paboThl moka3aHa BRMHCAUTENbHAS 3G ()EeKTHBHOCTE METOIa Ha ABYX
YHCIEHHBIX mpuMepax. CKOpoCTh CXOOMMOCTH B 00OMX CIydasx odeBHOHA U3 Tal-
man. [ cpaBHEHUS CKOPOCTH CXONHMOCTH HCCIEHOBAHHOTO METOHA ¢ METOJOM
HrroToHa M ¢ METOIOM, ONpeleleHHbIM B paGoTe [2], Be6upaeTcst mpumep 1 TakuM
xe o6pasom, xak B pabotax [3] u [4].

Zusammenfassung

UBER DIE LOSUNG DER SYSTEME NICHTLINEARER
GLEICHUNGEN

MIROSLAV SISLER, Praha

In der Arbeit sind hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz eines Iterations-
verfahrens fiir die Berechung der reellen Lésung der Systeme nichtlinearer Gleichun-
gen mit n Unbekannten bewiesen.

Sei das System (1) gegeben. Hier stellen f; die reellen Funktionen von n reellen Ver-
dnderlichen dar, welche in der Umgebung Q einer gewissen Losung a des Systems (1)
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben. Die Funktionen F;, i =1, ..., n
seien in der Umgebung Q gleich Null dann und nur dann, wenn die Funktionen f;,
i=1,...,n gleich Null sind.

In der Umgebung Q gelte die Gleichung (8), wo die Funktionen F;, ¢; stetig sind,
e.(a) = 0 und die Matrix F(x) = (Fy(x)) symmetrisch und positiv definit ist. Seien
ferner P(x), Q(x) reelle Matrizen mit stetigen Elementen und fiir jedes x € Q gelte die
Gleichung F(x) = P(x) — Q(x). Die (v + 1)-ste Approximation wird bei unserem
Iterationsverfahren mit Hilfe der Formel

X,41 = P71(x,) Qx,) X, + P7(x,) y(x,)

definiert, wo y(x,) = F(x,) x, — z(x,) gilt (aus diesen zwei Formeln folgt die einfa-
chere Formel x,,; = x, — P7!(x,) z(x,)). Dabei wird mit z(x) der Spaltenvektor,
dessen Koordinaten die Funktionen Fy(X), ..., F,(x) sind, bezeichnet. Durch die oben
gezeigte Weise (mit Hilfe der Funktionen Fy;, ¢ ;) kann auch die in den Arbeiten [2]
und [3] definierte Methode verallgemeinert werden.
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Fiihren wir jetzt folgende Bezeichnungen ein: |x|| = _max x|, |A] =

= max Z Iauf und K[z, ] ist die Menge aller Punkte, fiir welche “x —z| S3p

i=1,...,n j=1

gilt. Das Hauptresultat der Arbeit ist der Satz 2:

Es sei x, ein Punkt und g eine positive Zahl. Fiir jeden x e K[x,, 2u] < Q und
jeden ue K[x,, 2] sei die Matrix P(x) + Q(x) symmetrisch und positiv definit,
”P_l(x)“ < pund gelte Iij(x) - ij(")] s M, leJ(x) - ij(")l =M, lekj(x)l =
< M, fiir jedes k=1,...,n, j=1,...,n Dann existieren die Zahlen A, K, g,
0< A2 0<K,0< g <1(die Zahlen 4, K, g sind mit Hilfe des Lemma 2 defi-
niert), dass fiir beliebige Punkte x; € K[x,, 24], i = 1, 2, ..., v die Ungleichung (13)
gilt. Falls fiir eine natiirliche Zahl v, die Ungleichung

1
va°+pn(1+1&1—>(M1 +M2 +M3)<E
-4

und die Ungleichung

do = min[ , : e _1]
2(vo + 1) 2(vo + 1) (Kq + pn(M; + M, + M3))™

gilt, dann konvergiert die Folge {x,};~ , zu einem Punkt a € K[x,, 24] und der Punkt a
ist dann die einzige Losung des Systems (1) in K[x,, 24]. Dabei gelten die Fehler-
abschitzungen (21), (22). (Hier ist 6, = ||x, — a|, d, = || x,+1 — x,].)

Im Absatz III werden einige spezielle Fille der oben definierten Methode unter-
sucht. Falls f; in der Umgebung Q der reellen Losung a des Systems (1) stetige Ab-
leitungen erster und zweiter Ordnung(f; ;, f; ;) haben, so setzen wir (23) und (25), (26).
(Die Matrix F(x) = (Fy(x)) ist offenbar das Produkt der transponierten Funktional-
matrix des Systems (1) und der Funktionalmatrix.) Schreiben wir ferner F(x) =
= P(x) — Q(x), wo P(x) = (P,(x)), Pi}(x) = 0(i % j), P;(x) = Fy(x) (i = 1,...,n)
und Q(x) = (Q:(x)), Qi) =— Fif(x) (i # j), Qi(x) =0 (i = 1,..., n) gilt, dann
entspricht das so definierte Verfahren der bekannten Iterationsmethode fiir die Losung
des Systeme linearer Gleichungen und dabei gilt der Satz 3.

Im Absatz III ist auch bewiesen, dass die Matrix F(x)immer in der Form (9), wo
P(x) + Q(x) positiv definit und P(x) diagonal ist, geschricben werden kann.

Falls die Funktionalmatrix des Systems (1) symmetrisch ist, man kann einfach
Fyx) = f{x), i =1,...,n und Fy{(x) = fi {X), e(x) = 0 setzen (dieser Fall ist
besonders wichtig bei der Berechnung der Extremen der Funktionen von n Verinder-
lichen).

Im Absatz IV der Arbeit ist die numerische Wirksamkeit des Verfahrens an zwei
Beispielen gezeigt. Die Geschwindigkeit der Konvergenz in beiden Beispielen ist aus
den Tabellen offenbar. Fiir den Vergleich der Geschwindigkeit der Konvergenz unse-
res Verfahrens mit dem Newtonschen Iterationsverfahren und mit dem in der Arbeit
[2] definierten Verfahren, wurde dasselbe Beispiel, wie in den Arbeiten [3] und [4],
gewihlt.
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