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éasopis pro péstovani matematiky, ro€. 87 (1962), Praha

O UHLECH LINEARNICH PODPROSTORU V E,

CesTMIR VITNER, Praha
(Doslo dne 5. kvétna 1961)

V této préci je pfedev§im ukazano, Ze nalezeni 1ihli dvou linedrnich pod-
prostort se v podstaté redukuje na ¥eSeni charakteristické rovnice jisté ma-
tice. Déle je zde ukédzana souvislost algebraickych vlastnosti zmin&€né matice
s geometrickymi vlastnostmi uvaZovanych podprostori. Konelné je zde
ukdzdn vztah mezi thly dvou prostorli a mezi Ghly jejich ortogondlnich
doplika.

Vektory v realném euklidovském prostoru E, tvofi linedrni vektorovy prostor R,.
P¥i studiu hld linearnich podprostort v E, 1ze se omezit na studium linearnich pod-
prostortt v R,.

Linearni podprostory v R, budeme oznadovat ¥, B, ..., kde index bude vZdy zna-
‘menat dimensi uvazovaného podprostoru. Je-li linedrni podprostor vytvofen vektory
by ..., by, 0znadime ho {by, ..., b.}. ’

Mgjme jednotkovy vektor a a linedrni podprostor B, = {by, ..., b,}, kde vektory
by, ..., b,tvofi ortonormélni basi v B,. Pro ostry thel ¢ = <« (a,%B,)(tj. 0 £ ¢ £ 7/2)
jednotkového vektoru a s podprostorem B, se snadno odvodi vzorec

(1) sin@ =1-—3 (a, b)*.
i=1

UvaZujme nyni vektorové podprostory B, , a hledejme extrémy thlu < (a, B),
probiha-li vektor a prostor ¥,. Pfitom se zfejmé staéi omezit na jednotkové vektory a
tj. (a,a) = 1.

Zvolime-li v Y, ortonormalni basi ay, ..., a,, v B, ortonormalni basi b, ..., b, jest
podle vzorce (1) tfeba zkoumat extrémy funkce

@) J= -z e by
proménnych u', ..., u’, za vedlej§i podminky

) i (an aj)u'n’ — 1 =0,

,j=1
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s
tj. extrémy funkce f =1 — Y (a, b;)* proménného vektorového argumentu a za
i=1
vedlej§i podminky (a,a) — 1 = 0.
ProtoZe jde o spojitou funkci f na kompaktni mnoZing (3), jest existence extrémi
zarulena. Hledejme stacionarni vektory podle Lagrangeovy metody. Utvofme funkci

=1 —;Zl(a, b + M(a, a) — 1).

Derivovanim podle u' dostaneme podminky

(4) Z(a, b'-)(ab bi)‘"l(a, a,)=0, l=1,2,...,r,
i=1 .

coZ je homogenni soustava r linearnich rovnic pro r neznamych u', ..., u". Deter-
minant této soustavy se musi rovnat nule. Dostavame tedy pro A rovnici

(5) | Z (ak’ bi) (aza bi) - }»51:1! =0,

i=1
kde d,; je Kroneckerovo delta.

Ozna&ime-li matici ||(a, bj)|, k= 1,...,r, i = 1,..., s pismenem A, matici k ni
transponovanou A’ a jednotkovou matici stupng r J,, miZeme rovnici (5) pfepsat na

(5) |44" — 2| =0.

Jest tedy A kofenem charakteristického polynomu Ctvercové matice AA'.

r

Bud a = Y q,u” stacionarni vektor ptislusny k &islu 1. Vynasobime-li rovnice (4}
k=1

u' a seSteme, dostaneme Y (a, b;)* — 1 = 0, coZ podle (1) jest
i=1

(6) A =cos? @,

kde ¢ znamena tihel stacionarniho vektoru a s prostorem B,. Stejny Ghel s prostorem
B, sviraji viechny nenulové vektory jednorozmérného prostoru {a}. Tyto vektory
jsou zfejmé také feSenim rovnic (4), nemusi oviem spliiovat podminku (a, a) = 1.
Nyni plati dale:

Véta 1. Polynom |AA" — 1J,| z rovnice (5') nezdvisi na volbé ortonormdlnich bast
v prostorech U,, B..

~

Dikaz. Necht aj, ..., af je n&akéa nova ortonormalni base v U, a b}, ..., b¥ n&jaka
nova ortonormalni base v ;. Potom plati

r N
(7) ak-':Zija.:;, bi':Zd” ;k, k=1,...,r, i=1,...,S,
j=1 =1

kde matice C = |g;|, D = ||dy| (k.j=1,....7i,1=1,...,5) jsou ortogonalni.
Odtud dostaneme snadno pro matici A* v novych basich

® A = CA*D' .
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Odtud plyne
|AA" — 2J,| = |CA*D'DA*'C" — ACJ,C'| =
‘ = |C| |a4*4* — AJ,| |C'| = |A*4* - AT,
<. b. d. Déle plati

Véta 2. Koreny 2 rovnice (5') jsou rediné a plati pro né
(- -

Dikaz. a) Zfejm& plati (AA") = AA'. Je tedy matice AA’" symetrickd. Odtud
plyne, jak znamo z linedrni algebry (viz napf. [1]), realnost kofend rovnice (5').

b) Abychom dokazali, Ze pro kofeny A plati nerovnost 0 < Astadi, jak znamo
z linearni algebry (viz napr [1]) dokézat, ¥e matice AA’ je positivné semidefinitni.
Pro kvadratickou formu z Z (aw b;) (as, b;) x*x! véak plati

k,1=1_i=1

(ak7 bl) (ab bl) xkxl =

i=

||'[V] “

IIM"

(akxk: bi) (a,x’, bi) =

o

Odtud plyne positivni semidefinitnost matice A4'.
¢) Rovnici (5") miZeme zfejmé& prepsat na

(5" |[44" = J, —(A—-1)J]=0.
Abychom dokazali, Ze plati nerovnost A < 1, stadi podle (5") a podle znimé véty

z linearni algebry (viz [1]) dokézat, Ze matice AA" — J, je negationé semidefinitni.
Abychom to dokéazali, uvaZujme kvadratickou formu

5 (3 a0 b a0 5) = 825" = 3 ( 3 (a0 b) (00 b) = (@ ) '

k=11

n[\/]u

PoloZime-li pro strucnost c= Zakx dostaneme pro tuto kvadratickou formu
k=1

snadno Z (e, by)* — (e, ¢), coZ je podle Besselovy nerovnosti mensi anebo rovno nule.
i=1 '

To jsme pravé chtéli dokazat. Tim je véta 2 dokazéna.
Véty 1 a 2 nas ospravedliiuji k nasledujici definici:

Definice 1. Uhly prostoru %, s prostorem B jsou &isla
9) @; = arccos \/4;,
kde A; jsou kofeny rovnice (5").
Vektor, ktery je feSenim soustavy (4) pro ngkteré 1 = cos? ¢ (nepozadujeme, aby

byl jednotkovy), budeme nazyvat vlastnim vektorem (pfisluénym kofenu A = cos? o,
nebo také pfislusnym vhlu @) prostoru %,, viastnim vzhledem k prostoru %B;.
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Rovnici (5") budeme nazyvat rovnici pro thly prostoru %, s prostorem B,. ObdrZené
vysledky miZeme shrnout do nasledujici véty:

Véta 3. Linedrni prostor U, svird s linedrnim prostorem B r thliz, pro které plati
(10) 05 ¢ =72,

pFi CemZ nékteré z téchto uhlil mohou splynout.
Uhel ¢; je pritom uhlem vlastntho vektoru ¢; — odpovidajiciho tihlu @; — s prosto-
rem B,
Jednotkové vlastni vektory prostoru U, dostaneme jako vSechny staciondrni vek-
s
tory funkce sin>y =1 — Y (a, b;)* proménného vektorového argumentu a pFi
i=1
vedlejsi podmince (a, a) = 1 (Y je — jak zndmo — ihel libovolného vektoru a € ¥,
s prostorem $B,).
Niasledujici véta mluvi o dalSich vlastnostech vlastnich vektor:

Véta 4. a) K-ndsobnému korenu ) = cos® ¢ rovnice (5) odpovidd v prostoru ¥,
k-dimensiondlni podprostor vlastnich vektori.

b) Vlastnivektory, odpovidajici dvéma riznym koFeniim rovnice (5) jsou vzdjemné
ortogondlini. .

Diikaz. a) Z linearni algebry je znimo (viz nap¥. [1]), Ze &islo 4 je k-nasobnym ko-
fenem charakteristické rovnice symetrické matice pravé tehdy, mé-li soustava rovnic
(4) hodnot n — k. Odtud plyne ihned dikaz tvrzeni a).

b) Oznaéme 'a = Z a; u’ vektor odpovidajici kofenu 1, a 2a = Z a; 2u® vektor
i=1 i=1
odpovidajici kofenu A,. Plati tedy

gs:(ab)(a,,b) 1(a,a) =0, Z(Zab)(a,,b) y(%aya) = 0.

i=1

Vynasobenim prvych rovnic 2u' a seétenim dostaneme

(11) ;21(1“’ b) (%a, b) — A('a, 2a) = 0.

Vynasobenim druhych rovnic 'u' a seétenim dostaneme
s

(12) Y (a, b)) (‘a, b)) — 1»(a, 'a) = 0.
i=1

Odettenim rovnic (11) a (12) dostaneme (4, — ;) (*a, 2a) = 0. Odtud plyne okamZit&
dokazované tvrzeni. Z véty 4 plyne snadno

Véta 5. V prostoru U, existuje ortonormdlni base, sklddajici se z vektorii ey, ..., e,
vlastnich vzhledem k prostoru B,. (Uhly prostoru A, s prostorem B se pak ovsem
rovnaji tihlim vektori base s prostorem B..)

Déle plati
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.Vé&ta 6. Budiz ey, ..., e, ortonormdlni base, sklddajici se z vlastnich vektori pro-
storu U,, vlastnich vzhledem k prostoru B, Uhly p,rostoru U, s prostorem B oznaéme
@, pFi Cem? uihel @; necht odpovidd vlastnimu vektoru e;. Podprostor {ey, ..., e,} <
< U, t < r svird s prostorem B uhly ¢y, ..., @,. Témto dhlim odpovidaji viastni
vektory ey, ..., e, jakoZto vlastni vektory prostoru {ey, ..., e,}, vlastni vzhledem
k prostoru B,

Dikaz. Jednotkové vlastni vektory prostoru U,, vlastni vzhledem k prostoru 9B,

jsou podle definice zfejm& staciondrni vektory funkce 1 — Y (a, b;)* za vedlejsi
i=1 '

podminky (a, @) = 1 (by, ..., b, je n&jaka ortonormalni base v B,). Vlastni vektory
prostoru {ey, ..., e,}, vlastni vzhledem k prostoru 9B, jsou stacionarni vektory funkce

s
1 — Y (a, b;)* za vedlejsich podminek (a,a) =1, (e;41,a) =0, ..., (e, a) =0.
i=1

Odtud se snadno nahlédne, e vlastni vektory prostoru U,, leZici v prostoru {ey, ..., ¢,}
jsou rovnéZ vlastnimi vektory prostoru {ey, ..., ¢,}. Odtud jiZ lehce plyne dokazované
tvrzeni.

Poznidmka 1. Z toho, co bylo aZ doposud vyloZeno, snadno plyne, Ze whly
@y, ..., @, prostoru U, s prostorem B, a ortonormalni basi e,, ..., e, v U, z vlastnich
vektorti lze uplnou indukci definovat nasledujicim zplisobem: Nalezneme nejdiive
jednotkovy vektor e, € U,, ktery svird s B, minimalni ostry thel. Pfedpokladejme, Ze
uZ mame sestrojeny vektory ey, ..., e;—; a Uhly @4, ..., ¢;_y, 2 < i < r. Utvoime
nyni ortogonalni dopln&k %,_,,, k prostoru {ey,....,e;—;} a v U,_;,,; najdéme
jednotkovy vektor e;, ktery svira s prostorem B, minimélni ostry uhel ¢;. Z konstrukce
snadno plyne, Ze pfi zvoleném oznadeni plati 0 < ¢; £ ¢, < ... £ @, < 7/2.
Podobné jako minim bychom mohli pouZit maxim.

V pfipadég prostorti nestejné dimense plati nasledujici véta:

Véta 7. Nechi'r < s. Potom v prostoru B, existuje podprostor &;_, totdIné kolmy
k prostoru U,. Bud §, podprostor v By totdlné kolmy ke &,_,. Potom a) iihly prostoru
A, s prostorem B splyvaji s ihly prostoru U, s prostorem §,; b) s — r ihli prostoru
B s prostorem U, se rovnd 72 a zbyvajici whly splyvaji s uhly prostoru §), s prosto-
rem ¥,.

Dikaz. Bud ¥,_, ortogonalni dopln&k k prostoru %, v R,. Pro dimensi p priniku

U,_, "B, plati ztejmé n — r + s < p + n, tj. p = s — r. Za prostor &,_, miZeme
nyni vzit libovolny podprostor dimense s — r v priniku ¥,_, 0 B..

Bud &, podprostor v ¥, totdln& kolmy ke &,_,. Vezméme ortonormélni basi
by, ..., by v B, takovou, Ze by, ..., b, €9, b,rq,..., be G, _,. Oznaéme matici

a, bl i=1,..,r, k=1,...,s, pismenem A, |(a,by)l, i=1,...,r, k=
e 5] ’ byl
=1,...,r, pismenem o. Zfejmé plati 4 = (oc, O), A = (0‘3 . AA =o', AA =

= (ocooc, g) Odtud plyne snadno dokazované tvrzeni, uvazime-li, Ze [AA’ - lJ,[ =0
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je rovnice pro thly prostoru ¥, s prostorem B, |4'4 — AJ,| = 0 je rovnice pro thly
prostoru ¥, s prostorem ¥, |’ — 1J,| = 0 rovnice pro thly prostoru ¥, s prostorem
$, a |o'a — AJ,| = 0 rovnice pro Ghly prostoru §, s prostorem %,.

Pro prostory stejné dimense plati

Véta 8. Uhly prostoru U, s prostorem 9B, jsou stejné jako 1hly prostoru B, s pro-
storem U,. Mluvime pak struéné o iihlech prostori U, a B,.

Dikaz. Zvolme v U, ortonormalni basi a,,...,a, v B, ortonormélni basi
by, ..., b,. Pro thly prostoru U, s prostorem 9, plati rovnice

(13) |44 = 1| =0.
Pro uhly prostoru %, s prostorem U, plati rovnice
(14) |44 = 2J,] =0.

Z linearni algebry je ale znamo (viz [1]), Ze v p¥ipadg, Ze matice C, D jsou &tvercové,
maji matice CD a DC. stejné charakteristické polynomy. Odtud plyne pomoci (13) a
(14) ihned dtikaz véty 8.

Vétu 8 Ize do jisté miry rozsifit i na thly prostorti nestejnych dimensi. Plati

Véta 9. Nehledime-linas — r(resp. r — s) pravych ihli, svird prostor U, s prosto-
rem B stejné ihly jako prostor B s prostorem U,.

Diitkaz plyne ihned podle vét 7 a 8.

Celkem snadno lze nahlédnout, Ze pro 1hly dvou linearnich podprostorlt plati
néasledujici véty:

Nutnd a postacujici podminka k tomu, aby pyostory %,, B, mély spoleny prostor
a, jest, aby t uhli prostoru U, s prostorem B se rovnalo nule.

Nutnd a postaéujici podminka k tomu, aby v prostoru Y, existoval podprostor a,
totdlné kolmy-k prostoru B jest, aby t uhli prostoru A, s prostorem B, se rovnalo n/2.

Odtud pomoci dikazu véty 4a) obdrZime snadno zajimavy geometricky vyznam
matice ||(a;, b,)|. Plati:

Véta 10. Bud a,, ..., a, ortonormdlni base v U,, by, ..., b, ortonormdlni base v B,.
Matici |(a;, by)|| oznaéme pismenem A.

a) Je-li h hodnost matice AA', potom &islo r — h uddvd dimensi maximdlniho
podprostoru U, totdlné kolmého k B

b) Je-li h hodnost matice AA' — J,, potom &islo r — h uddvd dimensi priniku
prostori A, a B.

Poznamka 2. Pro prostory stejné dimense plyne z véty 10 bezprostfedné& nasledu-
jici tvrzeni:

Nutnd a postaéujici podminka k tomu, aby prostory U,, B, splynuly, jest, aby
matice A byla ortogondlni; nutnd a postacujici podminka k tomu, aby prostory
N,, B, byly totdlné kolmé, jest, aby matice A byla nulovd.

Nebylo by t&7ké podat pfimé dikazy téchto tvrzeni. (Druhé tvrzeni je tipIné samo-
ziejmé.)
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Vsimn&me si je§té vztahu mezi Ghly prostort U,, B, a mezi dhly jejich ortogo-
nalnich dopliiki. Plati predevsim:

Véta 11. Nehledime-li na nulové iihly, sviraji podprostory a,, U, stejné dimense q
stejné uhly jako jejich ortogondlni dopliiky b,_,, 9B, _,.

Dikaz. Bez ijmy na obecnosti miZeme piedpokladat, Ze ¢ = n — gq. Oznaéme P
dimensi priniku a, n %, a S dimensi sjednoceni a, U U,. Plati, jak znimo 2q =
=P+ S=Z P+ nt.P 229 — n. Ma tedy prinik prostort a,, 2%, dimensi rovnou
aspoti rozdilu dimense prostoru a, a dimense jeho ortogondlniho dopliiku b,_,.
Poloime n — ¢ = r,2q — n = s. Zvolme v R, dv& ortogonalni base

(13) Ay evey Qpy Cpyevey Co byyenny by
(14) Ay, .oy Ayy CqyeensCgy By, .. B,

takové, Ze ¢y, ¢y, .., o€ 0, 0 Uy

Ay ees Gy, Cyyenny G5 JE Dase voa,, Ay, ..., 4y, €450, ¢ je base v U,
by,...,b, je base v b,_,, By,...,B, je base v, ,.

Snadno se nyni nahlédne, Ze aZ na s nulovych Ghlé maji prostory {ay, ..., a,},
{A4y,..., A} stejné whly jako prostory a,, U, Stali tedy dokazat, Ze prostory
{ay, ..., a,}, {4,,..., 4} sviraji stejné uhly jako prostory b,_, = {b;,..., b},
B,_y = {Bys ..., B,}.

Vyjadieme nyni vektory (14) pomoci vektorii base (13). Vzhledem k tomu, Ze plati
(41, ¢;) =0, (B, ¢;) = 0, dostaneme

(15) A= lZ o«pa;  + Y. Bimbm s
=1 m=1
¢ = z OuCr »
k=1
Bi = Z ui,al + z vimbm .
1=1 m=1

Matice X této transformace je ortogonalni. PouZijeme-li pro diléi matice oznadeni
() =0, Bim) =B (05) = Jo (u) =, (i) = v, i, Lm=1,..,r5j,k=1,..,5,
mitZeme rozloZit matici X na pole néasledujicim zpiisobem:

a0 B
X=10J,0
ul v

0 pfitom znamené4 nulovou matici bud typu (r, s) anebo (s, r). Pro transponovanou
matici X’ plati zfejmé

’ ’

X =

/ ’

™ © R

0
I
0

s O &
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Podminka ortogonality pro matici X dava XX’ = J,, X'X = I 1.

ao + BB, 0, au’ + pv’ a'o 4+ uw'u, 0, o'f + u'v _
o J, 0 -7, o J, 0 —J,
ua’ + vf’, 0, uu' + ovv’ Blo+ v'u, 0, B'B+ v'v

neboli
(16) (1) ao’ + B =J,, (W) aw’ + po' =0, (II) ua’ +vp’ =0,
V) wi' +o’ =J,, (V) dae+uu=1J, (VI «f+uv =0,
(VII) Ba+vu =0, (VIO BB+vv=1J.

Z rovnic (15) snadno plyne, Ze plati oy = (4;, a,), Vin = (B;, by). To tedy znamena,
Ze rovnice pro uhly prostord {ay, ..., a,}, {4, ..., 4,} je

(17) o’ — AJ,| =0
a podobné& rovnice pro uhly prostort {b, ..., b}, {By, .... B,}
(18) v — 27, = 0.

a) Predpokladejme nyni nejd¥ive, Ze prostory {ay, ..., a,}, {41, ..., 4,} maji prinik
dimense nula. To podle véty 10 znamena, Ze |aod’ — J,| + 0, a podle vzorce (16,I)
|BB’| = 0 a ziejms také || = 0.

Nyni vynésobenim rovnice (16,1I) matici v zprava dostaneme ow’v + fv'v = 0.
Dosadime-li sem z (16,VI) u'v = — of dostaneme — oo’ + fv'v = 0, tj.

(19) B lad'B = v'v.

Jsou tedy matice aa’, v'v podobné; odtud plyne v p¥ipad& a) dokazované tvrzeni.

b) Maji-li prostory {ay, ..., a,}, {4y, ..., 4,} prinik dimense ¢ # 0, 1ze z rovnic (16)
nahlédnout, Ze prostory §,_,, 9B,_, maji priinik stejné dimense, naceZ se p¥ipad b) re-
dukuje v podstaté opét na pfipad a). Tim je v&ta dokéazana.

Vétu 11 Ize takto doplnit pro pfipad prostori nestejné dimense:

Véta 12. Nehledime-li vedle nulovych uihlii ani na uhly pravé, maji i prostory ne-
stejnych dimensi stejné uhly jako jejich ortogondlni dopliiky.

Dikaz je celkem snadny. Proto ho neprovadime.
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PesromMme

OB VIJIAX JIMHEWMHBIX IIOATIPOCTPAHCTB B E,

YECTMUP BUTHEP (Cestmir Vitner), Ilpara

B paGoTe mOKa3aHO, YTO HCCIEIOBAHHE YIIOB JHHEHAHOro mogmpoctpaHcTsa U,
Pa3sMEPHOCTH F C JIHHEHHBIM ITOJNPOCTPAHCTBOM B, Pa3sMEPHOCTH S B BELLECTBEH-
HOM E, CBOIWTCA NpM IOOXOISAILEM ONpPENEJIEHHH 3THX YIJIOB K HMCCIIEJOBaHHIO
XapaKTEPUCTHIECKOTO YpaBHeHHs MaTpuLsl AA’. Ilputom A — MaTpHIa, COCTaBIEH-
Hasl M3 CKaJISpHBIX NpousseneHuit (a;, by), Tae ay, ..., a, — OPTOHOPMHUPOBAHHBLH
Gacun 8 U, a by, ..., b, — opTOHOPMUPOBaHHLIHA Ga3uc B B,. A’ €CTh TPAHCIOHKPO-
HaBHasi K A MaTpuIA.

Ilpexnme Bcero ynenseTcss BHEMaHHE COOCTBEHHOMY OIIPENENIEHHIO YIJIOB IPO-
crparcTsa U, ¢ MPOCTpaHcTBOM B, ¥ NOKA3BIBAETCS, YTO 3TH YIJIBI B OCHOBHOM
COBIIANAOT C yriamy mpocrpancrsa B, ¢ mpocrpanctsoM U,. [Manee 3mech paccMma-
TpuBaeTCd ciydalf, Korga HEKOTOpbIe M3 PAacCMaTpUBAaCMBIX YIJIOB IpSMble ML
PaBHBI HYJIIO; IPHTOM 3[€Ch DOKA3aHO, KaK 3TH IeOMETPHYECKUE CBOHCTBA OTpaxa-
IOTCS Ha CBO¥cTBax MaTpuusl 4. B KoHITe paboOTH JOKA3BIBAETCS, YTO YIIIBI MEXIY
MOIIPOCTPAaHCTaBAMUA B OCHOBHOM COBIIQAIOT C YIIIAMH MEXIY HUX OPTOrOHAIb-
HBIMHU JOIIOJHEHNAMH B E .

Zusammenfassung

UBER DIE WINKEL DER LINEAREN UNTERRAUME IN E,

CesT™iR VITNER, Praha

In dieser Arbeit wird gezeigt, dass die Ermittelung der Winkel des linearen Unter-
raumes Y, von Dimension » mit dem linearen Unterraum %, von Dimension s im
reellen Raume E, bei einer geeigneten Winkeldefinition sich zur Ermittelung der
charakteristischen Gleichung der Matrix 44’ reduziert. Dabei ist mit 4 die aus den
Skalarprodukten (a;, b,) gebildete Matrix bezeichnet, wo ay, ..., a, die orthonormale
Basisin ¥,, und by, ..., b, die orthonormale Basis in B darstellt. Unter A’ ist diezu 4
transponierte Matrix verstanden.

Zuerst wird die Aufmerksamkeit der eigenen Definition der Winkel des Raumes %,
mit dem Raume B, gewidmet und wird gezeigt, dass diese Winkel im wesentlichen mit
den Winkeln des Raumes ¥, mit dem Raume 2, iibereinstimmen. Ferner wird hier
der Fall betrachtet, wenn manche von den betrachteten Winkeln recht sind oder
verschwinden; dabei wird darauf hingewiesen, wie sich diese geometrischen Fragen
in den Eigenschaften der Matrix 4 abspiegeln. Zum Schluss wird in der Arbeit
bewiesen, dass die Winkel der Unterrdume im wesentlichen mit den Winkeln ihrer
orthogonalen Komplemente in E, iibereinstimmen.
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