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éasopis pro péstovani matematiky, ro¢. 87 (1962), Praha

O JISTYCH LINEARNICH OPERATORECH

VAcLAV DOLEZAL, Praha
(Doslo 6. unora 1961)

Price je vénovéana vySetfeni vlastnosti jisté tfidy linedrnich operdtord;
téchto operétor(i je moZno s vyhodou uZit k feSeni otdzek dynamiky lineér-
nich fysikalnich soustav s proménnymi prvky. Zde uvedené vysledky predsta-
vuji zobecnéni vysledkii price [2].

Bud n = 0 celé &islo; bud D, systém vSech distribuci t&chto vlastnosti: je-li fe D,
pak existuje na (— o0, 00) realna lokalng integrovatelnd funkce F(t), skoro viude
rovn4 nule na (— o0, 0) tak, Ze je f = F™, tj.

) (fio)=(-1y J‘c_o F(t) o™(r)dt, o(f)eK.

(K znadi systém vech redlnych neomezeng derivovatelnych finitnich funkci, srv. (1)
Z vyslovené definice plyne, Ze plati:
a) Ke kazdé f € D, je F(t) uréena jednoznacné az na mnoZinu miry nula.
b) feD,=f =0 na (— o, 0).
¢)Dy,cD, =D,
Bud feD,, k = 1 celé, a necht f = F®. (Zde i v dal§im rozumime pod F onu

funkci, o které se hovofi v definici systému D,.) Je-li 1 < k < n, kladme f(-® = F(n-0)
je-li k > n bud fC9 = F®~M kde

Fob(f) = J (t — 't)k n—1

Distribuci f(-¥ budeme téZ nazyvat k-tou primitivni distribuci k f. Zfejmé plati
tvrzeni
a) Je-li feD,, k=1, pak f® € Dy tn—r.03 -
b) Pro libovolnd celd &isla m, k a f € D, plati
’ (fm)® = fom+i

F(‘E)d‘t, te(—o0, 0).

(Symbolem f® k > 0 rozumime k-tou derivaci f.)
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Bud n = 0; oznadme F, systém vSech redlnych funkci, které maji v <0, oo) spojitou
n-tou derivaci. Ztejmé plati F, o F, o F, o ....
Nechf nyni fe D,, a € F,, n = 0; souéin af definujme rovnici

@ of =3 (- )()(aﬂw" v, f=F0.

Ztejmé plati af € D,. Déle se snadno pfesvéd&ime, Ze soudin af je rovnici (2) de-
finovén jednoznadng, tj. jellin 2 1, fe D,_;, aeF,, a utvofime-li af podle (2) pro
n — 1, dostaneme totéZ, utvofime-li af pro n.

Z definice déle plyne, Ze soudin af j Je bilinedrni vaif.

Diéle plati tato véta:

Véta 1. Bud feD,, f = F® aeF,; pak plati o
3) (@,0) = (=17 [ FOa) o) at, oek.
Dikaz. Podle definice je

(af, ) = <§__; — 1) (Z) (@R, (p) - % (-1 (Z) (a®F, (— 1 ~*p ) =
=(=1) ;( >f:a“"(t)F(t)rp<"“"’(t)dt=(— 1) f :F(t)(a(t)<p(t))<">dt, c.b.d.

Pro dalsi bude uZite¢né nésledujici

Lemma 1. Je-li aeF,.y, feD,, pak je (af) = a’f + af’. (Diikaz plyne bezpro-
stfedng z rov. (2).) Dale plati

Lemma 2. Je-li a, b € F,, f e D,, pak plati
4) a(bf) = (ab) f .

Dikaz. Budte a, b € F, pevné. Rovnost (4) zfejm& plati pro kazdé f € Dy; necht

tedy plati i pro kazdé feD,_;,0 <k —1 < n. Zvolme xe D, a bud y = x"! e
€ D,_,. Podle lemmatu 1 pak plati

a(bx) = a((by)’ — b'y) = a(by) ~ (ab’) y = (a(by)) — da'(by) — (ad") y =
= ((ab) y) = (a’b) y — (ab’) y = ((ab) y)’ — (ab)' y =
= (ab)y’ = (ab)x, c.b.d.

Dale plati
Véta2. BudxeD,, a€eF, ,, 0 < k < m; pak plati

() ax® = éo(—l)iC:) (aPx) %D

Dikaz. Cisla n, m zafixujme; rovnice (5) ztejms plati prZ) ka?dé x € D, a kazdé k,
spliiujici nerovnost 0 < k < m. (To je definice soucinu.) Nechf tedy (5) plati i pro
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kaZdé yeD, |0 < -
1 I -1 < n;zvol = x(-D .
matu 1 platf olme ¥ € D; a bud y = x" Ve D;_. Podle lem

N\ 1 (k) (k+1)
ay =aq +a ,
2 tedy (ay®) y y

ax® = (@) — &y® = 5 (-1 (5)@omyeen = 3 (oY,

Aviak (aWy)*=r+ D) _ (g0 Dy)E=D (06D gmy je vita dokazéna.
Dale zavedeme jisty sougin distribuce a funkce dvou proménnych. K tomu 0111 za-
vedme nésledujici oznadeni:

Bud W,, n = 0, systém viech realnych funkci W(t, t), definovanych v oboru
1 2 T 2 0, které majf tyto vlastnosti: je-li W(z, ©) € W, pak W(t, tymaprot 2 t = 0
. . .5"W(t, r) . [O'W\* . ‘ .
spojitou derivaci T a je | e eF,_;_,proi=0,1,...,n~1; pfitom
. T

symbol H* znagi funkci H(t, t). O&ividné plati W, > W, > W, > ...
Bud dale W(t, 7) € W,, n = 1; fekneme, Ze W(¢, 1) m4 hodnost g, je-lil < g < n
a plati-li

i * q— 1 *
(6) ?-—VX =0 pro i=0,1,...,9 —2; L—VZ +0 v <0, ®).
ot ottt ) ‘

Zamy3leny soudin zavedeme takto: Bud W(t, 1) € W,, x € D,; pak bud

0 =g, 0 (GE) x| P aae, v o,

. . . , (OPWN* —ie v ox
Ziejmé definice ma smysl, nebot ( ) eF,_;_,aX"""YeD,_ ,_,, tak’e vie-
ott : :

chny napsané vyrazy jsou definovany. Z rovnice (7) vyplyva, Ze [Wx] € Doy tn—1.03
a mé-li W(¢, ) hodnost g, je [Wx] €D, _,.

Dile snadno nahlédneme, Ze soudin [ Wx] nezavisi na fadu prostoru D,, do kterého
x patfi (pokud oviem p < n). Vskutku, je-li x = X" Y eD,_;, n 2 1, je zirovedt
x = (XC1)® e D,. Podle (7) pak je '

[Wx] ':g:(_l);(%vg)* xn=i=2) 4 (—1)".‘26—“»-“—;%—12 X(-l)(,t) dr =

n—2 i * t An—1
=T 0 (GE) e oy [ R ) x(e) e,
i=0 T (4]

atn 1

coZ viak je vyraz pro [ Wx], utvofeny nad prostorem D,_,.

Viimnéme si zaroveti, e zavedeny soudin [ Wx] je zobecnénim integralu (o W(t, 1) .
. x(t) dz, nebot pro n = 0 je [Wx] tomuto integralu roven.

Z rovnice (7) je déle ihned zi¢jmé, Ze soudin [ Wx] je bilinearni ve Wa x.

Pro pfislusny funkcional ([Wx], ¢) plati:
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Viéta 2a. Bud W(t,7) e W,, x e D,, x = X®; pak pro kaZdou ¢(t) € K plati
© ) (n)
* (") = (-1 J X(1) { J W(z, 1) o(z) dr} dr.
0 ¢

Diikaz. Pfedng je zfejmé, %e derivace {...}™ je spojitou funkci ¢, ktera je identicky
rovna nule po&inajic n&kterym t, (zvisicim od ¢(£)). Pfitom plati

{ -[ :,, W(z, t) ¢(7) dt}("’ _ 2: <(§_ZV;3(_:—Q)* (p><n—,-_1> + j ja__“_;%_f) o(z) dr .

Pro pravou stranu (H, ¢) rov. (¥) tedy je

(H, ¢) = (—1)* g: b+ (1) f X(t)jw@_“_;f_;ﬁw(f) dr,

h; = j:X(t) ((%T—n:y <p>(n_i_1) dr.

i\ *
Podle véty 1 viak je h; = ((— it <%Tu’_’) X@-i=1h, (p>. Podle Fubiniovy véty
T

kde

dale plati

er(t) (r ?:'_Vggf_i) o(7) dt) dt = JW (Jt %—Q X(1) dt> o(7) dt =

- t - © -0

=(f'ﬁ"_”f(_”l)x(r)dr,¢>.

o Ot
Plati tedy

= F () s o

0

t An
FWE D) ¥y de = [Wx], c.b.d.
ot"
Trivialni je nasledujici
Véta 3. Bud n, k = 0, W(t, t) € W, 4, x € D,; pak pro kazdé celé r, spliujici ne-
rovnost 1 < r £ k, plati
r-1 i * X r
® [x0] = 3 (=1 (5 ) %0 + (-1 [ 5]
i=0 art ot
(Dikaz plyne bezprostfedné z rovnice (7), uvaZime-li, ze x® = X®*+n)
Dile plati
Véta 4. Bud W(t, ©) € W, a necht [Wx] € D, pro kazdé x € D,; bud ddle oft) e F;
potom oW = oft) W(t, ©) € W, a pro kazdé x € D, plati
€) o[ Wx] = [(2W) x] .

Nadto plati: Je-lin = 1 a md-li W(t, ©) hodnost q, pricem? a(t) # 0 v {0, o), pak
a(t) W(t, ©) md rovnés hodnost q.
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Diikaz. Pro n = 0 je tvrzeni véty trivialni. Bud tedy n = 1; bez ujmy obecnosti lze
pfedpokladat, Ze 0 < p < n — 1. Z pfedpokladu [Wx] e DIJ pro kazdé x e D, plyne

*
_(stv. s rovnici (7)), Ze plati (%—W-—) =0proi=0,1,...,.n—p—2 Pro k=
,rl

( )

=1,2,...,n plati ——= , a tedy oW ma spojitou n-tou derivaci podle 7.

’L'

k *
B(th)) =0pro k=0,1,..,n—p—2,a g =
ot

Dale odtud plyne, Ze ay =<

FWN\*
= a(—é—k-) prok=n—-p—1,...,n—1 Jetedy a,eF,_,_, pro k=0,1,...,
T

n — 1, takZe plati «We W,. Podle rovnice (7) mdme pak pomoci lemmatu 2 pro
xeD,:

[(aW) x] = z (=1 (5 (“W)) X011 4 (1 L‘”T"‘;”_) X dr = o[ Wx],
.c. b.d.

Druhé tvrzeni véty se dokaZe zcela stejné.
Obdobna je

Véta 5. Bud W(t, ) e W, «(t) € F,, x € D,; pak plati
(10) [W(ox)] = [(We) x]

kde Wa, = W(t, ©) a(t). Nadto plati: Je-li oft) % 0 v {0, ), n = 1, a md-li W(t, 7)
hodnost q, md i Wu, hodnost q.

Dikaz. Budte W, a pevné; pfedns je zfejmé, Ze Wx, € W,. OCividné (10) plati pro
kazdé x € D,; pfedpokladejme, Ze rovnost (10) plati pro kazdé ye D,_,, We W,_,,
aeF,_,kde 0 <k -1 < n. Zvolme xe D, a bud y = x"V e D,_,. Podle lem-
matu 1 pak plati

[W(ex)] = [W(ay)] = [W((w) — «y)] = [W(oy)] — [W('y)] =
= W*(ay) — [%i—ri (ozy)] — [(We) y] = (W*a) y — [(%:V o, + Woc;) y] =

= (W*a)y — [g(—aw%) y] = [(We,) y'] = [(We,) x], c.b.d.

Posledni tvrzeni véty je zfejmé.
Zavedme nyni nasledujici ozna&eni: Je-li Wy(t, 1), W,(t, ) € W, bud

(11) (W, x W), ©) = J" Wy(t, 2) Wylz, 1) dz; t2c20.

Snadno se lze presvédgit, Ze systém W, je vzhledem k obycejnému scitani a zavede-
nému soudinu (11) nekomutativnim okruhem.
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Nyni plati nésledujici véta:
Véta 6. Bud W, € W, a necht pro kazdé x € D, je [W,x] € D,; bud ddle Wy € W,;
pak pro kaZdé x e D, plati
(11) (Wi [Wx]] = [(Wy x W) x].
Ddle plati
oWy x W)

*
a) Je-li n 2 1 a md-li W, hodnost q,, pak je < o > =0 proi=

=0,1,...,9, — 1.

b) Je-lin, p = 1 a maji-li W, W, hodnosti q,, resp. q,, pak W, x W, md hodnost
q: + 4>-

Dikaz. Pro n = 0 je tvrzeni véty trividlni, jde v podstaté o Fubiniovu vétu. Bud’

i *
tedy n = 1. Jeito [W,x] e D, pro kazdé x € D,, znadi to (stv. (7)), Ze (6 W2> =0

Tl

pro i = 0,1,...,n = p — 2. (Bez ujmy obecnosti miZeme opét pfedpoklidat, Ze
0 < p < n — 1.) Odtud predng vyplyva, Ze W, x W, € W,. Diéle je lehko vidét, Ze
pro kazdé y € D,_, je spln&na rovnost
(12) [W1(W;Y)] = [(Wl w5 y].
Vskutku, v kaZdém ptipad€ je W, e F,_,; je-li Wy %= 0, pak je p =n — 1, a tedy
podle v&ty 5 rovnost (12) plati; je-li W' = 0, pak (12) plati rovn&Z.

V dal$im budte funkce W;, W, pevné. Pfedpokladejme, %e rovnost (11) plati pro
kazdé k — 1 splitujici nerovnost 0 £ k — 1 < n, tj. Ze: jeli W, € W,_, a [W,y] e
e D,, pro ka%dé y e D,_,, pak pro kazdé W, e W,,, y e D,_, plati [W,[W,y]] =

= [(#, x W,) y]. V§imn&me si zéroveti, Ze je¥to W, e W,, je gg—VZ € ‘W,,_1 a tedy té%
T

(—3;"—2 € Wy_;. Zvolme x e D, abud y = x("V € D, _,; podle induk&niho pfedpokladu
T

a véty 3 pak plati:

i) = [ (wey =[5 ])] = Dmow - [ ] 525]] -

T

= [(mW:") y] - [<W1 x a—;?) y] = [(WIWZ*‘ — Wy x %) y] =

__ [(5‘% (W, x Wz)) y]

Na druhé strané opét podle véty 3 plati
i
[(W, x W) x] = (W, x Wp)*y — [(6_1:— (W, x Wz)) y:l ,
a jerto (W, x W,)* = 0, je tim prvni tvrzeni vé&ty dokéazéno.
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Necht nynin = 1a W, ma hodnost q,; z pfedpokladu véty plyne, Ze pak je Wi e
€ W,__.. Podle definice je

’ t
(13) H=W, x W, = J Wy(t, z) Wy(z, 1) dz .
Derivovanim (13) dostaneme
©  o"H t "Wz, 1) :

14 —— = | W(tz)—2>2"2dz pro m=1,2...,q, — 1,

a9 TT=[men T .
m *

a tedy pro tato mje <%;T> = 0, &im¥ je dok4z4no tvrzenia). Je-linyniin — g, 2 1
T

ama-li W, hodnost g,, plati pfedn& 1 < g; < n — q,,tj. g, + g, < n. Ze (14) plyne

0H 0= IW,\* i Wz, 1)
) ZE-ow, 1)( arm_l) + Jth(t, oA

Odtud déle jepro 0 < k £ n — ¢q,:
aqz+kH ak aqz—lWZ *t k—1 ai aqz-ﬁ-k—i—le *T
(16) Pt == %{m( 97021 ) }— EOB?{Wl (};ﬁ-ﬁk-i—x ) } +
g2+ k
fwl(t HTH )

6q+k

aqz+kH
Z(16)plyne ZCJC( > —Opr0k=0,1,---,¢11—2,a

a q2+k

puta-1ly '341—1W1 * [puT iy \*
(a,,_.q1+qz—1) = ( grii— 1t ) ( a2 1 ) *0v <0, oo) i
mé tedy H hodnost g, + g, a tvrzeni b) je dokazéno.

Definujmé nyni funkce U\(t, ©) pfedpisem

(17) Udt, ) =(t—of "k —1)!; k=2,3,...; Uyft,1)=1.
Pak plati

Lemma 3. Je-li k 2 1, fe D,, pak f™% = [U,f].

Dikaz. Bud nejprve 1 <

2 U.k =(=1)Ue;pro i=0,1,...,
at
k-1, ?—a—- = 0 pro i 2 k, mame podle (7)

T

[Uf] = [UF®] = (=11 . (=1L UFO=8 = f-b

Je-h k=2 n + 1, mame
U ' =
[Uf] = (—1) f 2o Far = (-1y j (=1) Up_ F dt = Fo=9 = f-0 | ¢ b.d.
0 0
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Dale budou potfebné nasledujici tvrzeni:

Lemma 4. Bud Ue W,, p > 1 celé; pak plati U x U,e W,,,. Je-li nadtor 2 1
a md-li U hodnost h, pak U x U, md hodnost h + p.

Lemma 5. Bud Ue W,, p > 1 celé; pak plati U, x U e W,. Nadto plati: Je-li
r 2 1 a md-li U hodnost h, pak

1. je-li p+h<r, md U, x U hodnost p + h,
i *

2. je-lli p+ h>r, je <%(Up X U)) =0proi=0,1,...,r— 1.
T

Dutkaz lemmatu 4. Bud H = U x U,. Zfejmé pak plati

=(- l)kf Ut,z)U,-(z,7)dz pro k=0,1,...,p—1,

a_H = (1P Ut 7)

odkud jiZ plynou tvrzeni.

' Diikaz lemmatu 5. Ozname 0} - U, x U. Zfejmé je Q € W,. Bud nejprve p +
k
+ h < r,kde h je hodnost U. Pak platl(aQ> =0prok=0,1,...,h — 1. Déle je

o"U(z, 1) "0 \* *
t,z) ————=dz; |—) = —-U,a,
ot 2) ot ( ot ) i

i;r% — U1, 7) alo) +£U

h— 177\ % ‘
kde a = (‘;Th—_(f) , a tedy plati aeF,_,. Kone¢n& pro1 £ k ~1 < p — 1 plati

Ll e 2w ele) - fa-( 0t (Grrer) )+

arll+k 1 61"—1
h+k—1
J’ {52) 0 U(z, r)d ,

h+k 1

h+k—1 * X h+p—1
Qdtud plyne, Ze (‘;_—_Q) =0prok=1,2...,p—1 a(u) =(=1).

k-1 orhtr-1
- a(t), takZe Q m4 hodnost & + p. Je-li naopak p + h > r, plyne z pfedeslych rovnic
tvrzeni 2.

Déle plati

Véta 7. Budte n, k = 0 celd ¢isla, We W, ,; pak existuje We W, tak, Ze pro kaZdé
x e D, plati S

(18) [Wx®] = [Wx]® .
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Dikaz. Je-li k = 0, je tvrzeni zfejmé; bud tedy k = 1. Podle véty 3 plati
k—1 i
(19) (] = 3 (=1 (20} wemim 4 ([ 22 ],
i=0 it 6‘:

pfi¢emZ je ( an:) € F, - i—1- Podle véty 2 viak Ize (19) psat ve tvaru
T

k=1 . akW
W] = 5 )10 + (1| 2 ],
i=0 T

kde a, e F, .. Podle lemmatu 3 a véty 5 pak je

[7x®] = {z (@ 1o X)TD (- 1)’{"5"1 x]"”}”" - [P,

i=0

kde .
. k-1 . 6kW
W(t, T) = Z Ui+1(t’ T) ak_.i._l(‘r) + (—1) (Uk X "ﬁ) (t, T) N
i=0

olividné plati W e W,, &imZ je véta dokézana.

Ma-li W(t, 7) hodnost, 1ze tvrdit vice; plati

Véta 8. Budte n = 1, k = 0 celd &isla, We W, ,, a nechf W md hodnost q; pak
existuje We W, a celé &islo r = 0 tak, Ze pro vSechna x € D, plati
(20) [Wx®] = [Wx]®,
pridemZ W md hodnostq = r + q — k.

Diikaz. Jeli k = 0, je tvrzeni trividlni. Bud tedy k = 1. Podle véty 3 plati (19).
Rozli§me dva pfipady:

)g=<k, 2)g>k.
V pfipadé 1 mame
Gy = (- 1)( T X (- 1)'°[”V =]

i=g—1 aT

Podle véty 2 1ze psat
@ )= T (et 5],

lq"'

kde a,eF,,, ap_, = (—1)7 (ar‘rl # 0v <0, 0. Podle lemmatu 3 a véty 5

mame z (22) konetnd [Wx®] = [Wx]*~¢* 1), kde
_ k=g . W
Pt 7) = 5 Usnslt,9) axgmd) + (= 1) (U,‘_,ﬁ1 x _a?> (7).

Odividn& W(t, 1) € W,,; déle zfejm& je W* = a,_,, a tedy W m4 hodnost 1. Pfitom je
=k —q+ 1+ g — k a véta tedy plati.
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V pfipadé 2 mame
k k
[7x0] = (=1t | 2 x|, ptitemz W ew,
ot ot*
amai hodnost g — k = 0 + g — k, ¢imZ je véta dokazana.
Podobné je nasledujici véta:

Véta 9. Bud k = 1 celé, We W, méjZ hodnost q; pak existujea € Fy a We W, tak,
Ze pro vSechna x € D, plati

(23) [Wx(")] = (ax + [Wx])(k"q) ,

pfidemz a # 0 v (0, o). (Diikaz je zcela obdobny dikazu véty 8.)
Koneéné bude potiebné

Lemma 5a. Bud We W, a necht [Wx] = 0 pro kaZdé x € D,; pak plati W(t, t) = 0
prot=1=0. '

Ditkaz. Pro kaZdé T = O ziejmé je Qr e D,, Q(f) = 1 pro t€(0, T), Qr(r) = 0
vng (0, T); jeZto zaroveri Qr € Dy, plyne z vlastnosti soudinu [Wx], Ze [WQr] =
= {4 W(t, ©) Qz(r) dr = 0. Pro ¢t 2 T tedy plati [7 W(z, t)dr = 0 a odtud plyne
tvrzeni.

Pfistupme nyni k zavedeni zamyslenych tfid operatord.

Bud n = 0 celé; bud U, systém vSech operatord, definovanych na D,, které maji
tyto vlastnosti: Ke kaZdému 4 € Y, existuje celé &islo k = 0 a funkce We W,, tak, Ze
pro kazdé x € D, je

(24) Ax = [Wx]® .

Symbolem AD, oznafime mnoZinu vSech obrazii Ax, x € D,; zfejm& AD, je &asti
nékterého prostoru D,. Representace (24) neni jednoznalné (plati téZ napf. Ax =
= [(U; x W) x]**1); je-li vak k zafixovano, je v diisledku platnosti lemmatu Sa
funkce W urcena pro t = © = 0 jednoznacnég.

Néasobek operatoru &islem, soudet operatorll a jejich sou€in zavedeme obvyklym
zpisobem. Pak moZno vyslovit véty:

Véta 10. Budte A, Be U,; pak plati A + Be ¥,.

Véta 11. Bud Be ¥,; pak existuje celé p =2 0 tak, %e pro kafdé A€W, plati
ABeY,.

Dikaz véty 10. Bud tedy Ax = [W;x]®, Bx = [W,x]"; je-li k = I, je diikaz
ziejmy. Bud tedy k > [. Pak je

(4 + B)x = ([Wyx] + [Wox]O"P)® = [(W, + U, x W) x]®, c.b.d.

Dikaz véty 11. Bud Bx = [W,x]™, x € D,; ze (7) je lehko vidgt, Ze [W,x] € D, _,
pro ka?dé x € D,; poloZime-lip = m + n — 1,je BD, c D, Je-li pak Ax = [W;x]®,
x € D,, plati (AB) x = [W;[W,x]™]®; podle véty 7 existuje W, € W,_, tak, Ze je
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(4B) x = [W,[W,x]]™*". Podle véty 6 pak plati (4B) x = [(W;, x W,) x]™*9, kde
W, x WyeW,, atedyje ABe¥,, c. b.d.

DileZitou &ast systému U, tvo¥i operdtory reguldrni. Zavedeme je takto:

Bud n = 1 celé; bud U} systém vsech operatorti, definovanych na D,, které maji
tyto vlastnosti: Ke kazdému A € ¥ existuje celé &slo k = 0 a funkce We W, hod-
nosti g tak, e pro kazdé x e D, plati (24). Cislo r(4) = k — g nazveme ¥adem ope-
ratoru A.

Bud ¢ systém vSech operatoril, definovanych na D, které maji tyto vlastnosti:
Ke kazdému 4 e U} existuje celé &islo k = 0, funkee a € Fy, a + 0 v 0, ), a funkce _
We W, tak, Ze pro kazdé x € D, je

(25) Ax = (ax + [Wx])®.
Cislo r(4) = k nazveme Fadem A.
Lehko vidime, Ze plati:
a) AeUy=>r(d) =2 —n;
b) QI::C a‘[m n = 0’ 1:2, s
Vskutku, pro » = 1 je posledni inkluse trivialni; je-li 4 € Y%, plati
Ax = (ax + [W)® = [(a, + Uy x W)x]&D, atedyio 9 < .

Z definice souginu [ Wx] vyplyva (stv. (7)), Ze plati tvrzeni:
Je-li Ae ¥y, pak D, 4 je nejuZii prostor obsahujici AD,. Odtud plyne, Ze fad
operatoru je definovin jednoznaéng.

Pro regularni operatory plati nasledujici vty:

Véta 12. Bud A, B € U a nechtr(A) + r(B); pakje A + Be U} aplatir(4 + B)=
= max [r(4), r(B)].

Véta 13. Bud Be Uy, A€ U}, 5); pak je AB € U¥ a plati
r(4B) = r(4) + r(B). -

Dikaz véty 12. Bud nejprve n 2 1, a necht Ax = [W;x]®, Bx = [W,x]®, kde
Wi, W, maji hodnosti gq; resp. q,. Je-li k = [, je ditkaz zfejmy. Bud tedy k > I.
Pak je ‘

A+ B)x=[(W, + U,_, x W) x]®.

UvaZme nyni pfipady: 1) k — I + g, S, )k — 1 4+ g, > n.

Nastéva-li pfipad 1, pak podle lemmatu 5 je U,_, x W, e W, a ma hodnost
k — 1+ q,.Pfitom podle pfedpokladuvétyje k — q, +£1 — g5, tj. k — I + g, =+ q;-.
Ma tedy W, 4+ U,_; x W, hodnost min [q,, k — I + ¢,], takZe je A + Be U¥
a souasné plati H(4 + B) = k — min[g,, k — I + g,] = max [k — ¢, ] — g,]
a véta plati.
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i *
Nastava-li pfipad 2, pak podle lemmatu 5 je (56——1 (Ug-1 x W2)> =0 pro-i =
T

=0,1,...,n — 1, tak¥e W, + U,_, x W, ma hodnost g5; je tedy 4 + Be U, 2
A+ B) = k — q4. Z nerovnosti 2 vSak plyne k—q; >1—gq, +n— g4 >
> 1 — g,,nebotn — g, = 0, &imZ je tvrzeni v&ty dokdzano. Dikaz véty pron < 0J€
ziejmy.

Dikaz véty 13. 1. Bud nejprve n = 1, n + r(B) = 1, a necht Bx = [W,x]™»
Ax = [Wyx]®, pfiemZ W,, W, maji hodnosti qy resp. 4,. Plati tedy 1 < g, £ 1»
1£q, £m— q, + n,pii¢em% n + m — g, = 1. Dle definice soudinu operatord je
(4B) x = [W,[W,x]™]®. Zfejm¥ plati: Nejuzsi prostor obsahujici [W,x] pro vie-
chnax e D, je D,_,,, nejuzsi prostor obsahujici BD,, je D,,4p—g,- Je tedy Wy € Wpyp—ga-
Podle véty 8 existuje W, e W,_,, a celé &slo r = 0 tak, Ze plati (4B) x =
= [W,[W,x]]**", ptiem? W; m4 hodnost § = r + ¢; — m. Podle véty 6 pak je
(4B)x = [(W, x W,) x]**", kde W, x W, e W, a mi hodnost g + g,. Je tedy
ABeU¥ aplatir(AB) =k +r—g— g, =k + m — q; — q, = r(4) + r(B).

2. Budnynin = O, n + r(B) = 1, a necht Bx = (ax + [W,x])"™, 4x = [W;x]®,
kde a € Fo, a + 0 v 0, o) a kde W; m4 hodnost g,. Plati tedy (AB) x = [Wy(ax +

+ [W,x])™]®. O&ividn& W, e W,,. Podle véty 9 existuje a € Fo, W € W,, tak, Ze plati

(26) (4B) x = (a(ax + [Wx]) + [W(ax + [Wax]))"0*P,
pfitem? a =+ 0 v €0, ). Rovnost (26) vSak lze psét
(4B) x = (aax + [(@W, + Wa, + W x W,) x])m+*=a1) |
a tedy ABe U4 a r(4B) = m + k — g, = r(4) + r(B).
3. Budnynin = 1, n + r(B) = 0, a necht Bx = [W,x]™, Ax = (ax + [Wlx])(")
aeF,, WyeW,, a +£0 v 0, ). Zfejm& zde je m = 0; vskutku, podle pfedpokladu je

n+m—gqg,=0,ajeiton—q,20am20,jem=0,n— g, =0. Plati tedy
(4B) x = (a[Wyx] + [W,[Wox]])® = [#x]®, kde W = aW, + W, x W,. Podle
i *
véty 4 m4 aW, hodnost g,; snadno dile zjistime, Ze je <% (W1 X W2)> = 0 pro
_ T

i=0,1,...,g, — 1(stv. s dikazem druhého tvrzeni véty 6), tak¥e W m4 hodnost g,.
Je tedy AB e U a plati r(4B) = k — q, = r(4) + r(B).

Diikaz posledniho p¥ipadu, kdy n = 0, n + r(B) = 0 je zcela ziejmy.

Nyni plati nasledujici véta: :

Véta 14. Bud We W, a;eF,.;,i=0,1,..., m; bud operdtor A definovdn na D,
rovnici
(27) Ax = apx™ 4 @, 1 x™7Y L+ agx + [Wx];
pak plati A € ¥,. Je-li nadto a,, % 0v 0, ), pak Ae Uy a je r(4) = m..

Poznamenejme, 7e tvrzeni véty 14 obraitit nelze, tj. je-li A e, pak obecné neni
moZno A representovat rovnici (27).
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Dikaz. Podle véty 2 1ze psat
Ax = (@)™ + (b 9)™ D + ... + (box) + [Wx],

kde b;eF,, . Odtud plyne jiZ zndmym zpisobem, e je Ax = [Hx]™* Y, kde H =
= U, a,(1) + Uy bpy_1(7) + ... + Upay bo(7) + Upsq x W, nebo

{28) Ax = (ayx + [Ox])™,

kde @ = Uy b,—4(t) + Uy by—a(2) + ... + Uy, bo(7) + U, x W. O&ividn& He W,
a tedy 4 € U,. Druhé tvrzeni: Bud nejprve n = 1. Zfejm& H* = a,,, takZe H m4 hod-
nost 1. Je tedy Ae U} ar(4) = m + 1 — 1 = m. Je-li n = 0, plyne tvrzeni z rov.
(28). -

Zavedme nyni oznaleni: Bud We W, a kladme W** = W*¢~D x W, k =
=2,3,4,..; W = W.Jsoulik, r = 1 cela &isla, o&ividng plati

W** x WXr = wx&n
Pro dalsi budeme potfebovat nésledujici vétu:
Véta 15. Bud We W,; pak existuje jedind funkce H € W, pro kterou plati

(29) H+W+HxW=0.
Nadto plati

o
a) H =Y (—1)' W*!, pficem? Fada konverguje stejnomérné v kazdém troj-
i=1

uhelniku 0 £ 1 £t £ T<oo;

b) He W,;

¢) je splnéna rovnice
(30) H+ W+ WxH=0.

Dikaz. Definujme posloupnost funkci H, rovnici
(31) H=-H_ xW-W; k=2,3,...; H =~W.
Ocividng H, € W, pro kaZdé k = 1. Lehko se lze dale pfesvédéit, Ze je
(32) H,=Y(-1)'W; n=12,...

i=1
Ozna&ime-li M = max |W(1, 7)|, snadno se dokéZe, Ze plati
O0ststsT

(33) IW*"(t, 7)) S Mt — " YY(n —1)! pro 0St<t<T, n=12,..

[oed 0
Jsou tedy &leny fady Y, (— 1)} W* ! majorisovany &leny konvergentnifady Y. M"T" !
i=1 n=1

:(n — 1) = Mexp (MT), tak¥e predchozi fada konverguje v trojihelniku 0 <
< t £ t < T stejnomémé. Podle rov. (32) tedy plati H, - H stejnom&rng, a tedy
He W,. V disledku stejnomérné konvergence plati dale pro kaZdou dvojici 0 <
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<t<t<T %e H, x W— H x W, takZe z (31) méme pro k »o0: H = — H x

x W — W; je tedy sestrojena funkce H feSenim rovnice (29). Obdobnym zpilsobem
1ze dokazat jednoznaénost.
DokaZme nyni c). V disledku stejnom&rné konvergence mame

Wx H=Wx (2(-1) W=
i=1 .
=Y (=) Wxwi=Y (-1) WD = N (= 1)) W' - W= —H-W,
i=1 i=1 i=1
coZ viak uZ je (30).
Zbyva dokazat b). Je-li r = 0, je vie jasné. Bud tedy r = 1. Snadno nahlédneme, Ze

plati tvrzeni: Je-li He W,, 0 < p <r — 1, pak je téZ He W, ,,. Vskutku, je-li
H e W, plyne z (29):

o’H orw Pl ok A AN oW

34 B __ My g ) g x 2,
(34 ot? at? kgo ot* { ( gtk 1 ) } at*
p+1

Pravé strana (34) viak ma spojitou derivaci podle 7, takZe existuje 6—"—:; z pfedpo-
T

q

*
kladu H € W, dile plyne, ze (%%I—> €F,_4-yprog=0,1,...,p — 1. Z(34) viak
T : .

mame

IH\* DIW\ * q-1 ( 5k aq-k—lw'*t *
(33) (81") (61") kgo {61"( (6‘:""""1) )}
pro g =0,1,...,p — 1. Nejvys§i. derivace H figurujici na pravé strang (35) je
TTIHN\* 01T TH\* . O'H\* ‘e
(61‘1"1> . Jezto ale (51"‘1> eF,_,, je podle (35) dokonce (%) eF,_,. Plati
tedy He W, ,, a nale tvrzeni je dokazéno.

Jezto jsme d¥ive ukazali, Ze H € W, plyne z naeho tvrzeni H € W,, c. b.d.
DokaZme nyni nasledujici dileZitou vétu:

Véta 16. Ke kazdému A € UF existuje operdtor inversni, tj. existuje operdtor A~ 1,
definovany na D, ., tak, Ze je A™'A =InaD, A4~* = I na D, 4y; Dfitom plati
A_l € Q[:.*_,.(A) a T(A—l) = - T(A).

Dikaz. Bud nejprve n 2 1 a necht Ax = [Wx]®, kde We W, a ma hodnost g.
Podle véty 3 plati pro kazdé xe D, _, '

(G6) ' [Wx@] = a(x + [Wx]),
kde
AN .1 4
— (1 (7 — (=
a=(-1y <614_1> #0v0,), W="(=1—2.

Ptitom jeaeF,_,atedyWe W._o
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Definujme operatory A4,, 4,, A; predpisy
Ax=x® na D,_,,
Ax = a(x + [Wx]) = [Wx?®] na D,_,,
Ayx =x"? na D,.
Otividns A, e U*_, A, e U*_ A, e U, aplati A = 4,4,4,.
. Bud nyni H e W,, vyhovujici rovnici H + W + H x W = 0; podle véty 15 pak
plati He W,_,a H x W =W x H.

Sestrojme nyni operatory B,, B,, B; pfedpisy:

Bix =x9 na D,_,,

a a, a a
B3x = x("‘) na Dk+n—q .

Ztejmé plati By e Uy, B, e Ur_, By e U ps 7(B1) = q, 1(B;) = 0, 7(B;) = — k.
Utvofme operator B = B,B,B;; podle véty 13 je Be¥;,,_,, (B)=q — k=

= — r(A). Stanovme nyni BA = B,B,B;A,A,A;. Zfejmé plati By4, = na D,_,,
B,;A; = I naD,. Déle platina D,_,:

~ 1
(Bata)x = Zax+ D7) + [ 1 (G e + 7)) | -
a a
=x+[(W+H+HxW)x] =x,
takZe B,A, = I na D,_,. Plati tedy BA = I na D,.

Stanovme dale AB. Zfejmé plati A;B, = I na D,_,, 4,B; = I na Dy,,_,. Dile je
na D,_,:

os=efre o] o G-

=x+a[(H+W+WxH)<§x>j|=x,

atedy A,B, = Ina D,_,. Plati tedy AB = I na Dy4y—g atudizB = 477,

Bud nyni n = 0 a nechf Ax = (ax + [Wx])®, kde aeF,, a 0 v <0, ), a
We W,. Zde kladme

Ayx = x® na Dy, Ayx=a(x + [Wx]) na Dy, kde W=a 'W.

Opét je A = AA,. Oznacime-li dale H € W, YeSeni rovnice H + W + H x W = 0
a sestrojime-li operétory

B;x = lx + l:(H i) x]-na D,, Bx=x("® na D,
a a,

pak stejné jako prve snadno dokéZeme, Ze B{B, = A~ Véta je dokazéna.

212



Viimn&me si na tomto misté, Ze z véty 16 plyne tvrzeni: Budte n = 1, k = 0 cel4,
a nechf We W, ma hodnost g; je-li fe D,_,.,, pak rovnice [Wx]® = f m4 v pro-
storu D, jediné feSeni.

Poznédmka. Zavedené operatory nejsou spojité v distributivnim smyslu, tj. je-li
X X; %, x€D,, k=1,2,... a A€, neplyne z toho, Ze Ax; — Ax. (Jsou viak
spojité podle normy, jak ukdZeme pozdgji.) Vskutku, bud «(f) realné funkce, majici
v (— o0, o) derivace viech ¥add, pro kterou je oft) = Oprot < 0,a(f) = 1 prot 2 1.
Bud dale r = 0 a necht distribuce f;, jsou definovany pedpisem f; = k” cos k(t — 2);
k =1,2,...;zfejmé plati f, — 0 a tedy téZ g, = af; — 0. Nadto je g, € D,. UvaZujme
operator 4 € A,, definovany rovnici Ax = ax, kde a € F, a je definovana rovnicemi
a(t)=1~— |t — 2| pro |t — 2| £ 1, a(t) = 0 pro |t — 2| > 1. Pak plati

(4gs @) = f a(t) a(t) £i(2) (1) dt .
Zvolme funkci (1) € K tak, Ze je ¢o(t) = 1 na <1, 3). Potom plati
1
(Ags, @0) = J\ (1 — |t]) k" cos kr dt = 2k"*(1 — cos k) .
~1

Je-litedy r = 2, posloupnost (4g;, ¢,) nekonverguje a tudiZ neplati Ag, — 0.
Ptistupme nyni k normovdni prostorii D,,.
Bud n = 0 celé, a necht feD,, F = fC"; funkei ||f]l, = [ |F(z)| dz nazveme
normou distribuce f v prostoru D,. Zfejmé& | f|l, je nezdporna neklesajici funkce;
snadno se lze dile presvéddit, Ze plati tvrzeni:

Je-li f, g € D,, o rediné &islo, pak plati

1) IIfll, = O (¢. pro vsechna ?) tehdy a jen tehdy, kdyz f = 0,

2) lof I = led - £ s

3) If + glls < 11 + lglln

Diéle plati toto lemma:

Lemma 6. Bud fe D,, k = 1 celé; pak plati | flnsx < 11, - /K.
Dikaz Bud F = f°"; pak je té% f € D, @ jé

= { (=) g da}("+k),

o (k—1)!
takZe
e = [ J’(’(—k‘_ﬁ%—lp(a) doldr = j ( j (’(k _")k)f IF(o) da) dr <

3

o
d =—||f”n’ c.b.d
s 1) 171 () d < 11, J i -
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Déle plati:

Lemma 7. Bud f e D,; pak plati:

1) je-li kZ = n, je |f®lpse = 1flns

2) jeli k< = n, je [f®llo < [fll. ™% 7"[(— k — n)!.

Tvrzeni 1 plyne p¥imo z definice, diitkaz 2 je obdobny dikazu lemmatu 6.

Budte f;, fe D,, k = 1, 2, ...; fekneme, Ze posloupnost distribuci f, konverguje k f
podle normy prostoru D, (coZ ozna&ime symbolem f; == f v D,), jestliZze je | f — fill, =
— 0 pro kazdé t = 0.

Viimnéme si, Ze v disledku toho, e norma je nezdpornou neklesajici funkci, kon-
verguje posloupnost funkci || f — fill, stejnomérné na kaZdém koneéném intervalu.

Z vlastnosti normy plyne okamZité tvrzeni: Konvergentni posloupnost v D, md
pravé jednu limitu. )

Jednoduchym disledkem uvedenych vlastnosti normy se jevi

Lemma 8. Bud f, = f, g, == g v D,, a necht ¢iselnd posloupnost A, — A; pak plati

D) fit+g=f+gvD,

2) '{kfk—:‘:lf v Dnr

3) 1fella = 11 -

Nyni plati:

Véta 17. Bud f;, = f v D,,; pak plati:

a) je-li m celé, je f]EM):f(”I) v Dmax [n+m,0]>

b) je-lir = 0 celé, je fy = f v D4,

Dikaz. Je#to je ||fi — fll, = 0, mame podle lemmatu 7 pro m = '— n: | fi™ —
= Nmin = Ife = fla = 0. Jedlim < — nje |ff™ — f™lo S Ifi = flla- 77"
:(— m — n)! > 0, a tedy a) plati. Tvrzeni b) plyne bezprostfedné z lemmatu 6.

Pozndmka. Snadno nahlédneme, Ze plati tvrzeni: Je-li f, == f v D,, pak plati
v distributionim smyslu f, — f. Vskutku, je-li f, == f v D,, zna&i to, Ze [§ |F(t) —
— F(7)|dt - 0, kde F, = f{™™, F = f""; aviak

f ;(Fk(t) _ F(e)de| < J: IFy(s) — ()l dz - 0.

tak¥e F{ X(t) > FCU)(f) stejnom&m& na kaZdém konetném intervalu. Je tedy
i v distributivnim smyslu F{™ — F(-D, odkud n + 1-nasobnou derivaci plyne
fe—= f. ,

Vyslovené tvrzeni obratit nelze, jak ukazuje pfiklad posloupnosti f;, = a(t) cos kt —
- 0 (a(f) m4 derivace viech F4dd a je a(f) =0 pro 1 <0, 0 < a(f) < 1 pro 0 <
<t < 1,a(t) = 1 prot = 1), pro kterou je f; € D, aviak

Villo = J’ la(s) cos k| dt — 2 fa(r)dfﬂ bro 0.
0 mTJo
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Nyni plati:

Véta 18. Bud A € Y,; pak existuje celé m = 0 tak, Ze ke kazdému p = m lze najit
nezdpornou funkci M (1), kterd je koneénd na 0, ) tak, e pro ka?dé x e D, plati
| Ax)l, < M,|x|,. Je-li nadto A reguldrni, je m = n + r(4).

Diikaz. Bud Ax = [Wx]®, We W,. Z definice souinu [ Wx] plyne (srv. se (7)), ze
moZno psat : , :

. 6]
(37) [Wx]® = {aX +f w(t, ) X(7) d‘t} , X =xt",

0

kdep=m,0<m < k + max[n—1,0], aeF,, We W,. Plati tedy
t T A
1Ax], = f a(z) X(7) + j W(z, ) X(o) do
0 0

Oznatime-li «(f) = max |a(z)l, o(f) = max |W(t, 7)|, plati
ost=st ostst

=

dr.

IIA

JAxll, < o) J ;]X(t)l dr + f ;w(r) ( J ;;2@1 da> d%
< (oc(t) + f ,w(t) d1> . j ;lX(r)] dt = M,|Ixl,, c. b.d.

0
Posledni tvrzeni véty je ziejmé.
Bezprostfednim disledkem pravé dokizané véty je véta:
Véta 19. Kazdy operdtor A € U, je linedrni a spojity podle normy, tj.
1. pro ka%dé x,, x, € D, a redlnd &isla oy, o, plati
A(alxl + (szz) = al(Axl) =+ az(sz) )

2. existuje celé m = 0 tak, Ze pro kaZdé celé p = m a kaZdou posloupnost
x, == x v D, plati Ax, == Ax v D,

Diukaz. Tvrzeni 1 plyne pfimo z linearity soucinu [Wx]; 2.je-li x, == x v D,, mame
podle véty 18

lAx, — Ax|, = [|4(x, — x)I, < M,|x, — x[, >0, c.b.d.

Bud nyni 4 € %, a bud {M(f)} systém viech funkci, o kterych se hovofi ve vét 18
pfi pevném p; funkci || 4] ,, definovanou pfedpisem

(38) 41, (f) = inf M}(t), t>0,

nazveme normou operatoru A v prostoru D,
Z definice pfimo plyne, Ze pro kazdé ¢t > O plati
(39) l4xl, < 140, - Ixl,, xeD,.
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Uziteéné bude nasledujici lemma:
Lemma 9. Je-li A € ¥, pak pro kazdé t > 0 plati
(40) 41, = sup [|4x],,
xeM

kde M je systém vsech téch x € D, pro kterd je || x|, (f) < 1.

Dikaz. Zvolme pevn& ¢ > 0; hodnoty norem v bod€ ¢t oznatme pro struénost
&arkou. Z definice (38) plyne, Ze ke kaZzdému & > O existuje x, € D, tak, Ze je
(41) I4x 0, > (1415, = &) x5 -

Lehko je vid&t, Ze &islo ||x, ], > 0. Kdyby totiZ bylo ||x, ||, = 0, bylo by podle (41)
[ Ax,ll, > 0. Jeito viak zarovedl je [|Ax|, = M} |x|l, pro kazdé x € D,, bylo by
ll4x, ||, = O, coZ je spor. Sestrojme distribuci x; = (lx4/l,) " x; € D,. O¢ividng je
x|l = 1. Pomoci (41) méme pak

1

lAx,[l, = ] X4 L = —— [ 4x4ll, > 14l — ¢.
nxlnn

1 oy
%11l
Je tedy

sup |l Ax[, = |Ax,ll, > 4], —e, atedy sup [dx[, = [4],.

lIxlln=1 lIxlin’'=1

Na druhé strané ze (39) mame sup [Ax|, < |4l coZ ve spojeni s pfedchozi
lIxlln"'s1

nerovnosti dokazuje lemma.

Z lemmatu 6 a 9 ihned plyne

Lemma 10. Bud Ae¥,, |Al, jeho norma v prostoru D,; pak pro kaZdé celé
k 2 0 platf | Al,+x < A, - Pk

Pro definovanou normu operatoru plati tvrzeni:
%

Lemma 11. Budte A, B € Y,; pak plati:

a) || 4], = 0 (¢j. pro vsechna t > 0) tehdy a jen tehdy, kdyZ A = 0,

b) pro kaZdé rediné A je |AAl, = |A] . |All,,

c) existuje celé m = O tak; Ze pro kazdé q = m je

4 + Bll, < A}, + Bl -

Diikaz. a) Je'li A = 0, zfejme || 4], = 0; je-li naopak || 4], = 0, plyne z rov. (39),
Ze pro kazdé x € D, je | Ax[|, = 0, a tedy podle vlastnosti normy distribuce je Ax = 0,
tj. 4 =0.

b) Podle (40) je

I24]l, = sup [(A4) x|, = sup |4] . |4x], = [4] . | 4], .
xeM xen

c) Jezto podle véty 10 je opét A + B e U, existuje m’ tak, %e A + B je normovan
v kazdém prostoru D,, p = m’; existuje tedy m tak, Ze viechny operatory 4, B,
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A + B, jsou normovany v D,, ¢ = m. Podle (40) a vlastnosti normy distribuci
pak je

A + B, = sup (A + B) x|, < sup (4], + Bx|,) < |4l + IBll,,
xeM xeM

c.b.d.
Dile plati

Lemma 12. Bud B € 2, normovdn v prostoru D,, a bud A € %, normovdn v pro-
storu D,; pak plati |AB|, < |4, . |B],

Diikaz. Zfejmé soudin AB ma smysl; podle definice normy plati pro kazdéx € D,
I(4B) x|l, = 1 A(Bx)l; < I 4llg - IBx|l, < 4]l - IBl, - Ix]
takze )
I AB||, = sup I(4B) xlg < 4], - IBl,, c-b.d.

Z lemmatu 12 plyne tvrzeni: Je-li A € U}, pak |Ally+ra) > O pro kazdé t > 0.
Vskutku, 4 je zfejm& normovan v. D,y .4y, @ 471 € Upy 4y je normovan v D,; je
tedy

147 Al = Ml =1 < 147, - 1 Alntrcay »
odkud plyne tvrzeni. ’

DosaZené vysledky pouZijeme nyni k odvozeni né&kterych odhadd pro pfiblizné
konstrukce inversniho operatoru. Jak je patrno z diikazu véty 16, redukuje se kon-
strukce A~ v podstaté na inversi operatoru 4 e ¥y tvaru Ax = x + [Wx]. Zde po-
slouZi nasledujici trivialni véta:

Véta 20. Budte A; =1 + A, e UF, kde Ax = [Wix], i = 1,2, a nechr 14l < 1;
pak plati

- - A — A
(42) A7 — A7t s s Al
(T = Ay (1 = 142]l)

Dikaz. Bud yeD, a nechf A,x; = x; + 4;x, =y, A%, = x, + Ayx, = y.

Pak je x; — x, = (4, — 4,) x; + Ax(x, — x,); pro normy tedy plati

(43) lxg = %2k = “;12 - 21"1: Xl + "22";; Alxy = x5l -
Zaroveii je
(44) %l = 1= dyxg + yle < MAgle- 1%l + 190 -

Ze (43) a (44) mame

14y — 4,
= (1A l)(t = 1421,
Jezto viak x, — x, = (A7' — A4; ) y, plyne z posledni nerovnosti pomoci lemmatu 9
ihned odhad (42). ‘

Konstrukei inversniho operatoru lze's vyhodou uskuteénit v prostoru D,. K tomu
cili poznamenejme, Ze plati tvrzeni:

lxy = xallx < (1 iyl
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Je-li A € AT, pak Ize A representovat rovnici
(45) Ax = {a(xC™ 4 [Wx("0]) e
kde aeFy, a +0 v 0, ), We W,
(Dtkaz plyne bezprostfedné z definice regularniho operatoru pomoci (7).)
K odvozeni odhadu zavedme je$té toto oznadeni: Je-li We W,, bud |W|(f) =

= max |W(t, 7)|; je-li a € Fy, bud ||a||(t) = max |a(c)|. Pak plati nasledujici v&ta:
osest : 0sest :

Véta 21. Budte A, A, € YT a necht je

(46) CAgx o= {a (x4 [P =12
pak plati ‘
(47) AT — 471, <

< <na;1 TN naf,énfnwl — W, dr;expj 17, 4 dr>.expj Wyl e
(V] 0

0 .
(Plati bud prvy nebo druhy index.)
K ditkazu uZijeme nasledujici, dobfe znadmé tvrzeni:

Lemma 13. Budte u(1), v(t) funkce, integrovatelné na kazdém konecném intervalu
<0, T, h(t) nezdpornd a neklesajici pro t 2 0; je-li pro kazdét > 0

u(t) < h(t) + J;u(t) o(t)dz,

pak plati

0
Dikaz véty 21. Bud f € Dy, F = f(7*™, a budte x,, x, € D, distribuce, spliiu-
jici rovnice A;x; = f, A,x, = f. Podle (46) tedy plati pro X; = x{™™:

(48) X4 + J"Wl(t, ) X,(%) dt = F(ifay(1),

u(i) < (i) exp f o7) dr.

X,(t) + 'r Wy(t, 7) Xo(t) dt = F(t)/ay(1) .
Z rovnic (48) plyne ’

X, - X, = _f' Wi(X: — X,)de —f'(w1 ~ W) Xpdt + (a7t — a5') F,
takZe je ’ ’

[ X,(6) — Xo()l dr <

< f Al f‘lxl(o) — X,(o)l dodz + f A flxz(o)l do dr +

+ fla;‘(r) — az;(x)] . |F(7)l dz.

0
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Je#to norma || x|, je neklesajici funkci, moZno posledni nerovnost psat

Ixy = %l < f W) Iy — xa(5) A + 1210 f 1, = (2 ds +
0

+ llagt = az () - 1S lnen -
Odtud pomoci lemmatu 13 plyne
“) Iy — %l S

< (na;l — a7 S lpen + N2, f 1w, — Wali(2) dr)-exp Lllwlll(r) dr.
0

Z druhé rovnice (48) mame podobné

Il < J IW,1(2) - [x0(2) A2 + 1031+ [F s
odkud pomoci lemmatu 13 obdrZime
(50) %20, £ llaz || (1 flln+n CXPJ l Wz”(T) dz.

Dosazenim (50) do (49) a pouzitim rovnice X; — X, = (47" — 4; 1)f dosta-
neme pomoci lemmatu 9 ihned odhad (47).
Uvedme nakonec jesté jeden dosti ostry odhad. Plati

Véta 22. Bud A € U}, Ax = {a(x"" + [Wx""])}"*?; nechr B, € Y., je defino-

vdn rovnici
1 1 ™
Bx ={=x("hb 4| Q,[=xt"""h s
a B a

kde Q, = Z( 1)! W*¥; pak plati

(51) 147" = Byll, < a(t) (exp (t M(9) — Z(tM(t))"/k')

‘kde
oft) = max [a (o), M(1) = max IW(E, )l -
<¢=<

Dikaz. Stejnym zpﬁsobem, jako to bylo provedeno v dikazu vety 16, se 1ze pre~
sv&ddit, Ze operator B, definovany na D, pfedpisem

(52) Bx = {1 x(7n-h) 4 I:Q (El_ x(_”_h))]}(n) ,
a a

kde Q = ) (—1)' W™/, je pravé A~ Bud tedy x € D, ,, X = x{"""; pak plati
i=1

A™'x — Bx = [(Q ~0) (1 x(-n-m)](") -

{.f Q%) - 0.z, 7)) ()X(r) dr}(n).
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Plati tedy
dz.

* 1
A"'x — Bx|, = 0(z, 6) — 0,(z, 6)) — X(0) do
1475 = Bxl, = [ | [ (005 ) = 04,0) 55 X)
Oznatime-li g() = max [Q(& 1) — Q& n)l, «t) = max |a~'(z)|, mdme z po-
o=t 0=t

sledni rovnice

(3) (4~*-B)x], = J‘;q(t) o) 'ElX(a)I dodr < oz(t)llxll,,‘”, . J\;q(r) dr.

Dile plati @ — Q, = ¥ (— 1)) W*¥; podle rov. (33) tedy plati pro kazdé
nsfst et

19(¢, 1) — Q& )l éiiMi(t)lé =G - D

4

Bud nyni 0 < 7 < t; pak je

La9)s 3 M@ THE- DS T M. G- 1) =

_ M(3) {exp M(i) © —g M) . it}

Qdtud je

jtq(r) de < exp M(i) t — 3 M(d) it
0 i=o

Dosazenim do (53) plyne okamZit& odhad (51).
Zavérem vénujme jesté n&kolik slov aplikaci vyloZené teorie k feSeni integro-
diferencialnich rovnic. Bud tedy d4na rovnice

(9 S+ [ Wi s de =1,

kdea,eFp,k=0,1,...,n,a, % 0v{0, ©), We W,,aredlnadisla co, ¢, ..., Cy1-
Je-li f € D,, fekneme, Ze distribuce x je feSenim rovnice (54) pti pocateCnich pod-
minkach ¢y, ¢y, ..., ¢,—1, jestliZe

1. x patfi do n€kterého prostoru D,,
2. je splnéna rovnice

(35) . a,(x® —kfciéé"""’-’) +[wx] =7,
k=0 i=0

tj. viechny soudiny na levé strang (55) maji smysl a jejich soudet je roven f.

Snadno lze pak dokazat, Ze plati nasledujici tvrzeni:
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Je-li f redlnd, v <0, co) spojitd funkce, pak kazdé klasické Feseni x(f)*) rovnice
(54), definované jako x(t) = 0 pro t < 0, je zdrovesi distributivnim FeSenim (54) pFi
stejnych poédteénich podminkdch, klademe-li f(t) =0prot<0.

Pomoci uvedené teorie lehko dokdZeme nasledujici vétu:

Véta 23. Bud a, + 0 v {0, ); existuje-licelé m = — n tak, Ze je a; €F,

max [i+m,0]>

i=0,1,...,n, We W, (mop Pak pro libovolnou distribuci f € D,.,, a libovolnou
soustavu poldtecnich podminek cg, Cy, .., C,—1 existuje jediné FeSeni rovnice (54),
pricemZ je x € D,y (m,07-

Dikaz. Necht tedy takové m existuje, a uvaZme nejdfive pfipad, kdy m = 0; pak
k-1
je a;€F;ym i =0,1,...,n, We W, Pak maji smysl soudiny a, ¥ ¢,05 "V pro
i=0
k =1,2,..., n, takZe rov. (55) moZno psat ve tvaru
n n k-1 .
(59 $ o + W] =1 + Lo e,
k=0 k=1 i=0
Otividn& prava strana g v (56) patfi do D,,,; podle véty 14 je viak mo#no levou

stranu (56) psat jako Ax, kde 4 € Uy, r(4) = n, takZe podle véty 16 je x = A" g€
€D,, c.b.d.

Bud nyni —n £ m < 0 a poloZme —m = r; pak je a;eFyproi=0,1,...,r;
a;eF,_,proi=r+1,..., n; We W,. Zavedme substituci
7 x =y + PH,,
kde
P =r—zt)cpt”/p! , YeD,,
P

Hy(f)=1 pro t>0, Hot)=0 pro t<0.

Derivovénim (57) nalezneme
q-1 R
(58) x@ =y 4 PO+ ¥ 587D pro g=1,2,....r,
i=0
' r—1 .
x® =y L S esEY prok=r+1,...,n.
i=0

Dosazenim do (55) obdrZime
(59)

k-1 r
Y a(y* = ¥ edgT ) + ¥ a(y*T” + POHo) + [WO” + PH)] =1
i=r k=0

k=r+1

1) Funkci x(¢) nazyvame klasickym feSenim rovnice (54), jestlize x(f) Md'y {0, @) spojitou
n-tou derivaci, (54) je splnéna v kaZdém bod& <0, o) a'plati-li x(D(0) = ¢ I =0,1,... ,n— 1.
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k-1
Ziejmé souliny a, 3" ¢,6% 'Y maji pro k = r + 1, ..., n smysl, takZe (59) mozno

i=r

psat ve tvaru

(60) Ya.o® + [Wy] =g,
k=0
kde

r—

W(t, <) = Z:ak(t) Uit ) + (W x U) (1, 1),

k=
n k-1 r
g=f+ Y aycof " - ¥ aP®H, - [W(PHy)].
‘ k=r+1 i=r k=0
Z téchto rovnic plyne, Ze g € D, _, a Ze leva strana (60) je Ay, kde A € U7; existuje
tedy jediné y = 4~ 'g e D,, vyhovujici (60), a tedy podle (57) i jediné x, spliiujici
(55). Véta je dokazéna.

Literatura

[1] I'anvnepur H.: Beeperue B Teopmro 0600mennsix dynximit. M3n. mHocTp. mar., Mocksa 1954.
[2] Dolezal V.: Uber eine Klasse linearer Operatoren. Cas. pro pést. matematiky, 86, 1961,
200—232.

Pe3romMe
OB OIIPEJNEJEHHBIX JIMHENHBIX OIIEPATOPAX

BAIIJTAB IOOJIEXAJI (Véclav DoleZal), ITpara

CraTes DOCBsIIeHa MCCIENOBAaHHIO OIpPEENEeHHOro Kjacca JIMHEHHBIX onepaTo-
POB H IIpefCcTaBisieT co6oi 0606menHe pe3ybTaToB paboTs! [2].

Ilyctes n = 0 — nenoe; mycts D, — cacTema Bcex 06001UeHHbIX DYHKIMHA, KOTOpHIE
obnamaroT cnenyrommM CBOMCTBOM: IJg BCsAkoro x € D, cyuiectByer Ha (—- o, oo)
onpeleJIeHHas BEIECTBEHHAs JIOKAIbHO HETerpupyeMas GYHKIUs X(¢), HOYTH BCIOAY
paBHas Hy1r0 Ha (— o0, 0) Tak, 910 x = X™. Ilycrs, nanee, F, cucrema Bcex Bewe-
CTBEHHBIX QYHKIHH, KOTOpHIe KMEIOT B {0, 00) HEIPEPHIBHYIO IIPOU3BOMHYIO n-TOTO
nopsnka. Haxonen, mycts W, CHCTeMa Bcex BelUECTBeHHBIX (yHkmmi W(t, r), omnpe-
TW(1, )
—_

IeJEeHHBIX g t 2 T = 0, KOTOpBIE HMEIOT HENPEPHIBHYIO IPOU3BOIHYIO e
T

w(t
npHieM (5_7%(_:i)> €F,_;_, ms i=0,1,...,n — 1. PaBencrsom (2) ompene-
T =t

nfeTCA Torga mpomssenerme ax, a(t) e F,, x € D, u pasencreomM (7) mpousseneHde
[Wx], rme W(t,t) e W,, x € D,. Teopemamu 2 —8 maroTcs OCHOBHBIE CBOKHCTBA IIpO-
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mBemeHus [Wx], koropkle (opManbHO AaHAJOIFYHBI CBOMCTBAM HHTerpaja
Jo W(t, 7) x(z) dz.

Iycrs Y, — cucrema omepatopoB A, ompemeneHHBIX Ha D, paBeHCTBOM Ax =
= [Wx]®, xeD,, k = 0 uenoe; ecimx, kpome Toro, dyrkmms W(t, ) BBIONHSET
yenosust (6), TO onepaTop A Ha3HIBACTCSI PErYJISPHBIM H OIPEAENSIETCS €r0 MOPSIOK.
Teopemamu 11 —13 marorcs cBOHCTBA CyMMBI M IPOU3BENCHUS BBEIECHHBIX OIEpaTO-
POB, B OCOGEHHOCTH OIEpaTOpPOB DPEryJISpHBIX. Jlamee HOKa3aHA BaXXHas TeOpeMa
16 0 TOM, 9TO BCAKMIA PEryJsIpHEIN OIepaTop obOyiamaeT oOpaTHHIM, KOTOPBIA TakxKe
SIBJIIETCS. PEryJIIPHBIM. -

B nanbHeiiiuem BBoAUTCS ,, HopMa“ ateMenTa x € D, pasencrsoM || f|,= [§ |F(7)| d,

W BEIBEJIEHEI €€ OCHOBHBIE CBOMCTBA. CXONUMOCTE X, == X, X, x€D,, k= 1,2, ...
oIpeneseTcss paBeHCTBOM ||x — X[, — 0. Teopemsr 18, 19 yTBEpXOaroT, 4TO Bes-
xuit onepatop A €Y, orpannyeH, JMHEEH K HEIPEPHIBEH B CMBICIE BBEICHHOM HOPMEIL.
Hanee onpenensiercs paBeHCTBOM (38) ,,-HOpMa‘“ orieparopa 4 € Y,,, ¥ narorcs ee CBOM-
<TBa. DTH pe3ybTaThl NPAMEHSIOTCS TOTOM K BBIBEICHHIO HEKOTOPHIX OLEHOK IJIst
NpHOIIKEHHOro IOCTpoeHHs: ob6paTHoro omeparopa. (Teopemsr 20—22.)
. B 3axirodyeHme npuMmeHseTcs H3JIOXKEHHAs TEOpHS K pEIeHHIO MHTerpo-mudde-
PeHLMANBHOTrO ypaBHeHus (54); pe3yIbTaToOM sBIISETCS Teopema 23, KOTopast Ipel-
CTaBIseT coBOM TOCTATOUHbIE YCIOBHS IS CYIIECTBOBAHMS SIHMHCTBEHHOTO peILe-
Hua ypasHenus (54), xorma f — 060GumeHHas QyHKIHS.

Zusammenfassung

UBER GEWISSE LINEARE OPERATOREN
VAcLAv DOLEZAL, Praha

Der Artikel ist der Untersuchung einer gewissen Klasse linearer Operatoren ge-
widmet, und stellt eine Verallgemeinerung der Ergebnisse der Arbeit [2] dar.

Es sei n > 0 eine ganze Zahl; es sei D, das System aller Distributionen, welche fol-
gende Eigenschaft besitzen: fiir jedes x € D, gibt es eine auf dem Intervall (— o, 00)
definierte reelle lokal integrierbare und in (—oo, 0) fast iiberall verschwindende
Funktion X(7) derart, dass x = X® ist. Es sei ferner F, das System aller reellen Funk-
tionen, welche in <0, o) die stetige Ableitung n-ter Ordnung besitzen. Schliesslich
sei W, das System aller reellen Funktionen W(t, t), welche fiir ¢ > = = O definiert
sind und dort die stetige Ableitung 6___"14;(1, J besitzen, wobei (6——127(1:,’ T)> eF,_;_;

- 0t T =1
fir i =0,1,...,n — 1 ist. Durch Gl (2) wird das Produkt ax, a(t)eF,, xeD,,
durch GL. (7) das Produkt [Wx], W(t, t) € W,, x € D, definiert. In den Sdtzen 2—8
werden die grundlegenden Eigenschaften des Produktes [Wx], welche formal den
Eigenschaften des Integrals [ W(t, 7) x(7) d= analog sind, ausgesprochen.
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Es sei U, das System aller Operatoren A4, welche auf D, durch die Gleichung Ax =
= [Wx]®, x e D,, k = 0 ganzes, definiert sind; wenn ausserdem die Funktion W(t, t)
die Bedingungen (6) erfiillt, so heisst der betreffende Operator A reguldr, wobei seine
Ordnung definiert wird. In den Sdtzen 11 —13 werden die Eigenschaften der Summe
und des Produktes der eingefithrten Operatoren, insbesondere in dem Falle, wenn sie
reguldr sind, betrachtet. Ferner ist der wichtige Satz 16 bewiesen; er behauptet, dass
zu jedem reguldren Operator ein inverser existiert, welcher ebenfalls reguldr ist.

Im Folgenden wird die ,,Norm** des Elementes x € D, durch die Gleichung ||x|, =
= [5 |X(z)| dr eingefiihrt, wobei ihre wichtigsten Eigenschaften angegeben sind. Die
Konvergenz x, =3 x; x;, x€ D,; k = 1, 2, ... wird durch die Beziehung || x — x|, = 0
definiert. Die nachfolgénden Sitze 18, 19 behaupten, dass jeder Operator A € ¥, be-
schrinkt, linear und im Sinne der eingefiihrten Norm stetig ist. Ferner wird durch die
Gl. (38) die ,,Norm* des Operators 4 € ¥, definiert, wobei ihre Grundeigenschaften
ermittelt sind. Die Resultate werden dann zur Ableitung einiger Abschitzungen,
welche die angeniherte Konstruktion des inversen Operators betrachten, angewendet.
(Sdtze 20—-22.)

Zum Schluss wird die aufgebaute Theorie zur Ermittlung von Ldsung der Integro-
differentialgleichung (54) angewendet; als Resultat dessen erscheint der Satz 23, wel-
cher die hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung
von (54), falls f eine Distribution ist, darstellt.
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