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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 87 (1962), Praha 

APROXIMUJÍCÍ POSLOUPNOSTI V BANACHOVĚ PROSTORU 

JIŘÍ VANÍČEK, Praha 

(Došlo dne 14. října 1960) 

Vyšetřují se takové Schauderovy base {xn} Banachova prostoru B, pro 
00 

které rozvoj Sf„(x) xn v určitém smyslu nejlépe aproximuje prvek x. 

Buď {xn} posloupnost prvků Banachova prostoru B. Označme lineární obal prvních 
n prvků symbolem [{xj".^] = /„ a uzávěr lineárního obalu ostatních znakem 
[{xt}í*-=n+i] = ln- Nechť iin(x) = sup || x — y|| značí vzdálenost prvku x od In a 

yeln 

vjx) = sup ||x — j?|[ vzdálenost prvku x od In. 

Posloupnost {xn} se nazývá minimální v B, jestliže každý její prvek má od lineárního 
obalu ostatních kladnou vzdálenost, tj. x} 4 [{*»}-.#/] pr° j = 1, 2,... Posloupnost 
{xrt} se nazývá fundamentální v B, jestliže lineární obal [{̂ „}̂ -=i] je hustý v B. Buď 
x„ e B, n = 1, 2,... a / n e B * , n = 1, 2,..., posloupnost spojitých lineárních forem 
na B. Říkáme, že {xn,fn} je biortogonální systém v B, jestliže fn(xn) = 1 pro n = 
= 1, 2,... &fi(xj) = 0 pro i =j= j . Je známo, že k posloupnosti {xn} prvků z B existuje 
posloupnost {fn} spojitých lineárních forem na B tvořících s ní biortogonální systém, 
právě když {x„} je minimální v B. Taková posloupnost je určena jednoznačně, právě 
když {xj je fundamentální v B. 

Posloupnost {xn} se nazývá basí B,1) jestliže ke každému x e B existuje právě jedna 
n oo 

číselná posloupnost/„(x) taková, že lim ||x — £ ft(x) xxH = 0 (zkráceně X/„(x) xn = 
/!->oo t = l n = l 

= x). Lze ukázat, že/n, n = 1, 2, ..., jsou pak spojité lineární formy na B, tvořící 
s {x„} biortogonální systém, a tedy posloupnost {xn} je minimální v B ([1], str. 69). 

Následující věta udává nutnou a postačující podmínku pro to, aby posloupnost 
prvků Banachova prostoru byla jeho basí. 

*) V literatuře se užívá obvykle označení „Schauderova base" na rozdíl od algebraické base 
Hamelovy. V tomto článku se pojem Hamelovy base nevyskytuje a proto budeme říkat zkráceně 
„base". 
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Věta 1. ([2], str. 189). Posloupnost {xn} prvků Banachova prostoru B je jeho basí, 
právě když platí 

a) {xn} je fundamentální v B, 
b) {xn} je minimální v B, 
c) existuje K > O tak, že je-li {fn} posloupnost prvků z B*, tvořící s {xn} biortogo-

nální systém, xeB takový prvek, že |jx|| <£ 1 a p libovolné přirozené číslo, je 
P n 

IlE/nv*) xn\\ S K (tedy při označení sjx) = £ ^(x) xř požadujeme \\s„\\ g K). 
n = l i = l 

Je-li {xn,fn} biortogonální systém v B, budeme v dalším stále užívat označení 
n oo 

Sn(x) = £/*(*) *i> $»(*) = Z fix)xt. 
i = l i = n + l 

Uvažujeme-li přirozenou basi {xn} = {{Sn}^Lt} prostoru c0,
2) vidíme, že částečný 

součet sjx) je nejlepší aproximací prvku x prvky z In a zbytek x — sjx) nejlepší apro­
ximací x prvky z In. 

Podobná situace je u téže base prostoru lt, s tím rozdílem, že sjx) a x — sjx) jsou 
zde dokonce jediné prvky uvedených vlastností. 

Base těchto vlastností zachytíme v následující definici: 

Definice. Buď {xn} fundamentální posloupnost v Banachově prostoru B a nechť se 
skládá výhradně z nenulových prvků. Řekneme, že 

1) {x„} je zprava aproximující, je4i pro libovolná čísla tt, t2, ..., tp+t 

|| i tnxn\\ < | |P£t„xJ ; 
n = l n = l 

2) {xn} je zprava dobře aproximující, je-li pro libovolná čísla tt,.... tpatp+t =1=0 

l l Ž ^ I I < I I E \ . X „ I I ; 
n = l n = l 

3) {x„} je zleva aproximující, je-li pro všechna čísla tr, ...,ts 

II Í tnxj < || Í tnxj ; 
n = r+X n = r 

4) {x„} je zleva dobře aproximující, je-li pro všechna čísla tr+1, ...,ts, r < s, 
a í, # 0 

II Í tnxn\\ < || Í tax„\\ ; 
n = r + l n=r 

5) {xn}\ je aproximující, je-li současně zprava aproximující i zleva aproximující; 
6) {xn} je dobře aproximující, je-li současně zprava i zleva dobře aproximující. 
Tedy přirozená base c0, xn = {{Sn}^ít} je aproximující posloupnost v c0 a tatáž 

posloupnost jako base lt dokonce dobře aproximující. 
2 ) Prvky prostoru c 0 jsou posloupnosti {xn} reálných čísel konvergentní kO. ||{x„} || -= sup |jrn|. 
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Posloupnost 
*i = (l, 0, 0, . . . ) , 
x2 = (- l , 1, 0, . . . ) , 

xn=((-iy+1, ...,(-lf,0,...) 

je basí ll9 ale není zprava aproximující ani zleva aproximující v prostoru lu protože 
| |xj = n, ale ||xn + xn-x\ = 1. Tatáž posloupnost jako base v prostoru c0 není 
zprava aproximující, protože ||̂ cx + yX2H = \ < HxJ. Z definice normy v c0 snadno 
plyne, že je zleva aproximující v c0. 

Známé Schauderovy funkce sestrojené např. v [3], tvoří zprava aproximující basi 
prostoru C(a, b>. Tato base není zleva aproximující, protože, jak dokážeme později, 
v C<a, b} neexistuje žádná zleva aproximující base. 

V dalším odvodíme některé vlastnosti zleva aproximujících a zprava aproximujících 
posloupností. 

Věta 2. Každá zprava aproximující resp. zleva aproximující posloupnost prvků 
Banachova prostoru B je složena z lineárně nezávislých elementů. 

r 

Důkaz provedeme pouze pro zprava aproximující posloupnosti. Nechť £ hxi ^ O. 
Protože {xn} je zprava aproximující, je l=sí 

lišili sn£í,-x.ii =o. 
i=í 

Odtud plyne, že tt = 0. Nechť již řř = 0 p r o i = l , . . . , s - l , s ^ r . Pak dostáváme, 

l^l láJÍvi l i- i í t^i i i =° 
a tedy ts = 0. 

Je-li {xw} zprava aproximující, resp. zleva aproximující posloupnost prvků Bana­
chova prostoru B, lze podle právě dokázané věty každý prvek x e [{xn}*-- x ] psát právě 
jedním způsobem ve tvaru 

Hx) 

(i) *-E*i**. 
i-í 

Označme opět n fc(jc) 
sn(x) = E *í*í > «»(*) = Z tiXi 

í=r l i = f l + l 

pro n = 1, 2,... 
Dokážeme nyní větu, ze které je patrno opodstatnění zavedeného názvosloví. 

Věta 3. Bud {xn} fundamentální posloupnost prvků Banachova prostoru B. 

a) {x„} je zprava aproximující, právě když pro každé x e [{xJ^L.!] je vyjádření 
(l) jednoznačné a vn(x) = ||x - qH(x)\\ = ||sn(x)||; 
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{xn} je zprava dobře aproximující, právě když je kromě toho 
k(x) 

II* ~ S ai*iH > Vn(*) > 
i = n + l 

jakmile existuje index j tak, že n 4- 1 <£ f á k(x) a â  =# fy. 

b) {xn} je zleva aproximující, právě když pro každé x e [{*»}«*+1] Je vyjádření (1) 
jednoznačné a fin(x) = |jx ~~ s„(x)|| = ||q„(x)||; 

{x„} je zleva dobře aproximující, právě když 
n 

\\x - £ a,x,|| > fin(x) , 
i-=l 

jakmile existuje j takové, že 1 <J j <£ rc a oij + fy. 

Důkaz provedeme například pro tvrzení b). 
n 

Nutná podmínka. Jednoznačnost je důsledkem věty 2. Buď y = ^ a ř X | e J w . 
í s- l 

Podle předpokladu je 
n k(x) k(x) 

í l l ( í i - a i ) x i + Z 'i*.ll š II Et.x.11' 
i « l i~-n+l i = n + l 

a tedy ||x - j>|| ž R* - ^(*)ll pro ye/n. Odtud plyne, že ||x - s„(x)|| = nn(x). 
Tvrzení pro dobře aproximující posloupnost je zřejmé. 

л ~ l 

ľ 
i » l 

Postačující podmínka. Je £ fyxř = sw~i(x) eln, a tedy \\sn~*x(x) — x|| 2> 

s= \\sn(x) •— xh Odtud plyne, že posloupnost je zleva aproximující. Druhá část je opět 
zřejmá. Nyní zesílíme větu 2. 

Věta 4. Zprava aproximující resp. zleva aproximující posloupnost prvků Bana-
chova prostoru B je minimální 

n 

Důkaz. Buď pn = ]£ 4M)X| a lim pn = 0. Je-li {x„} zleva aproximující, je pro každé 

y eT a k «- 1, 2 , . . . ||^(i?rt)|| <* \\p„ ~~ y\\. Protože je 0 el\ je lim qk(pn) = 0 pro 

každé k - 1,2,.,. Ale platí Hcf^H á II9^0II - ki^(pw)l | . Protože je x, * 0, 
plyne odtud, že lim c[n} = 0 pro / = 1, 2, . . . To však znamená, že {xn} je minimální 

»->co 

v B. Pro zprava aproximující posloupnost plyne tvrzení stejně, z toho, že lim sk(pn) = 0 
pro k - 1, 2,... a je \\c\n\\\ jg U s ^ H + 11^.^)11. 

K zprava resp. zleva aproximující posloupnosti {xn} existuje tedy posloupnost spo­
jitých lineárních forem {fn} tvořící s ní biortogonální systém. Přitom při našem ozna­
čení je s„(x) e /„, qn(x) e In pro x e B, n = 1, 2,... 

Následující tvrzení je zobecněním věty 3 z prostoru [{xJJ0.. J na jeho uzávěr. 
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Věta 5. Buď {xn} fundamentální posloupnost prvků Banachova prostoru B. 
a) {x-,} Je zprava aproximující, právě když je minimální a pro každé xeB platí 

K(x)|| - vn(x); 
b) {xn} je zleva aproximující, právě když je minimální a pro každé xeB je 

llfl»(*)ll = «*(*)• 
Důkaz. Že podmínky jsou postačující, plyne z věty 3 a nutnost minimality z věty 4. 
Zvolme pevně přirozené číslo n. Buď x e B a e > 0. Pak existuje y e [{xn}„*L t ] tak, 

že \\y - x\\ < -f« a ||sn(x) - sn(y)|| < je. 

a) Nechť je {xn} zprava aproximující a ||sn(x)|| > vn(x).Pak existuje l Í 6 f a e > 0 
tak, že ||sn(x)|| > ||x - h\\ + e. Potom pro y z počátku našeho důkazu je ||sn(y)|| > 
> lly - H, ye [{*„}£-1], což je spor s větou 3. 

b) Je-li {xn} zleva aproximující a ||x — sn(x)|| > £in(x), existuje opět heln tak, že 
||x - Sn(x)\\ > ||x - A || + e,atedy \\y - s„(j>)íl > \\y - h||, cožje opět spor s větou3. 

Věta 6. Bud {xn} fundamentální posloupnost nenulových prvků Banachova pro­
storu B. Budiž I identické zobrazení B na sebe. Pak 

a) {xn} je zprava aproximující, právě když existuje posloupnost {/„} spojitých 
lineárních forem na B tvořící s {xn} biortogonální systém a přitom platí | |s j = 1 pro 
n = l ,2, . . . 

b) {xn} je zleva aproximující, právě když k ní existuje posloupnost {fn} spojitých 
lineárních forem na B tvořící s ní biortogonální systém a platí \\I — sn\\ = \\qn\\ = 1 
pro n = 1,2,... 

Důkaz provedeme například pro a). 
Nutná podmínka. Existence posloupnosti {/„} plyne z věty 4. Protože je sn(xt) =-

= xu je ||sn|| ^ 1. Existuje-li xeB tak, že ||x|| < 8s„(x)||, plyne z toho, že 0 e / \ 
nerovnost v„(x) ^ ||x|| a to je spor s větou 5. 

Postačující podmínka. Kdyby existovala čísla tx,.,., * tp+t tak, že platí 

HÉ řr*iÍi> (ÍhXiW, 
i = l i = l 

pak je 

ll*p(l\-*i)li > IlEMill 
i = l i = l 

a tedy ||sp|| > 1, což je spor. 
Z věty 6 a věty 1 plyne ihned tento důležitý důsledek: 
Věta 7. Každá zprava aproximující resp. zleva aproximující posloupnost prvků 

Banachova prostoru B je jeho basí. 
Pro otázky aproximace prvku částí jeho rozvoje jsou zřejmě důležitější base zleva 

aproximující, protože zde prvek nahrazujeme konečným součtem. Vyvstává otázka, 
existuje-li zleva dobře aproximující base v každém Banachově prostoru s basí. Uka-
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zuje se, že odpovědna tuto otázku je již pro prostor C<a, b> záporná. V C<a, b> ne­
existuje žádná base taková, aby částečné součty splňovaly tvrzení o nejlepší aproxi­
maci. 

Dokážeme nyní silnější tvrzení: 

Věta 8. Buď {xn} base prostoru 
C(a9 Vy a n přirozené číslo. Pak 
existují prvky h e C<a, b>, h' eln 

tak9 že\\h- sn(h)\\ > ||h - h% 

Důkaz. Protože {xn} je base 
C<a, b>, pro každé x e C<a, ř>> je 

QO 

x = Z fj(x) xř Z e spojitosti fj9 

1=1 

j = 1, 2,..., n plyne existence čí­
sla K takového, že |//x) | g K pro 
||x|| = 1, j = 1, ..., n. Protože xu 

...9xn jsou stejnoměrně spojité, exi­
stuje 5 > O tak, že pro \tt — t2\ < <5, 
tí912 e <a, b> a j = 1,..., n platí 

Obr. 1. 

(2) 

W ř i ) - XXř2)| < m i n 

\2nK 12 

Obr. 2. 

Nechť neplatí tvrzení věty; pak operá­
tor sn přiřazuje každému x e C(a9 by 
jeho nejlepší přiblížení prvky z In9 

tj. | |x - .ve|| = fin(x). 

Zvolme uzavřený interval I c. 
c <a, b>, délky O* tak, aby ° 

sup \xt(t)\ = sup \xt(t)\ . 

tel te(a,b) 

Označme c střed intervalu I. Položme 

Z l(ř) = O pro t e <a, c — ~<5) u. (c, b> , 
z i ( 0 = - (̂  - c + |<5) pro ř 6 <c - f<5, c - <̂5> , 

Ö 

4 
*i(0 = - T ( ř - c ) pro ř e <c - £<5, c> , 

<5 

z2(t) = z t(ř - ~<5) pro ř e <c, c + |<5> , 

^ 2 (0 = O jinde v <a, b> , z0(í) = zx(ř) + z2(í) . 
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Zřejmě je zs e C{a, b} a ||zy|| = 1 pro j = G, 1,2. Z (2) plyne, že pro tu t2 el a 
; = 0,1, 2, platí 

(3) ||sn(z,) (h) - sn(z}) (t2)\\ ji 11/^)11x^0 - x,.(Í2)| < Kn - i - - = ± . 

Dokážeme, že sn(zi) (f) e (f, | ) pro t eI: 

a) Nechť pro tx e I je ŝ fo) (*i) = f- Z (3) plyne, že ^(z,) (i) > \ pro ř e I. Existuje 
tedy e < 1 tak, že e ̂ (z,) (í) > \ pro í e l . Je-li z/í) > s ^ ) (ř), ř e J, je |z/í) -
- sn(zj) (t)\ < \. Ale \sn(zj) (c) - z/c)| > \. Totéž platí pro funkce Zj a s^z,). 
Funkce \sn(zj) — Zj| a |e sn(zj) — Zj\ tedy nabývají svého supréma v / v takových 
bodech, pro které je s sn(zj) (t) > Zj(t). Tedy 

sup |e sn(zj) (t) - Zj(t)\ < sup \sn(zj) (t) - Zj(t)\ . 
i i 

Protože na <a, b> ~ I je Zj(t) = 0, je i 

sup \e sn(zj) (t) - zj(t)\ < sup \stt(zj) (t) - Zj(i)\, 
(a,b) (a,b) 

což je spor s tím, že sn(zj) je nejlepší aproximací. 

b) Nechť pro nějaké tt e I je 0 < sn(zj) (tx) <; j . Pak je opět sn(zj) (t) < -^ < \ 
v /. Rozlišujme dva případy: 

L Nechť sn(zj) (t) < \ v <a, b>. Pak existuje e > 1 tak, že a sn(zj) (t) < \ v <a, 6>. 
Pak ale je 

sup | e s ^ ) ( ř ) - zj(t)\ <\< \esnz/c) - z/c)|, 
<a,*>>~--r 

sup \sn(Zj) (t) - z/í)| < \ < \sn(zj) (c) - Zj(c)\. 
(*,b)^I 

Tedy rozdíly nabývají svého supréma pouze v intervalu I a to zřejmě opět v takových 
bodech, kde Zj(t) > e sn(zj) (t) > sn(zj) (t). Tedy je opět 

||* Sn(Zj) - ZjW < \\sj[zj) - Zj\\ . 

2. Nechť existuje bod ř2 e <a, b> tak, že sn(zj) (t2) = ~. Zvolme prvek 

sgnx^c) 
2||xJ ' 

Protože ||x'J = } < 1, je xi(í) > ~ pro f e J a xi(í) ži f pro t e <a, í>>. Označme 
yj = Ks-fo) + * 0 - P r o t o ž e s-fo) (í) < ^ v 7, je 

j>y/t)> sn(zj)(t) pro í e J , 

l-VXOI á sup |s,(zj) (í)| pro í e <a, fr> - J . 

Protože |>»j(ř) - z/í)| a js„(z,) (ř) — z/t)\ nabývají svého supréma v I opět v takových 
bodech t, pro které je sn(zj) (t) < yjt) < z/f), platí 

I < sup |J,/Í) - z;(f)| < sup \sn(zj) (t) - Zj{t)\ 
i i 
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<f. 

a dále je buď 
S U P | . S n ( Z ; ) ( í ) | = ! 

nebo 

s^p W O - zXOI = S U P bXOi < S U P h(zj) (01 = S U P K(*/) (0 - *Xř)l 
(a,b)j.I (a,b)^I (a,b)*.I (a,b)*.I 

Tedy \\ys - Zj\\ < \\sn(zj) - z j , y^e/,,, což je opět spor. 

c) Je-lí v nějakém bodě tel sn(zj) (t) <J 05 je p^z,) - z j 2> | , ale \\x[ - z j 
což je opět spor. 

Máme tedy 

j<*JÍ*o)(t)<h T<3&i)(t)<h f <«.(**) (0 < 1 
pro t eL Sečteme-li druhou a třetí nerovnost a uvážíme-li5 že sn(zQ) = sn(zt) -f s„(z2), 
dostáváme f < sn(z0) (t)9 což je spor s první nerovností. 

Přestože v každém Banachově prostoru s basí neexistuje aproximající base, lze toho 
vždy dosáhnout ekvivalentní změnou normy, jak ukazuje následující věta: 

Věta 9. Buď{xn} base Banachova prostoru B = (B, || ||). Pak existuje na množině 
B taková norma | | | | | |, že B' = (B, | | | | | |) je Banachův prostor isomorfnís B a {x„} 
je dobře aproximující base B\ 

00 

Důkaz. Pro každé xeB řada Yéf*(x)x* konverguje. Odtud plyne, že tato řada 
« = i 

splňuje Bolzano-Cauchyovu podmínku; speciálně 

H m | | L , ( x ) x J = 0 , a tedy £ »#*)*»-
n~*oo if**i 2, 

konverguje. 

Položme nyní pro xeB 
oo X oo 

111*111 -шpn 2,/«(*)*.ll + "E Лtø 

Podle věty 1 je 
oo l m l k 

sup || £ f^) x,\\ = sup ||£L{x) x, - Z fix) x{\\ £ 2K \\x\\ . 
kjmi ímk+X * , l * l i - 1 i " l 

Číslo 111*| 11 je tedy pro každé xeB koneěné a 5 ' je normovaný lineární prostor. 

Nechť lim | |y j « 0. Potom je podle věty 1 také 
00 I 

lim sup || £ L(yn)xf|| :g 2KKm lb.ll = 0 . 
n->oo Jk-I-1 i - fc+1 » - • « 

Dálef, jsou spojité lineární formy na 5. Tedy limfm(yn) = 0 pro každé m * 1, 2, . . . 
n-*oo 
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Protože je podle věty 1 

l l/J>,.Kll š \\sm{y„)\\ + \\sm^(yn)\\ g 2K \\y„\\ pro n = 1, 2 , . . . , 
00 

posloupnost \\yn\\ je ohraničená a dále řada Z c/2* konverguje, lze užít věty o limito-
n = l 

vání řady člen po členu a dostáváme 

Um gllf^lUo. 
n-*co i=-l 2 

Je tedy lim Mydli = O a zobrazení U prostoru B na B' definované vztahem U(x) = x 
pro xeB je spojité a zřejmě lineární. Protože | | |x | | | g ||x||, je i inversní zobrazení 
spojité, oba prostory jsou isomorfní a B' je Banachův prostor. 

Že {x„} je dobře aproximující base B' je zřejmé. 
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Pe3K)Me 

AnnPOKCHMHPYIOlUHE nOCJIEAOBATEJIBHOCTH 
B nPOCTPAHCTBE EAHAXA 

H. BAHMHEK, (J. Vaniček), Ilpara 

IlycTb B — npocrpaHCTBo EaHaxa, {xn} — nocjie^oBaTejibHocrb HeHyjieBMx 3.ne-
MeHTOB B TaKaH, HTO [X„~] = B. 

MH TOBOpHM, HTO 

1. {x„} SBJWGTCX annpoKCHMHpyiorneH c npaBOH CTOpOHH, ecjiH pjix Bcex *mceji 
tu ..., ř p + 1 cnpaBe,zíJiHBo 

ilZt^n á flZtoiu 
i = l i = l 

2. {x j — xopomo armpoKCHMHpoioiHa^ c npaBOH CTOPOHH, ecjiH AJI« Bcex 
HHcen t u ..., tp H í p + 1 =# O cnpaBefHJiHBo 

ilZ^dl < uzdili* 
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3. {хп} — аппроксимирующая с левой стороны, если для всех чисел гг, ..., г& 

справедливо 

|| X ^ , ц й I I I П*А , 

4. {хп} — хорошо аппроксимирующая с левой стороны, если для всех чисел 

1г+1, .,., 18(г < 5) и* г Ф 0справедливо 

II Е ихг\\ < III * л и . 
1=Г+1 1=Г 

Во всех этих случаях существует последовательность {/„} с: В такая, что 

Дх,-) = 0 для I ф ] и /^х,) = 1 для I* = 1, 2,... 

Обозначим 
л 

/ф) =е(х, [{Х/}}^]), Ув(х)=:в(^[{^}"-»+1])» Ф ) = ЕЛ( Х )*/ ' 
Л = 1 

Доказаны следующие теоремы: 

Теорема 5. а) {хп} является аппроксимирующей с правой стороны тогда 

и только тогда, когда \\зп(х)\\ = уп(х) для всех хе В, 

б) {хп} является аппроксимирующей с левой стороны тогда и только тогда, 

когда \\х — 5п(х)\\ = цп(х) для всех хе В. 

Теорема 6. а) {хп} является аппроксимирующей с правой стороны тогда 

и только тогда, когда \\$п\\ = 1, для п = 1, 2,..., 

б) {хп} является аппроксимирующей с левой стороны тогда и только тогда, 
когда \\1 — 8п\\ = 1 для п = 1,2,..., где I — тождественное преобразование 
пространства В. 

Теорема 7. Всякая последовательность, аппроксимирующая с правой или левой 

стороны, является базисом В. 

В дальнейшем доказано, что в пространстве С<0, 1> не существует базис, 

аппроксимирующий с левой стороны (теорема 8), но во всяком пространстве 

Банаха с базисом {хп} существует такая эквивалентная норма | | | | | | , что {хп} 

является базисом (В, | | | | | | ) , хорошо аппроксимирующим одновременно с пра­

вой и левой стороны (Теорема 9). 
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Summary 

APPROXIMATING SEQUENCES IN BANACH SPACES 

Jr&f VANICEK, Praha 

Let B be a Banach space, {xn} a sequence of non-zero elements in B, such that 
[x j = B. We shall say that 

1) {xn} approximates from the right, if for any numbers tu ..., tp+t there holds 

iii'f*,ns ifz\*.ii, 
2) {xn} well approximates from the right, if for any numbers tl9..., tp and *p+1 =t= 

* 0 there holds || £ tiXi\\ < ife* toll. 

3) {xn} approximates from the left, if for any numbers tr9..., ts there holds 

ii I toil snitoii. 
4) {xn} well approximates from the left, if for any numbers tr+li..., ts (r < s) and 

tr #= 0 there holds || £ ^,11 < || £ t&l 
i=r+l £=r 

In all these cases there exists a sequence {/„} c B, such that ft(xj) = 0 for i =# J 
and/^x,) = 1 for i = 1,2,... 

Let us denote 
n 

rt,(*) = Q(x, [{*j}3-J). *«(*) = e(x, [{xj}JL.+J) , s,,(x) = J) / /*) *,. . 

The following theorems are proved: 
Theorem 5. a) {xn} approximates from the right if and only if \\sn(x)\\ = vn(x), for 

each x e B, 
b) {xn} approximates from the left if and only if ||x — s„(*)\\ = fin(x) for each 

xeB. 

Theorem 6. a) {xn} approximates from the right if and only if | |sj = 1 for n -= 
= 1,2,..., 

b) {xn} approximates from the left if and only if \\I - sn\\ = 1 for n = 1, 2,...,. 
where I is the identical mapping of B. 

Theorem 7. Every sequence approximating from the right or left is a base of B. 
Further it is proved that in the space C<0,1> there exists no base approximating 

from the left (Theorem 8), but for every Banach space with base {xn} there exists an 
equivalent norm HI ||| such that {xj is a base of (B, ||| |||) well approximating si­
multaneously from right and left (Theorem 9). 
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