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éasopis pro péstovani matematiky, roé&. 87 (1962), Praha

APROXIMUJICI POSLOUPNOSTI V BANACHOVE PROSTORU

JIki VANICEK, Praha
(Doslo dne 14. fijna 1960)

Vysetfuji se takové Schauderovy base {xn} Banachova prostoru B, pro
o0

které rozvoj . f(x) x,, v ur€itém smyslu nejlépe aproximuje prvek x.
n=1

Bud {x,} posloupnost prvki Banachova prostoru B. Ozname linearni obal prvnich
n prvkd symbolem [{x,}7_;] = I, a uzav&r linearniho obalu ostatnich znakem

[{x}2n+:] = I". Nechf p,(x) = sup|x — y| zna&i vzdalenost prvku x od I, a
yeln
vi(x) = sup [|x — y| vzdalenost prvku x od I".
yeln

Posloupnost {x,} se nazyva minimalni v B, jestlize kaZdy jeji prvek m4 od linearniho
obalu ostatnich kladnou vzdalenost, tj. x; ¢ [{X,},;] pro j = 1, 2, ... Posloupnost
{x,} se nazyva fundamentalni v B, jestliZe linearni obal [{x,}:~,] je husty v B. Bud
x,€eB,n=12,...af,eB* n=1,2,..., posloupnost spojitych linedrnich forem
na B. Rikame, Ze {x,, f,} je biortogonalni systém v B, jestlize f,(x,) = 1 pro n =
=1,2,...af{x;) = 0pro i + j. Je zndmo, Ze k posloupnosti {x,} prvki z B existuje
posloupnost {f,} spojitych linearnich forem na B tvoficich s ni biortogonalni systém,
pravé kdy? {x,} je minimélni v B. Takova posloupnost je uréena jednozna&ng, pravé
kdyZ {x,} je fundamentalni v B.

Posloupnost {x,} se nazyva basi B,") jestlize ke kaZdému x € B existuje pravé jedna

&iselna posloupnost f,(x) takova, Ze lim [|[x — Y, fx) x;|| = 0 (zkracené ¥, f,(x) x, =
n— o i=1 n=1

= x). Lze ukézat, Ze f,, n = 1,2, ..., jsou pak spojité line4rni formy na B, tvofici
s {x,} biortogonalni systém, a tedy posloupnost {x,} je minimalni v B ([1], str. 69).

Naésledujici véta udava nutnou a postadujici podminku pro to, aby posloupnost
prvkd Banachova prostoru byla jeho basi.

1y V literatufe se uziva obvykle oznadeni ,,Schauderova base* na rozdil od algebraické base
Hamelovy. V tomto ¢lanku se pojem Hamelovy base nevyskytuje a proto budeme fikat zkrdcené
,,base*‘.
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Véta 1. ([2], str. 189). Posloupnost {x,} prvoki Banachova prostoru B je jeho bast,
prdvé kdy? plati

a) {x,} je fundamentdlni v B,

b) {x,} je minimdlni v B,

c) existuje K > O tak, Ze je-li {f,} posloupnost proki z B*, tvoFici s {x,} biortogo-
ndlni systém, x € B takovy prvek, Ze ||x| <1 a p libovolné pFirozené (islo, je
HZ fu(x) x|l < K (tedy pfi oznaleni s,(x) = Z {(x) x; poZadujeme ||s,| < K).

Je i {x,,f,} biortogonalni systém v B, budeme v dal§im stale uZivat oznaceni
$x) = L 1) %o ailx) = 3 fix) xi

Uvazu1eme li pfirozenou ba51 {x,} = {{6]}2,} prostoru c,,?) vidime, Ze &stetny
souet s,(x) je nejlepsi aproximaci prvku x prvky z I, a zbytek x — s,(x) nejlepsi apro-
ximaci x prvky z I".

Podobna situace je u téZe base prostoru Iy, s tim rozdilem, Ze s,(x) a x — s,(x) jsou
zde dokonce jediné prvky uvedenych vlastnosti.

Base téchto vlastnosti zachytime v nasledujici definici: -

Definice. Bud {x,} fundamentdlni posloupnost v Banachové prostoru B a necht se
sklddd vyhradné z nenulovych proki. Rekneme, e
1) {x,} je zprava aproximujici, je-li pro libovolnd &isla t1,1,, ..., 1,4y

p+1

I _iltnx',.n IS sl

2) {x,} je zprava dobre aproximujict, je-li pro libovolné Cislaty, ..., t, a‘tp+1 +0

p+1

llztx I < lthxnn ;
3) {x,} je zleva aproximujz’cz’, je-li pro v¥echna éisla t,, ..., t,
s
I Z Xl S 1Y taall 5
n=r+1 n=r

4) {x,} je zleva dobFe aproximujici, je-li pro vSechna &isla ty4q, ..., b, T <35,
at+0

I Z tXnll < IIth Is
n=r+1
5) {x,,}z je aproximujici, je-li soudasné zprava aproximujict i zleva aproximujict;
6) {x,} je dobfe aproximujici, je-li sou¢asné zprava i zleva dobFe aproximujic.
Tedy pfirozena base cq, x, = {{5:};2} je aproximujici posloupnost v ¢, a tatdZ
posloupnost jako base [; dokonce dobfe aproximujici.

2) Prvky prostoru ¢, jsou posloupnosti {x,} reslnych &isel konvergentni k 0, 1{xp} | = sup lx,,l :
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Posloupnost

Jje basi 1,, ale neni zprava aproximujici ani zleva aproximujici v prostoru I;, protoZe
Ix,| = n, ale |x, + x,_;]| = 1. Tatd¥ posloupnost jako base v prostoru ¢, neni
zprava aproximujici, protoZe ||x, + %lel = % < ||x{|l- Z definice normy v ¢, snadno
plyne, Ze je zleva aproximujici v c,.

Znamé Schauderovy funkce sestrojené napf. v [3], tvoii zprava aproximujici basi
prostoru C{a, b). Tato base neni zleva aproximujici, protoZe, jak dokdZeme pozd&ji,
v C{a, b) neexistuje Z4dna zleva aproximujici base.

V dal§im odvodime nékteré vlastnosti zleva aproximujicich a zprava aproximujicich
posloupnosti.

Véta 2. Ka¥dd zprava aproximujici resp. zleva aproximujici posloupnost prvkit
Banachova prostoru B je slofena z linedrné nezdvislych elementii.

Diikaz provedeme pouze pro zprava aproximujici posloupnosti. Necht Z tx; = 0.
ProtoZe {x,} je zprava aproximujici, je =1

ltyxsll S 1Y tixs = 0.
i=1
Odtud plyne, Ze t; = 0. Nechfjizt; =Oproi =1,...,s — 1, s £ r. Pak dostdvame,

It = 1 thi" = Ztaxsli =0
atedy ¢, = 0.

Je-li {x,} zprava aproximujici, resp. zleva  aproximujici posloupnost prvkd Bana-
chova prostoru B, Ize podle pravé dokazané véty kaZdy prvek x e [{x,};, | psat pravé
jednim zplisobem ve tvaru

k(x)
® x = .th,.x,. .
Oznaéme opét X(x)
sa(x) = thl, a(x) = Y tx;

i=n+1

pro n=1,2,...
DokéaZeme nyni vétu, ze které je patrno opodstatnéni zavedeného nazvoslovi.
Véta 3. Bud {x,} fundamentdlni posloupnost proki Banachova prostoru B.

a) {x,} je zprava aproximujici, prdvé kdy? pro kazdé x e [{x,}=,] je vyjddFeni
(1) jednoznaéné a v,(x) = ||x — g, (x)Il = ls.(x)l;
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{x,} je zprava dobrFe aproximujici, prdvé kdyZ? je kromé toho
k(x)
”x - z “ixi” > V,,(JC),
i=n+1
jakmile existuje index j tak, Zen + 1 £ j < k(x) a o; * t;.

b) {x,} je zleva aproximujici, prdvé kdy¥ pro kazdé x e [{x,}% ] je vyjddreni (1)
jednoznaéné a p(x) = |x — s,(x)| = lq.(x);

{x,} je zleva dobFe aproximujici, prdvé kdy#*
n
be = ¥ aoxidl > x).
Jjakmile existuje j takové, Ze 1 < j < na o; # t;.
Dikaz provedeme napfiklad pro tvrzeni b).

Nutn4d podminka. Jednozna¥nost je disledkem vty 2. Bud y = ) ax; €l,.
i=1

Podle pfedpokladu je
k(x)
I Z(ti - o) x; + Z txill 2 Y il
i=n+1 i=n+1

a tedy ||x — y|| 2 ||x — s,(x)| pro yel, Odtud plyne, Ze |x — s,(x)| = u.(x).
Tvrzeni pro dobfe aproximujici posloupnost je zfejmé.

n—1
Posta&ujici podminka. Je Y t;x; =s,-4(x)€l,, a tedy [s,—;(x) — x| =
i=1

2 |lsy(x) — x|l Odtud plyne, Ze posloupnost je zleva aproximujici. Druha &ast je op&t
zfejma. Nyni zesilime v&tu 2.

Véta 4. Zprava aproximujicl resp. zleva aproximujici posloupnost prvki Bana-
chova prostoru B je minimdlni.

Dikaz. Bud p, = Z ¢{x; alim p, = 0. Je-li {x,} zleva aproximujici, je pro ka¥dé

i=1 n= o

vel"a k =1,2,... la(p.)l £ |p, — yll. ProtoZe je 0 eI, je lim gi(p,) = O pro

n=+ o
kazdé k = 1,2,... Ale plati |c¢{"x;| < Hqi(p,,)ll — g 1(ps)ll. ProtoZe je x; =% 0,
plyne odtud, Ze llm ¢ =0proi=1,2,... To viak znamen4, Ze {x,} je minim4lni

n=+oo
v B.Pro zprava aproximujlci posloupnost plyne tvrzeni stejng, z toho, Ze lim s,(p,) = 0
prok = 1,2,...aje [[¢"x,]| < s pa)ll + ls;- 1(Pn)" e

K zprava resp. zleva aproximujici posloupnosti {x,} existuje tedy posloupnost spo-
jitych linearnich forem {f,} tvotici s ni biortogonalni systém. P¥itom p¥i nasem ozna-
deni je s,(x) €l,, g (x)eI"proxeB,n=1,2,...

Nésledujici tvrzeni je zobecnénim véty 3 z prostoru [ {x,}s% ;] na jeho uzavar.
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Véta 5. Bud {x,} fundamentdlni posloupnost prokii Banachova prostoru B.

a) {x,,} Jje zprava aproximujict, prdvé kdy? je minimdlIni a pro kazdé x € B plati
Is,() = va(x);

b) {x,,} Jje zleva aproximujici, prévé kdy? je minimdlni a pro kaZdé x € B je
19:0)] = pal)-

Dikaz. Ze podminky jsou postadujici, plyne z véty 3 a nutnost minimality z vty 4.

Zvolme pevné prirozené &islo n. Bud x € B a & > 0. Pak existuje y € [{x,}:> ] tak,
Ze |y — x|l < tea |ls,(x) — s, (V) < 3

a) Necht je {x,} zprava aproximujici a ||s,(X)|| > v,(x). Pak existuje heI"a ¢ > 0
tak, Ze ||s,(x)| > [x — k| + & Potom pro y z potitku naSeho dikazu je Isi(P)Il >
> lly — hll, y € [{xn}Z 1], coZ je spor s vétou 3.

b) Je-li {x,} zleva aproximujici a |[x — s,(x)| > p,(x), existuje opét h €I, tak, Ze
Ix — s, > lIx — k|| + ¢, atedy |y — s{(MIl > lly — hll, cozje opét spor s vétou3.

Véta 6. Bud {x,} fundamentdlni posloupnost nenulovych prvkii Banachova pro-
storu B. Budi$ I identické zobrazeni B na sebe. Pak

a) {x,} je zprava aproximujici, prdvé kdy? existuje posloupnost {f,} spojitych
linedrnich forem na B tvorici s {x,} biortogondlIni systém a pFitom plat ||s,| = 1 pro
n=12,...

b) {x,} je zleva aproximujici, prdvé kdy? k ni existuje posloupnost {f,} spojitych
linedrnich forem na B tvoFici s ni biortogondini systém a plati |I — s,|| = llgall = 1
pron=12,...

Diikaz provedeme napiiklad pro a).

Nutni podminka. Existence posloupnosti {f,} plyne z véty 4. ProtoZe je s,(x;) =
= xy, je |5, 2 1. Existuje-li x € B tak, Ze [|x|| < |ls,(x)|l, plyne z toho, Ze 0 €I",
nerovnost v,(x) < [x] a to je spor s vétou 5.

Postadujici-:podminka. Kdyby existovala ¢isla t,, ..., t,, t,41 tak, Ze plati
pt1l

)4
I Z txill > | Z txill
i=1 i=1
pak je
p+1 pt1
”Sp( 2 tixi)“ > | thixi“
i=1 i=
a tedy s, > 1, coZ je spor.
Z véty 6 a véty 1 plyne ihned tento dileZity disledek:

Véta 7. KaZdd zprava aproximujici resp. zleva aproximujici posloupnost pruvki
Banachova prostoru B je jeho bast.

swr

Pro otazky aproximace prvku &asti jeho rozvoje jsou zfejmé dileZitéjsi base zleva
aproximujici, protoZe zde prvek nahrazujeme koneénym souétem. Vyvstava otazka,
existuje-li zleva dobfe aproximujici base v kaZdém Banachové prostoru s basi. Uka-
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zuje se, Ze odpovéd na tuto otazku je jiZ pro prostor C{a, b) ziporna. V C{a, b) ne-
existuje 74dna base takova, aby Caste€né soucty spliiovaly tvrzeni o nejlepsi aproxi-

maci.
DokaZeme nyni silng&jsi tvrzeni:
Véta 8. Bud {x,} base prostoru
C{a, by a n pFirozené cislo. Pak
existuji proky he C{a, b), h'el,
tak, Ze |h — s,(h)| > ||k — A'|.

Dikaz. ProtoZe {x,} je base
C{a, b), pro ka?dé x e C{a, b) je
o0
x =y fix) x;. Ze spojitosti f},
j=1 '
j=1,2,..., n plyne existence &i-
sla K takového, Ze |f{(x)| < K pro
x|l =1, j=1, ..., n. ProtoZe x,,
., X, jsou stejnom&rng spojité, exi-
stuje & > 0 tak, Ze pro |t; — 1| <4,
t,t,ela, byaj=1,... nplati

©)
[x(21) — x(22)] < min( 11 )

120K " 12/
Nechtneplati tvrzeni véty; pak opera-
tor s, pfifazuje kazdému x € C(a, b)
jeho nejlepsi ptiblizeni prvky z I,
ti. Ix = sxll = ().
Zvolme uzavieny interval I <
< {a, b), délky ¢ tak, aby

sup |x,(t)] = sup |x,(?)] .
tel te(a,b)

Oznalme c stfed intervalu I. PoloZme

HE a

!~ \ ; S.(2,)
i \ :
!' \ s.(2,)
SRR NPV VI SO N,
! \
1 \
[ \
—._.._l_.____.“:ﬁ r— —————
a | / c i b
Obr. 1.
1 sizo)
za(t)!
e [SUUSY N VY AP IR X-_
| Sa(2,)
SR ST U S W v
a L ;€ b
Obr. 2.

z,(f) =0 pro tela,c — 28) U (c, by,

zl(t)=§(t—c+§5) pro telc—38,¢c— 36,

zl(t)=—%(t—c) pro telc — 35,¢),

z,(t) = z4(t — 36) pro telcc+ 16>,
z,(f) = 0 jinde v<a, by, zo(t) = z,(t) + z,(t).
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Ziejmé je z;€ C{a, b a |z;] = 1 pro j = 0,1,2. Z (2) plyne, Ze pro t;,1,€l a
j=0,1,2, plati

(B) sz (1) = siz) @) éiilf (2)] [xdty) = x{t2)| < Kn

Dokazeme, Ze s,(z;) (f) € (3, 2) pro tel:

a) Necht pro t; eIje s,(z;) (t1) = 2. Z (3) plyne, Ze 5,(z;) (f) > 3 pro ¢ € I. Existuje
tedy & < 1 tak, Ze es,(z;) () > % pro tel. Je-li zj(t) > s,(z;) (1), tel, je |z(t) —
—5z;) ()] <% Ale |s,(z) (c) — zj(c)| > 3. TotéZ plati pro funkce z; a s,(z)).
Funkce [s,(z;) — z;| a |es,(z;) — z,| tedy nabyvaji svého supréma v I v takovych
bodech, pro které je ¢s,(z;) () > z/(f). Tedy

sup le su(z5) (1) — z(8)| < sup lsu(z5) (1) = z,()] -
ProtoZe na <a, b) ~Ijezjt) =0,jei
(s:"g lesu(z) () = z,9)] < (Saug |sa(z5) () = 2,(9)]

_ L

12Kn 12

coZ je spor s tim, Ze s,(z;) je nejlepsi aproximaci.

b) Nechf pro n&jaké t, eI je 0 < s,(z;) (t;) < . Pak je opét s,(z;) () < 15 < 3
v I. Rozliujme dva piipady:

1. Necht s,(z;) (f) < 3 v <a, b). Pak existuje ¢ > 1 tak, Ze ¢ s5,(z;) (t) < % v <a, b).
Pak ale je

(asgp_ IIS s{2)) (1) = zfB)] < 5 < lesy z/(c) — z(c)| »
sup [s,(z;) (1) = z0)] < 3 < |su(2,) () = z¢)] -
(a,b)~T1
Tedy rozdily nabyvaji svého supréma pouze v intervalu I a to zfejmé& opét v takovych
bodech, kde z(t) > &5,(z;) () > s,(z;) (£). Tedy je opét -
lle sn(zj) -z < ”Sn(zj) -z .
2. Necht existuje bod 1, € {a, b tak, Ze s,(z) (t;) = 3. Zvolme prvek

xl =x Sgnxl(c) .
P 2xy|

ProtoZe ||x3|| = 3 < 1, je xi(t) > 55 pro teI a xj(t) < % pro t e {a, b). Ozname
¥; = Hsi(z;) + x1). ProtoZe s,(z,) (f) < <5 v I, je

2> y(®) > s(z)(f) pro tel,
[y é( S;l)p I[s,,(zj) ()] pro te<la, by =1.

ProtoZe [y{(1) — z{()| a[s.(z,) () — z,(t)| nabyvaji svého supréma v I opét v takovych
bodech ¢, pro které je s,(z;) (£) < y(t) < z,(f), plati

3 < s111p lyi(0) = z(1)] < S?P |s.(z5) (8) — z,(2)|
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a déle je bud
sup [s.(z;) (1) = 2
<a,b>-=-1
nebo

sup |y(f) — z(t)| = sup 0] < sup [s.(z)) ()] = sup |si(z)) (1) — z(2)] -
(a,by =1 {a,b) =1 {(a,by =1 {abyI

Tedy [ly; — z; < lIsi(z;) = z;ll, y; €1, coZ je opét spor.
c) Je-li v n&jakém bod& t € I 5,(z)) (t) < 0,je [s,(z)) — z;| 2 3, ale [x] — z;| < 2,
coZ je opét spor.
Maéame tedy
T<sfz)()<d, F<sz)() <3, F<s(z)() <2
pro t e I. Se¢teme-li druhou a tfeti nerovnost a uvézlme-li, Ze 5,(20) = 5.(21) + 84(22),
dostavame 2 < s,(z,) (f), coZ je spor s prvni nerovnosti.

PrestoZe v kazdém Banachové prostoru s basi neexistuje aproximajici base, lze toho
vidy dosdhnout ekvivalentni zménou normy, jak ukazuje nasledujici véta:

Véta 9. Bud {x,} base Banachova prostoru B = (B, || |). Pak existuje na mnoZiné
B takovd norma ||| |||, e B’ = (B, ||| |||) je Banachiv prostor isomorfni s B a {x,}
je dobre aproximujici base B'.

Dikaz. Pro kaZdé x e B fada Y f,(x) x, konverguje. Odtud plyne, Ze tato fada
n=1
splituje Bolzano-Cauchyovu podminku; specidlné

lim [£,(x) x| =0, atedy 3. “fn(x) x|

n-+w n=1
konverguje.

PoloZme nyni pro x e B

Il =

k=1 i=k+1
Podle véty 1 je
sluap1 III élf:(x)xill = sup IIZfz(x)xz - Zfz(x) x| = 2K x| .

Cislo |||x!]] je tedy pro kaZdé x e B kone&né a B’ je normovany linearni prostor.

Necht lim |y, = 0. Potom je podle véty 1 také

lim sup [ Z fyn) xill £ 2K hm Iyl =0.

n=ow k,iI=1 i=k+1

Dale f, jsou spojité linearnf formy na B. Tedy lim f,,,(y,,) = Oprokazdém = 1,2, ...

n—+oo
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ProtoZe je podle véty 1
1fn(¥a) Xmll £ N5yl + Usm—s(y)ll £ 2K |Iyall pPro n=1,2,...,

e}

posloupnost [y, je ohraniend a déle Fada . ¢/2" konverguje, Ize uZit véty o limito-
n=1

vani fady ¢len po €lenu a dostavame

lim i ”f;(.an) x| =0.

noo i=1 2

Je tedy lim |||y,l|| = O a zobrazeni U prostoru B na B’ definované vztahem U(x) =x
pro x € B je spojité a ziejmé& linearni. ProtoZe |||x||! = ||x||, je 1 inversni zobrazeni
spojité, oba prostory jsou isomorfni a B’ je Banachiiv prostor.

Ze {x,} je dobfe aproximujici base B’ je zfejmé.
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PesromMme

AIIITPOKCUMHUPYIONHME ITOCJIENOBATEJIBHOCTHU
B ITPOCTPAHCTBE FAHAXA

. BAHUYEK, (J. Vani&ek), Ilpara

Iycrs B — npocrpanctso Banaxa, {x,} — IOCIeNOBATENHLHOCTh HEHYJIEBBIX 3ie-
MeHTOB B Taxkad, 4o [x,] = B.
MEI roBopuM, 9TO

1. {x,} sBieTCA aNNpPOKCHMHUPYIOLLEH C OPABO CTOPOHBI, €C/M [UIA BCEX YMCEN
t1y -+ tp41 CIPABEITHBO

P p+1
I Z txil =l z txqll
i=1 i=1
2. {X,} — XOpOWIO amIpPOKCHMHPOIOmAS C TpPaBOM CTOPOHEI, €CIH IJIS BCEX

qucen ty, ..., t, ¥ t,.; ¥+ 0 conpasemmso

p+1

[l.;fixall < H.;lt,-xill >




3. {x,} — ammpoxcmMupyIOIIas C JIEBOH CTOPOHBI, €CIH IS BCEX YHUCEN t,, ..., I,
CNpaBeIHBO

[ Z txill =l ; txqll

i=r+1

4. {x,} — XOpOLIO anIPOXCMMUPYIOLIAs C JIEBOI CTOPOHBI, €CIIH ISl BCEX THCEJT
tyrts oo 1, (r < 5) m 1, % 0 CIpaBeIHBO

s s
I z tx;l < HZ x| .
i=r+1 i=r
Bo BCex 3THX Cydasx CYLIECTBYyeT NOCIENOBATENBHOCTh {f,} — B Takas, 4TO
flx)=0mmi+jufix)=1mai=12..

O603HaYIM
(%) = o(x, [{x}j=1])» valx) = o(x, [{x}5ens1]) » sil*) = .=Zlf,-(x) X; .
Jloka3aHBl CHEOyrOLUe TEOPEMBI:

Teopema 5. a) {x,} ssasemca annpoxcumupyioweii ¢ npasoii cmopoHsl mozda
u moavbko mozoa, kozoa |s,(x)|| = v,(x) 044 ecex x € B,

6) {x,} A819emca annpokcumupyroweii ¢ 1e80ii CMOPOHbL MO20a U MOABLKO Mo20a,
xo020a || x — s,(X)|| = p,(x) 041 6cex x e B.

Teopema 6. a) {x,} Asasemca annpokcumupyiweil ¢ npagoii cmopowsl mozda
u moabko mozoa, kozoa ||s,| =1, oaan=1,2,...,

6) {x,} A61aemea annpokcumupyowjeil ¢ 1e80i CMOPOHBL MO20A U MOALKO mMO20da,
ko20a | —s,| =1 oaan=1,2,..., 20e I — moodecmsenroe npeobpasosarue
npocmpancmea B.

Teopema 7. Bcakas nociedosameasHOCMb, ANMPOKCUMUPYIOWAA € NPABOLL UAU 180
cmoponbl, Agasemcs basucom B.

B pmanpHeiilueM nokxasaHo, 4ro B npocTtpaHcTBe C(0, 1) He cymecTByeT 6a3mc,
annpoKCUMHEPYIOLIMHA C JIeBOM CTOPOHBI (Teopema 8), HO BO BCAKOM IPOCTPAHCTBE
Banaxa ¢ 6a3sucoM {x,} CyIIeCTByeT Takas 3KBuBaJeHTHas Hopma ||| |||, 4to {x,}
aBnsgercs GasucoM (B, [I1]), Xopowo aNmpoKCHMEPYIOLUEM OJHOBPEMEHHO C Ipa-
BOIf M NIeBO}i cTopons! (Teopema 9).
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Summary
APPROXIMATING SEQUENCES IN BANACH SPACES
Jtf VANICEK, Praha

Let B be a Banach space, {x,} a sequence of non-zero elements in B, such that
[x,] = B. We shall say that

1) {xa} approx1mates from the right, if for any numbers ¢, ..., f,+, there holds
II‘th.x A=l Z txil,
2) {xa} well approxunates from the right, if for any numbers t;, ..., f, and ¢,,, *
p+1

# 0 there holds | th I < Z toxill,

3) {x,} approximates from the left, if for any numbers ¢,,..., t, there holds
X ol < 1% o,

4) {x,} well aplr:»roximates from the left, if for any numbers t,44, ..., & (r < s) and
t, &+ 0 there holds | Z il < }thxl]

i=r+1
In all these cases there exists a sequence {f.} = B, such that f{x;) = 0 for i + j
and f(x;)=1fori=1,2,...

Let us denote
) = oo (085D 9 = o [Gefemna]) 50 = T %

The following theorems are proved:

Theorem 5. aj {x,} approximates from the right if and only if ||s,(X)| = v,(x), for
each x e B,

b) {x,} approximates from the left if and only if ||x — s5,(X)|| = u,(x) for each
x € B.

Theorem 6. a) {x,} approximates from the right if and only if ||s,] = 1 for n =
=12...,

b) {x,} approximates from the left if and only if | — s, =1 forn=1,2,...,
where I is the identical mapping of B.

Theorem 7. Every sequence approximating from the right or left is a base of B.

Further it is proved that in the space C{0, 1) there exists no base approximating
from the left (Theorem 8), but for every Banach space with base {x,} there exists an
equivalent norm ||| ||| such that {x,} is a base of (B, ||| |||) well approximating si-
multaneously from right and left (Theorem 9).
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