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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 87 (1962), Praha

BIORTOGONALNI{ SYSTEMY A LIMITOVACI METODY

Jikf VANICEK, Praha
(Doslo dne 12. srpna 1960)

Bud {x,,, f;‘} biortogonalni systém v Banachové prostoru B. VySetiuje se
@

konvergence rozvoje Y, f,(x) x, prvku x podle matic o néco obecné&jsiho typu,
n=1 :
neZ jsou matice Toeplitzovy.

V celém &lanku budeme znalit B Banachiiv prostor nad télesem redlnych nebo
komplexnich &isel, B* prostor spojitych line4rnich forem na: B, {x,} posloupnost
prvka z B takovou, Ze:

1. line4rni obal [{x,}] je husty v B,

2. %4dny prvek x; neleZi v uzévéru line4rniho obalu ostatnich, tj. x; non € [{x,},;]-

Jak znamo, pak existuje pravé jedna posloupnost f, € B* takova, Ze fi(xj) = 0 pro
i % j a f,(x,) = 1 pro viechna n. Pro dany prvek x jsou &isla f,(x), n = 1, 2,.
uréena ]ednoznacne podminkou x — f,(x) x, € [{ }”e,,] Kaidemu prvku x € B pii-

slu§i jeho rozvoj Z f(x) x,. Tento rozvoj miZe, ale nemusf konvergovat a konver-

guje-li, nemusi konvergovat k x.

Budeme vysetfovat konvergenci tohoto rozvoje podle nekone&né matice. Pro jedno-
duchost se omezime na tak zvané dolni trojuhelnikové matice. Je-li x,e B, n =
=1,2..,aT=(t;),i=1,2,..,j=1,2,...,1, dolni trojihelnikova &seln4 ma-
tice, piSeme:

1

(T) lim y, = y, jestlife Lim Y t,y;, =y,

n—ow j=1

podobné
(T Zy,, =y, jestliZe lim Zt,u Zy, =y

n—=o j=1 i=1

Matice T = (¢;;) se nazyva permanentni, jestlize

(lmy, = y)= ((T) hm 1y, = y).

n— o
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Podle znamé Toeplitzovy véty je T permanentni, pravé kdyZ jsou splneny souCasné
tyto t¥i podminky: .

(1)  A) existuje L> O tak, iej‘;l]tij] < L pro viechna i .
B) lim 3 ¢; =1 prokazdé j = 1,2, ....
l—N'Oj 1

0 hmtu~0prokazde]—1 2,.

i—o0
Dané dolni trojihelnikové matici T pfifadme matici S(T), jejiZ prvky jsou uréeny
vztahem o,,,(T) = Z t,;. Ziejmé& plati

©) (W) Z Yo =y) (hm Z Gmn(T) Ya=13)-
Z podminek (1) dostivame pro permanentni matici T = (z;;)
(3) lim 6,,(T) = L pro viechna n = 1,2,.

Rikéme, Ze T je kvasipermanentni, jestliZe pro ni plati vztah (3). Kvasipermanentni

matice tvoii §ir§i tfidu neZ matice permanentni. Jejich dileZitost pro s&itani rozvoji
podle biortogonélniho systému plyne z nasledujicich dvou vét.

Véta 1. Bud T nekoneénd kvasipermanentni matice.

L Jeli (T) i X, = x pro néjakou Ciselnou poslbupnost_{oz,,}, Je o, = f,(x) pro
n=1, 2,‘. "

IL Je-li {,} totdlni v B, tj. (f{x) =0 pro n=1,2.)>x=0, a jeli
(T)an(x)x = jex=y.

Dtkaz. I. Je lim z 0mlT) ox, = x. Tedy ze spojitosti f, dostdvame

m=>w n=1

lim 0,,,(T) &, = f,(x) pro n = 1,2, .... ProtoZe viak je lim 6,,(T) = 1 pro vSech-

m=— oo m-—>

na n, je nutn& «, = f,(x) pron =1,2,.
II. Je zfejmé, protoZe z I plyne f,(x) = fn(y)'pfo n=172,:.
Véta 2. Nechf pro x € B je pouze konecns mnoho prokii posioupnosti {f.(x)}
e}

rovno 0. Pak existuje kvasipermanentni matice T takovd, Ze (T) ). f,(x) X, = x.
+ n=1
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Diikaz. Nechff,(x) % 0pron > k. Oznadme s,(x)-= Z f,(x) x;. ProtozZe [{x,}] =

=Bax — sx)e [ s X} k+1] existuje posloupnost {z,}, L esq tak, Ze

J
zi=sx)+ Y apx; a limz;=x.
i=k+1 J—=oo

Ze spojitosti f,, plyne lim a;; = fi(x) pro viechna pfirozen c1sla P> k.

j=w
PoloZme
r;=1 pro j=<k,
Olis
rj=—= pro k<j=<i
fi(x)
r;=0 " pro j>i.
Ziejmé je
Z; = .erijfj(x) Xj
j=
a dale
limr;; = 1 pro viechna j = 1,2, ....
i—+ o0
Je-i T nekonecna kvas1permanentm matlce takova e Pon = ,,m(T) pro vsechna

!

pfirozena &isla m a n, je.(T) Z fulx) x, = hm Z; = X.-

Dale uvedeme ptiklad, ktery ukazuje, ze predpoklad totality ve v&té 1, I a pred-
poklad o tom, Ze jen kone&n& mnoho &leni posloupnosti {f,(x)} z véty 2 je riznych
od nuly, nelze vynechat.

UvaZujme prostor C(<a, b)) spojitych funkci na intervalu (a; b) s normou [[x| =

= sup |x(t)( Buda<c<d<bd a Q,,, n= 0 1, ..., necht jsou polynomy stupné
te(a,by - : 5 |
n-tého, orthonormalm v (¢, d), jejichZz ex1stence je zaruéena vétou 202 [2]; str. 551.

Polézme f,(x) = [4x(t) Q,(f)dt pro n =0,1,2,.... Te [{Q,}] = C<a, b, f, e
€ C*(<a, b)), f{Q;) =O0proi +jaf(Q,) =1proviechnan=0,1,2,....

Zvolime-linyni0 #+ x € C((a, b)) tak, Ze x(t) = 0 pro t € {c, d), je zZiejmé f,(x) =
= OprovSechnan=0,1,2,...a tedy pro libovolnou matici T je

(T)zj;(x)x = 0 AHUTOTION

Neni tedy splnéno tvrzeni vety 2 ani druh4i &ast tvrzem véty 1.

Bud G omezena oblast v komplexni roving. H(G) oznaéme prostor, jehoZ prvky
jsou funkce spojité na G a holomorfni v G s obvyklymi algebraickymi operacemi a
s normou |F|| = sup |F(z)|. Pro a € G poloZme .

el o2t 4t

nE) =G =ar, =T w010
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Je-li G jednoduie souvisla, je podle [3], str. 415

[{xn}] = H(G) *
Aplikaci v&t 1 a 2 na prostor H(G) dostavame ihned tato zajimava tvrzeni:

Vétal'. Bud G omezena oblast v komplexni roviné, a € G, F funkce spojitd na G
a holomorfni v'G a necht existuje kvasipermanentni matice T tak, %e

M 3 Fo@) = - o)
n=0 ni
stejnomérné pro z € G. Pak & = F.

Véta 2'. Bud G jednoduSe souvisld omezend oblast, a € G. Je-li pouze konecné

mnoho élentt posloupnosti {F(")(a)} rovno nule, existuje kvasipermanentni matice T
tak, Ze

M 5, row) E= - r
stejnomérné pro z € G.

Poznamka. Z véty o jednoznaCnosti pro holomorfni funkce ihned plyne Zeje-lli G
Jednoduse souvisla oblast, existuje spodetni mno%ina N < G tak, e pro ae G =~ N
obsahuje posloupnost {F‘"’(a)} .vesm&s nenulové prvky a je tedy splnén pfedpoklad
véty 2. .,
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PesromMme

BHOPTOI'OHAJIBHBIE CMCTEMBI 1 METO/bI
IIPEI[EJIBHLIX IIBPEXOIIOB

a Ceet HP)KVI BAHPI‘IEK (Im Vaméek),, l'[para.
"'a'q):-";,‘,i L i b o N R NTEE BTN
Marpmy T = (t,,)i1%"; Hasmmaem' KBA3HIepMAHEHTHOM, ecma lim Z ty=1
i»o0 j=k
nns soex k = 1,2, ... Iycte {x,,, AL 6Kop'roronanbnax CHCTeMa B IIPOCTPAHCTBE
Banaxa B. J{oka3aHB! CIEIYIOMME TEOPEMBI:
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Teopema 1. ITycme T — beckoneunas KeazunepmarneHmuan mMampuyd.
o]
I. Ecau (T) Y a,x, = x 043 nocredosamenvrnocmu {o,}, mo o, = f,(x) 012 n =
n=1
=1,2,....
II. Ecau f, momansho ¢ B, snauum, (f,(x) = 0 dran=1,2,..)=x = 0, u ecau
e}
(T) zlf,,(x) X, =y, mox=}y.
e
Teopema 2. Ilycmp 044 X € B moabKo KOHeuHOe YUCAO 1€ MEHMO8 NOCAe)08QMeNb-
nocmu {f,(x)} pasno mymo. To2da cywecmeyem keasunepmanenmnas mampuya T
@
maxas, umo (T) ¥ f,(x) x, = x.
n=1

VIHTepeCHB! TIPUJIOXEHMS STHX TEOPEM IUIs CXOAMMOCTH psina Taiinopa roio-
MopdHBIX bYHKIHIL.

Summary

BIORTHOGONAL SYSTEMS AND LIMITING METHODS

Jiki VaNiCek, Praha

The semimatrix T = (¢;;) is called quasipermanent if lim ) f;; = 1 for all k =
i—»o0 j=k
=1,2,.... Let {x,, f,} be a biorthogonal system in a Banach space B. The following
theorems are proved:

Theorem 1. Let T be an infinite quasipermanent semimatrix.
L If (T) ¥ ax, = x for some numerical sequence {a,}, then &, = f,(x) for n =
n=1
=1,2,....
L If f, is total in B, i. e. if f(x) =0 for n =1,2,... implies x = 0, and if
(T) X fulx) x, = y, then x = y.
n=1

Theorem 2. For x € B let there be only a finite number zero elements in the se-
quence {f,(x)}. Then there exists a quasipermanent matrix T such that

(T):Zo:1 filx) x, = x.

The applications of these theorems to questions of convergence of Taylor expansions
of holomorphic functions are of considerable interest.
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