Casopis pro péstovani matematiky

Ulohy a problémy

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 87 (1962), No. 1, 99--102

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117400

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1962

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117400
http://project.dml.cz

Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 87 (1962), Praha
ULOHY A PROBLEMY

1. V ¢lanku KareL KoutskyY a MiLAN SEKANINA, Rozklad pfimky na shodné troj-
bodové mnoZiny, Cas. pro pést. mat., 83 (1958), 317 —326, bylo dokazano, Ze na p¥im-
ce p existuje ke kazdé trojbodové mnoZiné M < p rozklad R takovy,Ze X e R= X je
shodné s M. Pii tom miZeme samoziejmé Zadat, aby M € R. D4 se pomérné snadno
dokaézat (pomoci zndmych v&t o oskulaénich kruZnicich), Ze existence takového roz-
kladu charakterisuje pfimku mezi dostate¢né hladkymi, jednoduchymi rovinnymi
kfivkami. Plati totiZ tvrzeni:

Necht k je jednoduchd rovinnd kfivka dand parametrickym vyjddfenim x =
= (1), y = g(t), kde f a g jsou funkce t¥idy C* a t probthd néjaky interval v mnoZiné
redlnych ¢isel. Necht pro kaZdou trojbodovou mnofinu M < k existuje rozklad R na
k takovy, Ze M € R a kaZdé X € R je shodné s M. Potom k je pFimka. Je otdzka, zda
je nutno bradt funkce tFidy C*® a zda je nutny predpoklad M e R. (Bez tohoto pfedpo-
kladu totiZ plyne bezprostfedng jen to, Ze k je pfimka nebo polopiimka.)

Milan Sekanina, Brno
ReSent iilohy ¢&. 5 (autor Josef HolubdF) z rog. 86 (1961), str. 233.

Uloha: Do daného trojihelnika umistéte t¥i shodné kruhy, které se neprikryvaji
a které maji maximdini obsah.

Reseni: Nejprve dokdZeme pomocné tvrzeni:

Budi? ddn trojuhelnik N\ KLM, v ném# plati KL< LM < KM. Budi? N bod
strany LM takovy, e KN = MN. Pak libovolné tFi body trojuhelnika /\ KLM maji
tu vlastnost, Ze alespori dva z nich maji vzddlenost mens{ nebo rovnou 6grpy =
= max (KL, KN).

Dtkaz. Oznaéme N’ bod poloptimky MK takovy, Ze MN’ = MN. Usetka NN’
rozd&li trojthelnik A KLM na trojihelnik A MNN’ a $tyfihelnik KLNN’. Primér
trojihelnika A MNN’, to jest délka nejdel§i viseCky, kterd leZi celd v trojuihelniku
A MNN’, je ztejmé& roven délce use€ky MN. Primér &tyfhelnika KLNN' je zfejmé
roven bud délce n&které jeho strany, nebo nékteré jeho ihlopficky. Plati, Ze
4 KN’'N = <« LNN’ jsou thly tupé. Je tedy trojihelnik A KNN’ tupothly a KN je
jeho strana protilehld tupému whlu, tedy nejvétsi. Je tedy KN’ < KN, NN’ < KN.
PongvadZ KM = LM, je také KN’ = LN a KN = LN’. Primérem Ctyfthelnika
KLNN’ je tedy Sxpp = max (KL, KN).

Existuje trojuhelnik, jeho? viechny vrcholy le#i v trojihelniku A KLM a jeho#
nejmensi strana je rovna dxry. YV piipadé dxry = KL je to trojuhelnik A KLM,
v piipadé dxim = KN je to trojihelnik A KMN. LeZ-li libovolné tfi body v troj-
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thelniku A KLM, leZi bud v trojihelniku A\ MNN’, nebo v &tyfahelniku KLNN’
alespoii dva z nich. Av§ak ani v trojihelniku A MNN’, ani v &ty¥ahelniku KLNN’
nemuiZe leZet Usedka delsi neZ dxzy, (jde o konvexni utvary, takZe s kazdou dvojici
bodi v nich le#i i tise€ka je spojujici). Tim je tvrzeni dok4zano.

BudteZ nyni Ki(Sy, Tma)s K2(S2s Pray)s K3(S3, Frae) tii shodné nepiekryvajici se
kruhy, které leZi v trojihelniku A KLM a maji maximalni obsah. Sestrojime-li troj-
thelnik A KoL, M, tak, Ze K,L, || KLleZi v polorovin€ KLM ve vzdalenosti r,,,, od
KL a analogicky pro ostatni strany, je zfejmé, Ze body Sy, S,, S5 leZi v trojihelniku
A KoLoM,. Kdyby nyni dgorop < 27pm.. Znamenalo by to, Ze vzdalenost nékterych
dvou bodi z trojice Sy, S,, S3 je mensi neZ 2r,,, a kruhy o téhto stfedech se proni-
kaji. Kdyby dx oMo = 27mex DYlO by moZno poloZit S; = K, S, = Ly, S; = M,
Pro Sxorom, = Kolo 2 S; = Ko, S; = Ny, S5 = My pro Sy, = KoNo (N je bod
sestrojeny v A KoLyM, analogicky jako bod N v A KLM). Pak by se 74dné dva z kru-
ht K,, K,, K; nepronikaly. Potom je v§ak moZno vZdy sestrojit kruhy K, K, K;
o nejvétsim poloméru r,,, tak, aby a) pro Sg,rom, = KoLy kruhy K;, K, byly ve-
psany Ghlim <« KLM, resp. « LKM a bylo S; = Ko, S, = Ly, b) pfi dg,rom, =
= KoNy bylo S; = Ko, S; = Ny, S3 = M,,. Je tedy

(1) 5K0L0Mo = zrmax .

Trojihelnik A K,LoM, je zfejm& obrazem trojihelnika A KLM ve stejnolehlosti
(S, 1 = 1o 0), kde S je stfed kruZnice vepsané trojtihelniku A KLM a g jeji polomér.
Je tedy

r
(2) 6K0L0Mo = 5K’LM (1 - ﬂi) .

4
Spojenim rovnosti (1) a (2) dostavame

5KLM (1 - r_"nﬂ‘) = 2rmax 5
e
z toho -
Q0kLM

20 + Sgry

max

Usetku velikosti r_,, lze pak sestrojit eukleidovskou konstrukci jako &tvrtou geo-
metricky imérnou tisedek g, Oxra, 20 + Sxry- Tim je tiloha FeSena.
Bohdan Zelinka, Liberec

Poznamka. A) Urdenim po&tu zplsobi, jimiZ je moZno uvaZované kruhy v troj-
thelniku umistit, se ve svém feSeni zabyval BoHusLav Mf§ek. Uvadime p¥ehled jeho
vysledk@: PH oznadeni pouZitém v feSeni nahofe oti§téném nechf je <« KLM = «,
4« LKM =8, <« KML=7y a a = 8 = y. Potom plati:

a) Je-li « = B =y, existuje pravé jedno feSeni: S; = K,, S, = Ly, S; = Mo,

b)yJelia=pf>7 7> Zo, existuje nekonedn& mnoho fefeni: S; = Ko, S2 = Lo
a S, je libovolny bod naleZejici jistému obrazci, ktery je na obr. 1 odstavce B vygar-
kovan.
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¢) Je-li @ > B>y, y<3o, existuje prav€ jedno FeSeni: S; = Ko, S, = N,,
S3 = M,. Viz obr. 2 odstavce B.

d) Jedlia = B > y,y < 3o, existuji pravé dvé feleni, a to feSeni popsané sub c) a fe-
Seni k nému soumérné sdruZené podle osy daného rovnoramenného trojihelnika.

e) Je-lia > B > y, y = a, existuji ta a jen ta feSeni, kter jsou popsana sub b) a
sub c).

f) Jedliw = B> 9,9 = 3a (tedy a« = B = 2y, y = 36°), existuji ta a jen ta FeSeni,
jeZ jsou popsana sub b) a sub d).

Obr. 1.

B) Konstrukce vyslednych kruhd (ve dvou pfipadech), kterou doprovodila své
feSeni EMA KAskovA:

Obr. 1. Je-li KL> KN a tedy y > 30 — v odst. A pi¥ipad b): KruZnice k,(Sy) 2
k,(S,) se vn& dotykaji a jsou vepsany Ghlim <« LKM resp. « KLM, S, je libovolny
bod néleZejici vytarkovanému obrazci. Sttedy S; = K,, S, = L, jsou vrcholy obdél-
nika K,Ly21, ktery je obrazem obdélnika KL2'1" ve stejnolehlosti o stfedu S; pfitom
jsou rozmeéry obdélnikd v poméru 2 : 1. Odtud konstrukce.
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Obr. 2. Je-li KN > KLa tedy y < —;—a — v odstavci A piipad c): Stfedy S, = N,
S3 = M, jsou vrcholy obdélnika N,M,32, ktery je obrazem obdélnika NM3'2" ve
stejnolehlosti o stfedu S. Rozméry obdélnikd jsou opét v poméru 2 : 1. Z obrazi
snadno potvrdime vztah (2) uvedeny v YeSeni.

Obr. 2.
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