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Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 86 (1961), Praha

O PROSTORU HOLOMORFNICH FUNKC{

HANA VaNiGkovA, JIRi VANICEK, Praha
(Doslo dne 18. Cervna 1960)

Vysetfuje se prostor funkci holomorfnich uvnitf jednotkového kruhu
a spojitych na jeho hranici, s normou || 7| = sup |f(2)|, v souvislosti s dosud
(z|1

nefeSenou otdzkou existence Schauderovy base v tomto prostoru.

1. Zakladni pojmy. Banachovym prostorem nazyvame normovany linearni
prostor nad télesem realnych nebo komplexnich &isel, ktery je Uplny. Bud G omezend
otevfen4d mnoZina v roving komplexnich &isel. Symbolem H, resp. H(G), ozna&ime
normovany linedrni prostor nad télesem komplexnich &isel, jehoZ prvky jsou funkce
holomorfni pro |z| < 1, resp. z € G, a spojité pro |z| < 1, resp. v G, s obvyklymi

algebraickymi operacemi a s normou || f|| = sup |f(z)|, resp. [ fl| = sup |f(z)|. Jak Ize
Iz]=1 zeG
snadno nahlédnout, jsou H a H(G) separabilni Banachovy prostory.
Bud B Banachiv prostor a {x,} posloupnost prvkd prostoru B. Rikame, Ze {x,} je
basi B,*) jestlize ke kaZdému x € B existuje pravé jedna posloupnost &isel f,(x) takova,
Ze

k
lim || ¥ f(x)x, — x| = 0.

k=0 n=1
Zajimavy a dosud nefeSeny problém funkciondlni analysy je, existuje-li v kazdém
separabilnim Banachov& prostoru base. Ve viech b&Zn& se vyskytujicich prostorech
(jako ¢, ¢, I7, I (p = 1), C(<0, 1)) se podafilo basi sestrojit. Pouze prostory H
a H(G) odolavaji viem pokusdm.
Ukolem tohoto &lanku je promluvit o situaci a nékterych obtiich, které se vysky-
tuji pfi pokusech o konstrukci base v prostorech H a H(G).

2. Cesarova base H a H (G). Na prvni pohled by se mohlo zdét, Ze funkce_]l’,‘(z) = z",
n=0,1,2,..., tvofi basi prostoru H. To také chybné tvrdi R. P. Boas Jr. v [2], § 2,
str. 470.2)

1) Takto definovana base se obvykle nazyva Schauderova base na rozdil od algebraické Ham-
melovy base. V tomto ¢ldnku se Hammelova base nevyskytuje, proto pro zkridceni budeme psat
misto Schauderova base kratce base. = w

2) Doslova:‘l, z, z2, ... maji vlastnost T,, vkaZzdém kruhu #(0, r), coz znamend f(z) = X ¢,z
stejnomérng pro |z| < r. n=0

n
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Abychom dokazali, Ze tomu tak skute&né neni, stadi sestrojit funkci § holomorfni
pro |z| < 1 a spojitou pro |z| £ 1, jejiZ mocninna fada nekonverguje na piiklad pro
z = 1. K tomu ucelu budeme modifikovat znamy p¥iklad spojité funkce s divergentni
Fourierovou fadou z [3], str. 516. (Podrobné&ji viz [6] nebo [7].)

Pro libovolné pfirozené k a ¢ e {0, 2n) poloZme

2"3

2k
Pyop) = Z [cos (2¥ = )) @ — cos (2¥ + j) ] = 2sin 2% ( Y }'sin j(p) ,
&

2K

2k
o)=Y l [sin (2"3 —j)e —sin(2¥ +j) 9] = — 2cos 29 ( Y = Sinj(p) .
Jj=1] Jj

=1

ProtoZe |Pi(o)| < 2(1 + 2n)a IQk((p)l < 2(1 + 2m) pro ¢ € <0, 2n), konverguji fady

Z . 7 L po) a kgl 7 20)
stejnomérné v <0, 27).
Tedy funkce

F(o) = i L pio) 2 Go) = z L 0,0)

k

jsou spojité v €0, 2. Zfejm& F(0) = F(2r) = G(0) = G(Zn) = 0. Snadno se ukéZe,
Ze Fourierovy fady funkci F a G maji tvar

=] -]
F(p) ~ay + Y ajcosjo, G(@)~ ) a;sinje.
=1

j=1

PoloZme
J/‘:(T, @) =a, + Y ra;cosjo pro 0=r<1,
=1
f(r, @) = F(o) pro r=1.

A
Funkce f(x, y), kter4 transformaci x = r cos ¢, ¥ = r sin ¢ piejde ve funkci f(r, ¢),
je podle [4], str. 452, harmonicka pro x> + y2 < 1 a spojita pro x* + y* < 1. Tedy
existuje funkce g(x, y) takova, Ze g(0, 0) je realné a f + ig je holomorfni pro |z| < 1.
Rozvinutim funkce f + ig v mocninnou fadu dostivame, Ze pro funkci §(r, @), ve
kterou pfejde g(x, y) transformaci x = r cos ¢, ¥ = rsin ¢, plati
g(r 90) Z ! a Sinj(p -

Definujme funkci
h(r,9) = 9(r ¢) pro 0<r<i, hre)=G(p) po r=1.
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Funkce h(x, y) p¥islu§na transformaci x = r cos ¢, y = r sin ¢ k ,i\l(r, ) je podle [4]
harmonick4 pro x2 + y2 < 1 a spojita pro x* + y> £ 1.

Tedy funkce §(z) = (f + ih) (x, y), kde z = x + iy, je holomorfni pro |z| < 1
a spojitd pro |z| £ 1.

Kdyby platilo §(z) = Y. ¢;z’ ipro z =1, bylo by Re &(z) = ap + Y a;cos jo,
ji=0 i=1

ale stejnou tivahou jako v [3] lze dokézat, Ze Fourierova fada funkce F pro ¢ = 0
nekonverguje.

Ukazali jsme, Ze existuje funkce § € H takova, Ze rovnost §(z) = Z ¢; iz neplan pro

z = 1. DokaZeme mnohem sﬂnejsi tvrzeni.

Véta 1. I. Mnozina A téch funkcf z H, pro které Y £f9(0) — <f(” f) konver-
j=0 dz’
guje k f stejnomérné pro |z| < 1, je proni kategorie v sobé.

II. MnoZina Btéch funkci f € H, pro které posloupnost { Y £9(0) = } je ohrani-
k=0
cend v H, je prvnz’ kategorie v H.

vvvvvv

0 k . Ji

1. Zavedme v A novou normu vztahem || f]’ = sup‘ Y, £9(0) —Z—', Prostor 4
k=0 ||j=0 j!

s normou || || oznaéme A;, prostor A s normou | ||’ oznaéme A,. Nep¥ili§ sloZitym

vypoétem lze v 4, ovéfit Bolzano-Cauchyovu podminku. 4, je tedy Banachiiv prostor
a protoZe ||f]|” = |f| pro vSechna f € A4, je zobrazeni U prostoru 4, na 4,, defino-
vané vztahem U(f) = f, spojité. Podle [1], str. 38, je spojity obraz tplného prostoru
bud tplny nebo prvni kategorie v sob&. V prvém pfipadé by byl A, uzavieny v H.
A vSak obsahuje vSechny polynomy a mnoZina vSech polynomi je hustd v H. Odtud
by plynulo, Ze H = A, a to odporuje vyse uvedenému p¥ikladu. Tedy A4, je prvni kate-
gorie v Sobé.

I1. Oznadme @, zobrazeni H do H, které funkci f ptitazuje funkei Y f (’)(0) —.o,je
Jj=
ziejmé linedrni a z vyjadfeni derivace Cauchyho integralem plyne, Ze je spopte. Ma
tedy smysl

Z f(J)(O)

l@nll = sup
lris1

DokéZeme, %e posloupnost {||¢,/l} neni omezena. Pfedpokladejme, Ze existuje &islo
L> 0 tak, Ze |o,| < Lpro n =0,1,2,.... Bud ¢ > 0 libovolné &islo a § funkce
z hoftejsiho ptikladu. Existuje N a polynom Py stupné nejvySe N-tého tak, Ze
I§ — Pyl S e/(L+ 1). Tedy

1T — 0B < IF — Poll + 1Py — 0Pyl + l@all - 1Py — Fl -
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ProtoZe Py = @.(Py) Pro n = N, dostavame, Ze [|§ — ?(F)ll < &. To je ale spor,
protoZe Taylorova fada funkce § nekonverguje pro z = 1.

Oznaime M,, = € [|lo,(f)] < k]. DokaZeme, %¢ mnoZina
feH

gﬁk =N Mk,n

n=0
je fidka v H.

M, je vzor uzaviené koule pfi spojitém zobrazeni a tedy M, = ﬂ M, , je uzaviena.
n=0

Kdyby nebyla Fidk4, musela by obsahovat vnitfni bod f,. Potom by existovalo
6 > Otak,2eprofe H, | f — f,| < 6a vSechna nbybylo ||¢,(f)| £ k.Potom ale pro

., 2k
geH, gl <6 dostavime [lp,(g)] < 2k a tedy [@,l < S pron=0,1,2,..., coZ

neni moZné. Dokazované tvrzeni dostaneme ihned, uvédomime-li si, Ze
I (=]
B = U mk .
k=1

V piiklad€ na zalatku tohoto paragrafu jsme vidéli, Ze stejnom&rna konvergence
Taylorova rozvoje holomorfni funkce pro |z| < 1 tzce souvisi se stejnomérnou kon-
vergenci Fourierovy fady na hranici jednotkového kruhu. Tato souvislost dovoluje
prenést na Taylorovy fady Fejérovu vétu o s¢itani Fourierovy fady metodou aritme-
tickych stfedd.

Véta 2. Pro f € H oznaéme c,(f) = —1 2 2 f(”(O) —. Potom hm e(f) =
+
stejnomérné pro |z| £ 1 a tedy mocniny 2/, j = 0, 1,2,..., tvorz ,,Cesarovu basi«
prostoru H.

Lo o]
Dikaz. BudiZ f| (z) =Ya ,-zj . Pomoci a;1ze zndmym zpiisobem vypocist Fouriero-
j=0

vy koeficienty Re f(e®) a Im f(e*). Z Fejérovy véty [3], str. 518, dostavame, Ze
¢,(f) — fstejnom&rné pro z| = 1. Stejnomérnéa konvergence pro |z| < 1 plyne z toho,
%e holomorfni funkce c,(f) — f nabyvd maxima své absolutni hodnoty na hranici
jednotkového kruhu.

Véta 3. Bud G jednoduse souvisld ohraniend oblast, jeji¥ hranici je graf F(g)
Jordanovy krivky g. Pak v prostoru H(G) existuje Cesarova base.

Diikaz. Podle véty 5 [4], str. 409, existuje prosté spojité zobrazeni W mnoZiny G na
uzavieny jednotkovy kruh takové, Ze W je holomorfni v G. Sta&i poloZit f,, = W"
n=20,12,.

Emstencm véta o s&itani Taylorovy fady podle obecngjSich matic je odvozena
v ,,J. VANfCEK: Biortogonalni systémy a limitovaci metody*. (Vyjde v tomto Gaso-
pise, 1962.)
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3. Holomorfni a harmonické funkce. V tomto paragrafu budeme povaZovat H za
prostor nad télesem realnych Cisel.

P¥i snaze o konstrukei base v prostoru H se nabizi cesta hledat tuto basi pomoci base
v prostoru harmonickych funkci. Tato cesta, jak ukaZeme, nevede k cili. ‘

Nejprve sestrojime basi v prostoru s#, jehoZ prvky jsou funkce harmonické pro

x? + y? < 1 a spojité pro x2 + y% < 1, s normou [¢| = sup |¢(x, y)|. ProtoZe
x2+y2<1

funkce z 5 je svymi hodnotami na hranici jednotkového kruhu uréena jednbznaéné
a nabyva na ni maxima své absolutni hodnoty, je zobrazeni U(p) = (1, 9), kde
o(r, 9) je funkce, ktera vznikne z ¢ transformaci do polarnich soufadnic, isometricky
isomorfni zobrazeni prostoru # na podprostor téch funkei z C(€0, 27), pro které
plati f(0) = f(2n). Jsou-li x,, n=0,1,2,..., Schauderovy funkce tvofici basi
C(0, 2n)), sestrojené v [5], tvofi U™ *(x,), U™ *(x,), U™ *(x3); ... basi prostoru .

Ke kazdé funkci ¢ e existuje funkce f = W(g) holomorfni pro |z| < 1 a takova,
ze Im f(0) = 0 a Re f = ¢. Kdyby pro kazdé ¢ e# bylo W(¢p) € H, dostali bychom,
Ze v H existuje base. : .

Ze tento postup nevede k cili, ukazuje nasledujici znamé tvrzeni, jehoZ jednoduchy
a zajimavy dtikaz lze provést funkcionalng& analytickymi prostfedky.

Véta 4. Existuje funkce @ harmonickd pro x*> + y* < 1 a spojitd pro x* + y*> <
< 1 takovd, Ze pFislusnou funkci y harmonickou pro x* + y*> < 1 a takovou, Ze
@ + iy je holomorfni pro |z| < 1, nelze spojité rozsi¥it na obor x* + y* < 1.

Dikaz. Oznalme H, = & [f(0) = 0], #, = & [¢(0, 0) = 0]. Zobrazeni U a V
JeH peX
prostoru H, do 5, definujme vztahy v
U f)=Ref, Y(f)=Imf. .

JestliZe dokazovand véta neplati, jsou U a V zobrazeni H, nas#,. Obé& zobrazeni jsou
zfejmé prosta, linearni a spojita.

H, as# jsou po fad€ uzaviené linedly v H as# a jsou tedy tiplné. Podle véty o spo-
jitém obrazu uplného prostoru [1], str. 41, dostavame, Ze i U™ a V™1 jsou spojitéd
zobrazeni #, na H,. Ale sloZené zobrazeni U(Y ™) neni spojité, jak je ihned vidét,
konstruujeme-li na ptiklad posloupnost konformnich zobrazeni jednotkového kruhu
na obdélniky '

—1<Rezg1l, — Im z

S I
IIA
IIA

S|

Tento spor dokazuje nasi vétu.
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Pe3rome

O IIPOCTPAHCTBE I'OJIOMOP®HBIX ®VHKHUN

TAHA BAHMYKOBA u MPXW BAHUYEK, IIpara

H —unpoctpanctBo Bamaxa, 00pa3oBapHOe GYHKOUSIME, [OJIOMOP(HBIMH IS
|z] < 1 m HenmpepeBEBIME Ui |z| < 1, HOpMa B KOTOPOM

Il = sup lf(Z)l .
IToxasaHo, 9TO cTenenH 1, z, z> 06pa3yro'r 6a3uc Yecapo npocrpancrsa H, HO HE

ero 6asmc IMaynepa. Koneuno, Maoxectso Tex fe H, mis KOTOPBIX f(z) Z c,z"
paBHOMepHO 11 |z| £ 1, mepBoii xaTeropus B cebe.

B manmpEeinTeM IOKa3aHO, 9T0 HaX0quTh 6asuc H mpu moMoinn 6asuca mpocTpaH-
CTBa TapMOHHMYECKUX (DYHKOHI SIBIISETCS HEIPHUTOIHBIM.

Summary

ON THE SPACE OF HOLOMORPHIC FUNCTIONS
HANA VaNiCkovA and Jiki VANICEK, Praha

H is a Banach space composed of functions holomorphic for |z| < 1 and continuous

for |z| < 1 with norm
Izl = 111 = sup () -

It is shown that the powers 1, z, z2, ... constitute a Cesaro basis of H, but not its

Schauder basis. Even the set of those fe H for which f(z) = Z ¢,z" uniformly for
|z] < 11is of first category in itself.

Furthermore, it is shown that the construction of the basis in H by means of a basis
in the harmonic functions space is not feasible.
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