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CASOPIS PRO PESTOVAN[ MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky tstav CSAV, Praha
SVAZEK 86 % PRAHA 24.VIIl. 1961 % ClsLo 3

POZNAMKA O POVRCHU KARTEZSKEHO SOUCINU
DVOU MNOZIN

JOSEF KR.&I‘,, Praha
(Doslo dne 9. prosince 1959)

V této poznamce je ukdzano, Ze strukturu povrchdvé miry definované na
hranici kartézského soudinu dvou méfitelnych mnoZin Ize jednoduse popsat
s pomoci povrchovych mér piislusnych k jednotlivym faktorim tohoto
soulinu. .

V dal§im E, bude n-rozmé&my euklidovsky prostor. Pro A < E, znali symboly
H,,L,A hranici a vn&§ Lebesgueovu miru mnoZiny 4. Nebude-li hrozit nedoro-
zuméni, budeme index n u symbolu L, vynechévat.

Necht ¥, = ¥ je systém viech n-rozm&rnych vektorovych funkei v = [vy, ..., v,]
.na E,, jejichZ sloZkami jsou nekone&ng derivovatelné funkce s kompaktnim nosicem.
Dile bud ¥’} = ¥ podsystém viech v € ¥", pro n&* max |v(z)| < 1. Je-li A m&fi-

‘z€En
telnd podmnoZina v E,, pak symbolem P(4;...) oznadime funkcion4l na systému
¥, jenZ je definovan vztahem ; L
P(4,v) = (Z £iz'igl)dz, vev .
' A4

sy i=1 i

PoloZime-li dale _ ( -

4] = sup P(4,v), vev™?,
v

potom podminka || 4| < oo je nutn a staéi k tomu, aby na hranici H, = H mnoZiny

A existovala Upln€ konetna borelovskd mira P, = P a borelovsky méfitelna')

n-rozméma vektorova funkce v* = [v{, ..., 1] = v o nasledujicich vlastnostech:

) P(4,v) = f vvdP. pro viechnave v,
H

(i) [W(z)l = 1 pro P — skoro viechna z€ H .

Vlastnostmi (i), (ii) je mira P stanovena jednozna&n& a vektorové funkce v skoro
jednoznatn& (vzhledem k P); dile je [|A| = PH,. R

1) To znamens, Ze funkce v‘i‘ (1 £ i £ n) jsou borelovsky méfitelné.

261



Pro pfipad, Z¢ mnoZina A je omezena, byla pravé uvedena tvrzeni dokazéna J.
Magkixem v préci [5]. Z citované prace je rovn&Z patrno, Ze stejné metody lze apli-
kovat i v pfipadg, Ze A neni omezena. Lze rovnéZ snadno zjistit, Ze &islo || A| splyva
s povrchem mnoZiny A definovanym DE GIORGIm v praci [1]. Odkazy na dalsi price
H. Feperera, W. H. FLEMINGa, K. KRICKEBERGa, CHR. Y. PAauca, vénované teorii
povrchové miry P a otizkam, které s ni Gzce souvisi, nalezne Stendf v &lanku [6].

Cilem této poznamky je podat jednoduchy popis struktury miry P pfislu§né k mno-
Zin€ C, jeZ je kartézskym soudinem méfitelnych mnoZin A < E, a B c E,. Budeme
stale predpokladat, Ze k, r, s jsou pfirozend &isla takova, Ze r + s = k. Body prostoru
E, budeme psit ve tvaru [x, y], kde x€ E, a ye E,. Pro M < E, a x € E, (resp.
y € E;) oznatime symbolem M™* (resp. M**”) mnoZinu viech y € E, (resp. x € E,),
pro n& [x, y] e M. Je-li dale v = [vy, ..., ;] k-rozm&mé vektorova funkce na M,
pak pro x € E, definujeme na M™* s-rozmé&rnou vektorovou funkci v™* predpisem

Ux’*(y) = [vr-l- l(x’ )’), ooy vk(x, y)] > y € Mx’* .
Podobné definujeme pro y € E;

o*(x) = [v4(%, ¥)s . 0%, )], xeM*7.
Jsou-li P*, P? dv& borelovské miry na M, pak zipisem P! L P? oznatime, e miry
P!, P? jsou na M navzijem singularni (por. [4], kap. VI, § 30).

Nejprve doké¥eme nasledujici jednoduché lemma:

Lemma 1. Nechf Z,, Z, jsou borelovské mnoZiny, Z, c E,, Z, = E,. Nechf
P, L? jsou borelovské miry na Z; (i = 1,2). PotomP* x L*> L L' x P> na Z, x Z,
prdvé tehdy, kdyZ P* 1 L' na Z, nebo P* L L* na Z,.

Diikaz. Je-li pro n&které i (= 1 nebo 2) P* L L’ na Z,, pak snadno nahlédneme,
Fe P! x L LL' x P* na Z; x Z,. (S timto tvizenim ostatn& v dalsim vysta&ime;
obracené tvrzeni dokazujeme pouze pro tiplnost.) Naopak, bud P! x L* 1 L' x P?
na Z, x Z,. Pak existuji disjunktni borelovské mnoZiny X, Y tak, Z¢ X u Y=

P* xL)X=0=("xP?)Y.
Odtud plyne, Ze existuje P'-nulovi borelovski mno¥na P < Z; a L'-nulova bore-
lovsk4 mnoZina Lc Z, tak, Ze
xeZ, — P=L*Xx"*=0,
xeZ, — L=>PY**=0.

Pfedpokladejme nyni, Ze neni P* L L' na Z,;. Potom nutné L'(Z, — P) > 0, tak¥e
také L(Z, — P — L) > 0; specieln€ tedy Z, — P — L+ . Zvolme nyni pevn&
xeZ; — P — L. Pak L2X™* = 0'= P2Y™* Jesto X** Y** jsou disjunktni bore-
lovské mnoZiny, jejichZ sjednocenim je Z,, znamen4 to, e P> 1 L2 na Z,.
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Poznamka 1. Je zfejmé, Ze vySe uvedené lemma i s ideou dikazu lze pfenést na
miry definované na abstraktnich mnoZinach. My vSak vystadime s p¥edchozi for-
mulaci.

Lemma 2. Necht A c E,, B = E jsou méFitelné mnoZiny. Potom

max (LA . [B], |A4l.LB)< |4 x B| LA.|B|| + |4] .LB.

Dukaz. Poznamenejme nejprve, Ze pro kaZdou vektorovou funkci v € ¥", plati
vzorec

(1) P(4 x B,v) = L P(B, %) dx + L P(4, o) dy .

Skutetng, P(4 x B,v) = (Z 9 vdx, y)) dxdy + f <Z 9 04, y)) .
Axp \i=1 0x; 4xB \J=1 0y;
.dx dy =j P(4,v*”)dy + f P(B,v™*)dx. Je-li nyni ve¥7}, je v’ e¥ ) a
B 4
¥ evy, P(4,v*) < |4, P(B,v™*) < |B| a P(4 x B,v) < ||| .LB + L4 x
% ||B||. Odtud vzhledem k libovolnosti volby vektorové funkce v € ¥~ f plyne ihned
nerovnost
4 x Bl = [|4] .LB + LA.||B] .

Jestlize | A|| = 0, pak ovSem
) l4 x B 2 |4] .LB.?)
Pfedpokladejme nyni, Ze [|4]| > 0. PoloZme

| K, ={y;yeE,lyl < n}
a sestrojme na E, nekonen& derivovatelné funkce g, (n =1,2,...) tak, aby
gu(y) =1 pro yeK,, g,(y) =0 pro yeE, — K1y, 0=g,(y) £1 pro viechna
y € E,. Zvolme libovolng &islo a € (0, ||4)). Potom existuje w € ¥} tak, Ze P(4, w) >
> a. Definujeme-li na E, k-rozmérné vektorové funkce v" predpisem

V"(x, y) = [g.y) - w(x), 0], x€E, . yeE, ’

(symbol 0 zde oviem znag{ s-tici nul), pak zfejmé ¢" € ¥ pro viechna n. Dile méme

|A x B 2 P(A x B,v") =J 9.(y) P(4, w)dy 2 af g,(y)dy = al(Bn KJ:) ,
B

B
coZ di po limitnim pfechodu pro n — oo nerovnost
|A x Blj 2 aLB.
Vidime, %e opét plati (2). Z déivodd symetrie také
4 x Bl zL4.[B].

2) Definujeme 0. 00 = 0.
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Poznamka 2. Pro A < .E,, ozna&ime symboly 4, 4° uzavér a vnitiek mnoZiny A.
Je-li mno¥ina 4 méfitelna, pak existuje mnoZina X < 4 typu F, tak, 7e L(4 — X) =
= 0. PoloZime-li ¥ = X U A°, pak oviem Yma opét typ F,, Y= Aal(d—Y) =0.
Krom& toho je Hy =Y — Y’ < 4 — A° = H,. Pro ka’dou vektorovou funkci
ve ¥, plati P(4, v) = P(Y, v). Odtud a z véty o jednoznaZnosti miry P, a vektorové
funkce v* snadno plyne, e P,(H, — Hy) = 0, P, = Py na Hy, v* =" P, — skoro °
viude na Hy. Je tedy vidét, Ze pfi studiu miry P, a vektorové funkce v* se miiZeme
bez Gjmy obecnosti omezit na pfipad, Ze 4 je borelovska mnoZina. ‘

Poznamka 3. Ke kaZzdé borelovské mnoZin€ 4 < E,,,, pro niZ [|A]] < o, existuje
borelovska mnoZina D, = H , tak, Ze

LD =0=P(H, — DA)
(viz [2], [3]; por. téz [5] str. 547); miry P, L,, jsou tedy navzajem singulérni na H .
Vétal. Necht Ac E,, B< E; ]sou borelovské mnoZiny a poloZme C = A X B.

Predpoklddejme, Ze
Al + B + L4 + LB < 0 .%)

Potom | C} < oo. Definujeme-li borelovské miry R,, Ry a k-rozmérné vektorove
_funkce;f4 L& tak, e poloZime
RA=PAXLJ na 'HAXES’

w(x, y) = ["(x),0] pro xeH, yeE,,
RB=LI‘XPB na EXHB,

W 2) = [0,70)] pro xeE,yeH,,
pak pro miru P¢ a vektorovou funkci ¢ plati

(3 Pc=R, na [Hyx(B—Hp]v[(H,— 4) x (BN Hp)]=2Z,,

@ v =u* P, — skorovsudenaZ,, _
(5) Pc=Ry na [(A—H,) x Hg]u[(AdnH,) x (Hz — B)] = Zs,
6 v¢ = p® P° — skoro vsude na Zy,
0} PC-RA+RB na (AnHA) (BnHp) =2,
® | P[(H, — 4) x (Hs — B)] =0,
¥ = dRy A Ry ® %) P, — skoro vSudena Z .

+ ©
d(RA + RB) d(RA + RB)
Miry Ry, Ry jsou navzdjem singuldrni na H, x Hy.
J—
3y Vyloutime-li trividlnf pfipad L4 .LB = 0, pak tato podminka je nutni k tomu, aby

fCl < 0; srvn. té% nisledujici véta 2. (Podotykame, Ze 4[| = 0<> LA = 0.) Nésledujici
text vity 1 je mo¥no téZ nahradit jednoduf$im tvrzenim z niZe uvedené poznimky 5.

4) Derivatai symboly je zde oviem tfeba chipat ve smyslu teorie miry; por. [4], kap. VI, § 32.
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Dikaz. Z lemmatu 2 je patrno, ¥e |C| < 0. Je-li ve ¥, pak
f v.u‘dRA+f v.u®dR, +
Zy Zp

AR, R, B)
o (—Ba ey B B 4R, 4R, =
L <d(RA + Ry AR, + Ry (Ra + Ry) |

=f v-u“&RA+f v.#BdRB=f<j v*”'.v"dPA>dy+
ZyvZ . ZpuZ B Hy

+ L(L;"’* P dPB> dx = LP(A, v*)dy + LP(B, v*¥) dx =
= (viz (1)) = P(C, ) .—_f v 1€ dP,.

Hg
. Z pYedchozi poznimky a z lemmatu 1 ihned plyne, Ze

‘ R, LRy nma H, x Hg,
* takZe

Re R _ (R4 + Rp) — skoro v§udé na H, x Hp.
d(R, + Rp) d(R, + Rp) ‘
ProtoZe oviem
dR, dRp

+ = 1" skoro viude,
dR, + Rp) dR, + Rg)

je

_—d,.{..‘i____. u“ + __E:R_B__. ﬂB = 1

d(R, + Rp) d(R, + Rp) ,
(R4 + Rp) — skoro viude na H, x Hy > Z. Odtud a z pfedchoziho plyne podle
véty o jednoznadnosti miry P, a vektorové funkce v¢ naSe tvrzeni.

Véta 2. Necht A< E,, B < E; jsou‘ méFitelné mnoZiny. Potom

©) o 4 x B] = 4]l .LB + LA . ||B] .
Dikaz. Je-li n&které z Eisel
(10) L4, LB, [l4], IBI

rovno nule, pak také |A|.LB + LA.|B| =0 a z lemmatu 2 plyne, Ze (9) plati.
Jsou-li &sla (10) vesmé&s kladna, pak na zdklad¥ téhoZ lemmatu zjistime, Ze (9) plati,
je-li n&které z nich nekonetné. Zbyva tedy vysetfit p¥ipad, kdy vSechna &isla (10)
jsou konecna. Vzhledem k poznadmce 2 miZeme pfedpokladat, ¢ mnoZiny A, B
jsou borelovské. Pak miiZeme aplikovat vétu 1, ¢imZ dostaneme

I4].LB + LA . |B] — |4 x Bl = R,(H, x B) + Rg(4 x Hg) — PcHc =
= (viz(8)) = Ry(H, x B) — PcZ, + Ry(A x Hy) — PcZy — PZ .
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Nyni stadi u¥it vztahd (3), (5), (7) a2 uvédomit si, Ze
HAXB=ZAUZ, AXHB=ZBUZ
s disjunktnimi sjednocenimi vpravo.

Poznamka 4. Je-li specidlng s = 1, B = <{a, a + h)> (h > 0), pak |B| -2 a
z predchozi véty dostadvame vzorec pro povrch ,,valce® 4 x (a a + h)

4 x (a,a + h)|| = 2LA + ||A4] .

Poznamka 5. Nechf 4 <E, B cE, jsou lebesgueovsky méfitelné mnoZiny
a nechf JJA] + |B + LA + LB < o0, C = 4 x B. Bud D, borelovska mnoZina
s vlastnostmi z poznadmky 3 (kde poloZime m = r) a zvolme jesté borelovskou mno-
#inu 4 = A — D, tak, aby L(4 — A) = 0. Necht mno¥iny Dy, B maji obdobny
vyznam vzhledem k B. Definujeme-li borelovské miry R,, Ry i vektorové funkce
12, 1P stejng jako ve vété 1, pak pro miru P, a vektorovou funkei v¢ plati

PC=RA na DAXE=YA’
v¢ =y P, — skoro viude nay,,
Pco=Ry ma 4 x Dy=7Y,
Vv =P Pc — skoro viude na Yj; Pe(He — (Y4 L Y5)) = 0.
X dﬁkazu si stadf uvédomit, Ze pro kazdou vektorovou funkci » € ¥ plati

j v.;tAdRArl-f v.ﬂBdRB='J‘ (f v*"'.v‘dPA>dy+

Y, Yp B Dy

+J‘ (J v"’*.vndPB)dx =j P(4, v*?) dy +f P(B, v™*) dx ='[ v. ¢ dPg,
A\JDg A Hy

a aplikovat v&u o jednoznaénostx miry P¢ a vektorové funkce v¢ (podobns jako vdi-
kazun véty 1).

Jeli LH, =0 (resp. LH = 0), miZeme v pfedchozim tvrzeni volit 4 = 4°
(resp. B = B) a zaménit D (resp. D) mnoZinou H , (resp. Hyp).

Predchozimi v&tami je vySetfovani.povrchové miry indukované na hranici kar-
tézského soudinu dvou méfitelnfch mnoZin redukovidno na studium povrchovych
mé&r piistusnych k jednotlivym faktoriim. Pro A < E, je souvislost miry P, s (r — 1)-
rozmérnou Hausdorffovou mirou a vektorové funkce v4 s Federerovou normélou

vySetfena v pracich [2], [3].
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Pe3zroMe

éAMETKA O NIEPMMETPE JIEKAPTOBA IIPOM3BEIEHINSI
JABVX' MHOXECTB

TOCE® KPAJI (Josef Kral), ITpara

06038a9EM CHMBOJOM ¥~ CHCTeMy Bcex OeckoHedHO TudpdepeHIHpPyeMBIX BeK-
TOPEEIX QyHKOUMA v = [vy, ..., ;] Ha E,, oOpammarormmxcs B HyJb Ha OeckoHed-
HOCTH. IlycTh, manee, ¥' — moacucTeMa Beex v € ¥, yIOBIETBOPSIOMHX TpeGoBa-
HHFO
max [v(z)| £ 1.
zeEx )
Ans xaxporo msmepumoro (mo JleGery) muoxectBa C < E; ONpeNenaM NepH-
MeTp || C|| MEOXecTBa C paBeHCTBOM

|C|l = sup f divv(z) dz .
vey ! Jc

W3BecTHO, uT0 yenosme ||C|| < 00 HeOOXOOMMO ¥ JOCTATOYIHO JUIA TOTO, 9TOOBI Ha

rpamune H, MuoxecTBa C CymIeCTBOBAJIM KOHeIHasi GopeneBckast Mepa P m Gope-

JIeBCKH M3MepEMasi BekTopHas bymkmus vC = [, ..., vi], yroBreTBOpsromue Tpe-

6oBarUIM

@ ve¥V = v.dePc=fﬁvv(z)dz,
Heg c

(i) W(z)| =1 mnsPe — mourm Beex z € He.

(Venosus (i), (i) ompemensror P omEO03HaYHO B v DOYTH OMHO3HAYHO OTHOCHTE/b-
HO P.) ‘
IlpenmonoxuM Tenepb, 4TO 7, S — HaTypalbHBEIE uHCIa H r + § = k. O6o03Ha-
9uM dgepe3 L,, neGerosckyro mepy B E,. Jlokxa3piBaeTcs, YTO I IPOHM3BOILHBIX
u3MepuMebIx (o JleGery) maoxecTB 4 < E, 1 B — E; nMeeT MeCTO PaBEHCTBO

4 x Bl =[4] .LB + L,4.|B].

B gacrmoctr, ecnma ||A| + |B| + LA + LB < 0, TO |4 X B|| < c0; HOKa3kI-
BaeTCg, 9TO B 3TOM CIysae CTPYKTypa Meprl P, COOTBETCTBYIOINEH MHOXECTBY
C = 4 X B, MoxeT OBITb OpOCTO ommcaHa mpu momormw mep P, x L, L, x Pg.
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Summary

A NOTE ON PERIMETER OF THE CARTESIAN PRODUCT
OF TWO SETS

Joser KRAL, Praha

Denote by ¥ the system of all infinitely differentiable vector-valued functions -
v = [bg5...s 0] on E; with o(z) = 0 for sufficiently large |z|. Further, let ¥ ‘e
the system of all v € ¥~ with max [v(z)| £ 1, z € E;. For every Lebesgue measurable -
set C c E, the perimeter ||C|| of C is defined by

IC| = sup I divo(z)dz.
DG'V'I o} .

It is known that ﬂCn < oo is a necessary and sufficient condition for the existence of
a finite:Borel measure Pc over the boundary Hc of C and a Borel measurable vector-
valued function v¢ = [+, ..., vf] on H¢ such that ‘

@ ’ .”5"//,:’ v. ¢ dP =f divvv(z) dz,
Hg

(ii) V(2)l =1 for Pc — almost every z € Hc
(), (ii) determine P uniquely and v° almost uniquely with respect to P). Suppose
now that k = r + s, where r, s are positive integers. Denote by L,, the m-dimensi-
onal Lebesgue measure. It is proved that, for arbitrary Lebesgue measurable sets
A< E,, B c E, the formula . ;
: 4 x B| = ||4] .LB + L,4. |B|
is' true. In part:mﬂax, |4 x Bll < co whenever [|4] + |B| + L4 + LB < 0;
in the latter case the structure of the measure P¢, corresponding to C = 4 X B,
is simply described by means of P, x L, L, x Py
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