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éasopis pro pé&stovini matematiky, ro&. 86 (1961), Praha

POZNAMKA K DOPRAVNIMU PROBLEMU

OsvaLD DEMUTH, Praha
(Doslo dne 23. prosince 1959)

Pfi vypoltu dopravniho problému na zdkladé€ algoritmu uvedeného v pracich
[1], [2] se vyhleddvaji feSeni, ve kterych nastdvd minimum dané linearni formy
a ktera odpovidaji — pf¥i geometrisaci problému — vrcholiim omezeného kon-
vexniho polyedru dimense (m — 1)(n — 1) v linedrnim prostoru E,,,. V préci
jde o dolni odhad poétu vrcholi tohoto polyedru.

Budte m, n pfirozena &isla, m,n = 1. M&me dany dv& soustavy kladnych &isel

m n
a;>0,i=1,2..,mb;>0,j=1,2,...,ntakové, 7¢ Y a; = Y b, Systém &isel
i=1 Jj=1 !
Qyyeees Gy byy ..., b, s uvedenymi vlastnostmi budeme nazyvat M-systémem typu
[m,n] a zna&it M(ay,... a,; by, ..., b,). Refenim daného M-systému nazyvame
kaZdou matici (x; ;) typu (m, n), pro niZ
;20 pro i=1,2,...mj=12,...,n,
m

n
Yxj=a pro i=12..,m; Y x;;=>b; pro j=12,..,n.
j=1 i=1

PovaZujeme-li feSeni za bod prostoru E,,,, tvofi mnoZina vSech ¥feSeni omezeny kon-
vexni polyedr dimense (m — 1)(n — 1); o definici vrchold viz [1]. Vrcholy polyedru
mnoZiny viech feSeni M-systému M(ay, ..., @p; by, ..., b,,) budeme v&tSinou pro struc-
nost nazyvat vrcholy tohoto M-systému.

Tato poznémka je pokusem o odhad poé¢tu vrcholt daného M-systému typu [m, n]
zdola.

M-systém typu [m, n] nazveme degenerovanym M-systémem, existuji-li pfirozena
Sisla Lk,1 £ 1< m,1 £ k <n a prosté posloupnosti &isel i, ..., iz, ji, -+ Jo» PO
n&1 =i, <m(r=12..,0)12j=<n(s=12,..,k), takové, ieiair = ibj'.
M-systém, ktery neni degenerovanym systémem, nazyvame reguldrr:z:ni syst:’n—nlem.

V dal§im uZivime bez citace pfi dikazech nésledujicich tvrzeni, ktera jsou pfevzata

z citované prace [1]:
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_ Tvrzeni 1. M&me M-systém M(dy, ..., @p; by, ..., b,). Bud (iy, jy), (izs o)y -
(> Jmn) libovolné piedem dané pofadi mnoZiny dvojic (i.j), kde i = 1,2, ..., m;
Jj=1,2,...,n Definujeme-li postupng x; ; vzorcem
xp;=min(g; — Y X bi— Y x),
(1,k) < (i,)) (k,J)<(i,J)
kde znak ) znadi, Ze s¢itdme pies vSechny dvojice (i, k), které leZi v daném po-
i,k)<(i,j

fadi pred (dvi)ji(ci?i, ), je matice (x;,;) feSenim daného M-systému a bod v E,,, ktery ji
odpovida, je vrcholem pfislusného konvexniho polyedru. Ke kaZdému vrcholu exis-
tuje takové pofadi dvojic (3, j), Ze soufadnice tohoto vrcholu miZeme ziskat shora
uvedenym predpisem. ,

Tvrzeni 2. Bud M(ay, ..., a,; by, ..., b,) dany M-systém. ReSeni (x; ;) tohoto
M-systému je vrcholem pravé tehdy, plati-li:

1. matice Feleni (x; ;) obsahuje alespoii jeden ¥adek nebo sloupec, ve kterém je
pravé jeden prvek rizny od nuly;

2. vynechdme-li v matici feSeni fadek resp. sloupec s vlastnosti zminénou v 1 a jest-
liZe takto vznikla submatice mad nejméné dva fadky a nejméné dva sloupce, pak tato
submatice obsahuje alespoti jeden Fadek nebo sloupec, ktery obsahuje nejvyse jeden
prvek rizny od nuly;

3. vynechdme-li v submatici z tvrzeni 2 fadek resp. sloupec s vlastnosti uvedenou
v 2 a jestliZe vznikla submatice ma alespori dva ¥adky a dva sloupce, pak tato sub-
matice obsahuje alespoii jeden Fadek nebo sloupec, v némZ je nejvySe jeden prvek
riizny od nuly. Uvedenou vlastnost ma kaZd4 submatice vznikl4 z matice feSeni (x; ;)
naznacenym procesem a obsahujici alespoii dva fadky a dva sloupce.

Tvrzeni 3. KaZdy vrchol M-systému M(ay, ..., ay,; by, ..., b,), kde a; a b; jsou
vesmés prirozena Cisla, je celo¢iselnym feSenim tohoto M-systému.

Definice. Vyrok ,,Uréitému obsazeni k-tého fadku (resp. sloupce) matice feSeni
daného M-systému odpovida S vrcholi* znamena, Ze existuje S vrchold tohoto
M-systému tak, Ze k-ty fadek (resp. sloupec) v prislu§nych maticich ¥eSeni je 6bsazen
tim pfedepsanym zpisobem.

Definice. Specilnim zpiisobem obsazeni fadku (resp. sloupce) matice feSeni daného
M-systému nazyvame takové obsazeni tohoto ¥adku (resp. sloupce), v némz je pravé
jeden prvek riizny od nuly.

Pomocné tvrzeni. M&me M-systém M(ay, ..., @y; by, ..., b,). Bud (X; ;)1<i<m
1=j=

jeho feSenim. Je-li m 2 2 a je-li pro jisté iy (1 < iy £ m) ip-ty fadek matice (x; ;)

obsazen specidlnim zpdsobem (tj. existuje-li j, (1 <j, <n) tak, Ze x; ;, * 0,

X;,; =0 pro j # jo), je (xi;)1<ism vrcholem M-systému M(ay, ..., a,; by, ..., by)
1sjsn

pravé tehdy, je-li (x; ;)s<i<m,iio,1=j<n VIcholem M-systému

M(ab e a aio+1’ cres Qs bl: b2, L] bjo_p bjo-aim bjo+1’ ERRE) bn)

io-1°
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v ptipadg, Ze b;, + a;, nebo je-li (X; ;)i<izm,ixio,15jzn,j=j VIcholem M-systému
M(ay, ..., Qig—1, Qi g5 -oor Qs by ooy Bjo—1, Bjo 15 -on, B,) v piipads, Ze b, = a;,.

Platnost plyne ihned z tvrzeni 2. Obdobné tvrzeni plati pro speciélni zptisob obsa-
zeni sloupci. i

Vétal. Bud M(a;, ..., a3 by, ..., b,) reguldmi M-systém typu [m,n]. Potom
konvexni polyedr tvoreny mnoZinou vSech FeSeni tohoto M-systému md nejméné
[max (m, n) ™™™~ yrchohi.

Priklad. Budte m, n pfirozena Cisla (1 <SmZ< n). PoloZme
1) b=k (j=1,2...n), ay=n.k—-—m+1, ao=1 (i=2,....,m),

kde k je pFirozené &islo, k = m. Systém M(ay, ..., a,; by, ..., b,) je regularni. Pfislusny
konvexni polyedr ma pravé n™~* vrchold.

Regularita systému definovaného rovnostmi (1) je zfejma. Na zakladg citovanych
tvrzeni kazdy vrchol tohoto M-systému je celoCiselnym feSenim a naopak vzhledem
k tomu, Ze a; = 1 proi = 2, ..., m, kazdé celodiselné feseni je vrcholem. Je-lim = 1,
ma M-systém ziejmé& pravé jeden vrchol. Je-li m = 2, je feSeni daného M-systému
jednoznaéné urfeno obsahem druhého aZ m-tého fadku matice feSeni. Z uvedeného
plyne, Ze vrcholy jsou vzajemné jednoznacné pfifazeny volbam rozloZeni jedniek
a nul ve druhém aZ m-tém fadku matice fefeni naseho M-systému. Vzhledem k (1)
existuje pravé #™~ ' moznosti rozloZeni jedniek a nul v uvedenych fadcich, a tedy
konvexni polyedr pfislusny k M-systému definovanému rovnostmi (1) ma pravé "~ *
vrchold.

Diikaz v&ty 1. Oznaéme T(m, n) minimalni po&et vrchold regularnich M-systémi
typu [m, n], kde m < n. Na zéklad& uvedeného prikladu dokaZeme, Ze dokonce plati
T(m, n) = n™~'. Bez ijmy na obecnosti se miiZeme omezit na zkoumani téch regu-
larnich M-systémd, pro n& podet fadkd (m) je nejvyse roven podtu sloupch (n),
a,=a,=...2a,, by =b, =... 2 b, Dokazujeme indukci podle m + n = k:

Jedi k =2=m=n =1, zfejm& plati T(1,1) =1 =n"""1.

Necht pro jisté k > 2 plati T(m, n) = n™~* pro viechny dvojice pfirozenych &isel
(m, n), pron&zm < 'n, m + n = k. M&me libovolny regularni M-systém typu [m, n]
(m=nm+n=k),

(2) M(al, Ay, ...y Ay bl’ bz, eeny bu)
takovy, Ze

1\%

4 Za; 2 ...2 08, by =2b,=...25b,.

1. a, < b, = m = 2. Existuje pravé n specialnich obsazeni m-tého fadku matice
feSeni M-systému (2). Pro kazdé / (1 </ < n) odpovidd obsazeni x,, ; = J}.a,
(J=1,2,...,n) na zaklad8 pomocného tvrzeni pravé tolik vrchold, kolik jich ma
regularni M-systém typu [m — 1, n]

M(al, ey Q15 bl’ caey bl-‘l’ bl — Gy b1+1, ceny b") )
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tj. alespoii 7™~ 2 vrchold na zakladg indukéniho pfedpokladu. Riznym obsazenim
odpovidaji rizné vrcholy. M-systém (2) m4 tedy v ptipad& 1 alespotin . n" "% = n™ !
vrchold.

2. a, > b,. Je-lli m = 1, zfejm& plati T(m,n) = 1 = n"" 1. Je-li m 2= 2, budeme
Tozezn4vat dva pfipady: a)n = m, b)n 2 m + 1.

a) Transponujeme-li systém, tj. vym&nime-li tlohy a; a b, s dostavame pripad 1

b)nzm+ 1=n—12m = 2. Existuje prav& m speciélnich zplisobl obsazeni
n-tého sloupce matice feSeni M-systému (2). Pro kazdé j (1 < j < m) ma regularni
M-systém M(ay, ..., a;1, @; — by, @41, ..., Q3 by, ..., byy) typu [m, n — 1] alespoti
Tmn—1)=(n— 1)"' ! vrcholﬁ na zikladé indukéniho pfedpokladu. Podle po-
mocného tvrzeni a na zéklad€ toho, Ze riznym obsazenim odpovidaji riizné vrcholy,
mi M-systém (2) v ptipadé 2 b) alespoit m . (n — 1)™~* vrchold, tj. vice nez n™*
vrchold

(ngm+l>m=’<ms—l)=(m——1).(m-—2)...(m-—s)<(n_1)s

s!

pro

s=1,2..,m— 1,(’”(; l) =(n-1°=1
mo = =T (= 1) (= )7 >'"=i:<’” X 1>(n e o,

Shrnutim vysledkii z 1 a 2 dostavame po pfiblédnuti k pfikladu uvedenému za formu-
laci véty 1, Ze pro kaZdou dvojici pFirozenych Cisel (m n),proniZm <n,m+n=
=k + 1, plati T(m,n) = n""%.

Véta 2. Bud M(ay, ..., @p; by, ..., b,) degenerovany M-systém typu [m, n]. Potom
Jkonvexni polyedr tvoreny mnoZinou vsech reSeni tohoto M-systému md alespori
(max (m, n))!
{max (m, n) — min (m, n) + 1)!
Priklad. Budte m, n pfirozena &isla, pro néZ 2 < m < n. PoloZme
3B ag=n-m+1, =1 (i=2...m; bj=1 (j=1,...,n).

M-=systém M(ay, ..., Gy; by, ..., b,) je degenerovany. Pfisluiny konvexni polyedr mé

vrcholii .

pravé E;z—-r—’:_-l——l_)' vrchol. Degenerovanost systému definovaného rovnostmi (3)
_Jje ziejma. Podet vr<;holﬁ dokazujeme obdobnym zpisobem jako u prvého pfikladu.
Vzhledemk (3) existuje v tomto p¥ipads pravé€n(n — 1)...(n — m + 2) = 61—-:1—’;—&
moZnosti rozloZeni nul a jedni®ek v druhém aZ m-tém fadku matice feSeni. Konvexni
‘polyedr pfislu$ny k M-systému deﬁt'lovanému rovnostmi (3) ma tedy pravé (—n—r:l—zl—{—-_l—)_'

vrchold.
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!
Pozniamka. Pro m,n pfirozend, n = m, plati NS n(n—1)...
(n—m+ 1)

i =m+2) <™t

Dikaz véty 2. Oznaéme V(m n) minimélni podet vrchold degenerovanych M-
systémi typu [m, n], kde m < n. Na zéklad& pravé uvedeného pii kladu ukazeme Ze
dokonce plati V(m, n) = __n'_ Bez tijmy na obecnosti se mﬁzeme omezn na

(n—m+1)
zkoumani t&ch degenerovanych M-systémi, pro néz je pocet radkﬁ (m) nejvyse roven
po&tu sloupci (n) a plati a; 2 a, = ... Z a,, by = b, = ... 2 b,. Dokazujeme
indukci podle m + n = k.

Kazdy M-systém typu [1 n] je z¥ejm& regularni. Necht k = 4. Mé&me libovolny
degenerovany M-systém typu [m,n], kde m < n, m+ n=4=m =n = 2. Kon-
vexni polyedr p¥islusny k M-systému typu [2, 2] ma vzdy dva vrcholy, tak¥e V(2, 2) =

2!
Q-2+
Necht pro jisté k = 4 plati, Z¢ V(m,n) = n!/(n — m + 1)! pro kazdou dvojici
{m,n), proniz n 2 m = 2, m + n < k. M&me libovolny degenerovany M-systém
(3), M(ay, ay, ..., @p; by, by, ..., b,) typu [m, n], kden = m,n + m = k + 1, takovy,
iea; 2 a, = ... 2 a,; by = b, = ... 2 b,. Vzhledem k degenerovanosti M-systému
(3) musi platit m 2 2.

1. a, £ b,. Existuje pravé n speciélnich zplisobli obsazeni m-tého fadku matice
feSeni M-systému (3). Riznym obsazenim odpovidaji riizné vrcholy. Pro i (1 < i <
< n), pro n& a,, < b, odpovidé obsazeni x,, ; = é}.a, (j = 1,2, ..., n) pravé tolik
vrchold, kolik jich md M-systém typu [m — 1,n] M(ay, ..., @p—y; by, ..., biy,
b; — @ms bis1, .. by), tj. podle induk&niho pfedpokladu resp. podle véty 1 a pozndmky

! .
alespori " rcholt. Jeli a, = b;, odpovida témuZ obsazeni pravé tolik
(n—m+2)
vrchold, kolik jich ma M-systém M(ay, @y, «-s @ney; b1y Boy oevs Bimgy Biys oees By)
typu[m — 1, n — 1], tj. podle induk&niho pfedpokladu resp. podle véty 1 apoznamky
— 1)
alespoii (—-(ﬁ—_ﬂﬁ vrcholl. JelikoZpron =2 m =z 2platin 2n — m 4+ 2 = 2 ¢ili
n—m+

n f 1z y 1z [ wr P .
= 1, odpovidéa v kaZzdém z obou moZnych pfipadd uvedenému obsazeni

n—m-+2
— 1)
alespoit Z——(n———L)— vrchold. Celkem ma tedy M-systém (3) v piipad® 1 alespoii
n—m+1
Y !
n. (n — 1)t = s vrchold.
m—m+1) (m—m+1)
2. a, > b,.
a) Je-li m = n, transponujeme systém a dostdvame p¥ipad 1.
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b) Je-lin = m + 1, je n — 1 = m. Existuje pravé m specidlnich zpiisobli obsazeni
n-tého sloupce matice. feSeni M—systemu (3) Riznym obsazenim odpovidaji rizné
vrcholy. Pro kazdé j (1 < j £ m) odpovidé obsazeni x;, = 6.5, (i = 1,2,...,m)
prave tohk vrcholdi, kolik jich ma M-systém M(ay, @z, «.., @j—1, @; = by @jsq; - ey Gy
byy....b,— 1) typu [m n — 1], tj. na zékladg 1ndukcn1ho predpokladu resp. vetyl

-1
n—1—m+ 1)

(n - 1) n!

a poznamky alespon Vrcholu. M-systém (3) ma tedy v pii pade 2

alespoii m, vrchold, tj. vice, neZ ———————, nebot
‘ (n — m)! ' (n—m+ 1)
nzm+1l>m22=>1-m<O0=>n>n-m+1>1=
- n =‘n—~m+1+ m-—1 <lam-1l=m.

n—-—m+1 n-—-m+1 n—-m+1

Shrneme-li vysledky z 1 a 2 a p¥ihlédneme-li k pfikladu uvedenému za formulaci
véty 2, dostavame, Ze pro kaZdou dvojici ptirozenych &sel (m, n), pronizn =z m 2 2,
!
n+m=<k+1, plath(mn) L E—
(n—m+ 1)
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Pes3roMme

3AME‘-IAHI/IE 'K TPAHCIIOPTHOM TTPOBJIEME
| OCBAJIB[ ,LI,EMVT (Osvald Demuth), IIpara

IlycTh m, n — HaTypambHBIe YHcia, m, n = 1. IIycTh 3a0aHbI ABe CHCTEMBI OO~
KHTENBHBIX wmcen a; >0, i=1,2,..., m, b;>0, j=1,2,...,n, Takde, YTO

m n )
Z a=y b;. CucreMy 9UCeN Ay, Azs -+ Qs by, by, ..., b, C yKa3aHHBIME CBOHCTBAME
i=1 ji=1
MBI Oynem HasweBaTe M-cucmemoii muna [m,n] m obo3HauaTh uepes M(ay, a,,
@3 by, by, ..., b,). PeruenneM RaHHOW M-cHCTEMBI MBI Ha3bIBaeM KaXKHYIO
MaTpHny (X; ;) THOa (m, n), 14 KOTOPOi

X;20 mia i=1,2,...,m; j=12,..,n

n m
Sxiy;=a; mg i=1,2...m Y x;=b; ma j=12..,n
« i=1
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Ecnu cuuraTh pelreHne TOUKoi E,, ,, TO MHOXECTBO BCeX pelIeHHH obpasyer orpa-
HUYEHHBIH BBIMYKIBIA MHOTOTPAHHUK pasMepHOCTH (m — 1)(n — 1); ompemenenue
BEpUIMH JaHO B [1]. Bepumasl MEOrorpaHHyKa MHOXECTBA BCEX pelieHuit M-CucTeMBbI
M(ay, ay, -.., Gy by, by, ..., b,) MBI OyOeM [0S KPaTKOCTH Ha3bIBaTh 6EPUUHAMU
3TOH M-CUCTEMBI.

M-cucremy THna [m, n] Mbl Ha30BEM 8bIpOJCOEHHOU M-CHCTEMOMU, €ClIH Cylle-
-CTBYIOT HaTypaybHble uucna /, k; 1 < 1 < m, 1 < k < n, opocTle mOCIEN0BATEIb-
HOCTH UHCEeN Iy, ..., i}} Jipeeerfio AAK KOTOPBIX 1 <i, <m (r=1,2,...,0), 1 <

l k
<j. £n (=12 ..,k), Takue, aTo Y oa, = z bjs. M-cucreMy, He SBIAIOIIYIOCS
r=1 s=1 : '
BBIPOX/ICHHWUH CHCTEMOi, MBI Ha3bIBAEM pezy.LApHOL CUCTEMOIA.

B mpennaraemoit paboTe BHIBONMTCS OLEHKAa YHCNA BEPIUIMH M-CHCTEMB! THIIA
[m, n]. [Toka3plBaeTcs, YTO MHOXECTBO BCEX PEIUCHHH pPeryJisipHON M-CHCTEeMBI
THNa [m, 7] UMeeT He MeHee, 4eM [max (m, n)]™"" ™! pepmmH, ¥ YTO MHOXECTBO
BCEX pCILEHHH BBIPOXKICHHONH M-CHCTEMBI TOrO XK€ THIA HMeEeT HE MeHee, 4YeM

[max (m, n)]!

- pepuigH. Ha mpumepax moOka3aHO, YTO 3Ty HHX-
[max (m, n) — min (m, n) + 1]!

HIOXO OLIEHKY B OOIIEM CITyYae HENb3s YJIYYLIUTh.

Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG ZU DEM TRANSPORTPROBLEM

OsvALD DEMUTH, Praha

Es seien m, n natiirliche Zahlen m, n = 1. Es seien zwei Systeme positiver Zahlen
4;>0(i=1,2,...,m),b;>0(j=1,2,..., n) derart gegeben, dass ) a; = 3 b; gilt.
i=1 i=1
Das System ay, ay, ..., @,; b1, b,, ..., b, mit den angefiithrten Eigenschaften nennen
wir das M-System von Typ [m, n] und bezeichnen es mit M(a,, ay, ..., a,; by, ..., b,,).
Die Losung dieses M-Systems ist jede Matrix (x; ;) vom Typ [m, n] fiir die

x;;20 fir i=1,2,...mj=12,...,n,

M=

]

m
xy=a fir i=12..,m, Yx;=»5; fir j=12..,n
1 i=1

J
gilt. Wenn wir die Losung als Punkt E,, , auffassen, so bildet die Menge aller Lésungen
ein beschriinktes konvexes Polyeder der Dimension (m — 1)(n — 1). Uber die Defi-
nition des Eckpunkte siehe [1]. Die Eckpunkte des Polyeders der Menge aller Losun-
gen der M-Systems M(ay, ..., a,; by, ..., b,) nennen wir Einfachheitshalber Eckpunkte
des M-Systems.
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Das M-System vom Typ [m, n] nennen wir ein degeneriertes M-System, wenn natiir-
liche Zahlen L k; 1 £ k<n, 1 <1< m einer einfachen Zahlenfolge iy, ..., ij;

Jir ooy fir welche 124, Sm (r=1,2,..,0), 1 Sj,<n (s=1,2,...,k) gilt,
1 k

derart existieren, dass Z a;, =Y bj, ist. Ein System das nicht degeneriert ist nennen

r=1 s=1

wir regular. v

In der vorliegenden Arbeit wird die Abschitzung fiir die Anzahl der Eckpunkte des.
M-Systems vom Typ [m, n] abgeleitet. Es wird bewiesen, dass die Menge aller Losun-
gen des regularen M-Systems vom Typ [m, n] mindestens [max (m, n) ™" ! Eck-
punkte hat und die Menge aller Losungen des degenerierten M-Systems vom selben
[max (m, n)]!

Eckpunkte hat.
[max (m, n) — min (m, n) + 1]! P

Typ mindestens

An Hand von Beispielen wird gezeigt, dass die untere Grenze der Abschétzung allge-
mein nicht erh6ht werden kann.
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