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Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 85 (1960), Praha

OPTIMALNTI REGULACE

Haxa SvoBopovA a Jritf VaniCeEx, Praha
(Doslo dne 1. zd¥ 1959)

V élénku se referuje o vysledeich dosazenych v teorii optimélni regu-
lace a poddvé se prehled literatury tohoto oboru.

S rozvojem techniky stéle pfibyva procesi, které jsou Fizeny automaticky,
bez ptimého zésahu &lovéka. *

Prakticky podklad otézek, o kterych se jedns v tomto &ldnku, je asi tento:
Chceme, aby se piistroj béhem své prace udrioval stile v uréitém stavu,
optimélnim pro jeho vykonnost (napt. spravna rychlost piitoku paliva kosmic-
kych raket, dostateéné velky, ale pfitom bezpeény podet rozstépenych atomi
za jednotku éasu v atomovém reaktoru, spravny podet otddek rotoru turbiny
apod.).

Prvni otézka je, jak sestrojit uvazovany piistroj tak, aby se stdle udrzoval
v tomto optimalnim stavu. (Typicky ptiklad zafizeni, které ndm to zprostied-
kuje, je znamy Wattiv reguldtor uZivany b&#né u parnich stroji.)

Ve skuteénosti viak na soustavu stile pasobi fada nahodilych prvki, které ji
vychyluji z optimélni polohy, nap¥. zmény zatiZeni u parni turbiny. Druhy,
neméné dulezity problém je tento: ‘

Predpoklidejme, #e mizeme n¥jakym zpiicobem zasahovat do uvazovaného
déje tak, Ze v urditém rozsahu ménime vstupni parametry (napi. hloubku,
do které jsou spustény kadmiové tyée brzdiei rozpad v atomovém reaktoru).
Otazka je, jak mdme tyto parametry ménit, aby se soustava vratila z libovolné
polohy do optimélni co nejdiive, za optimalni &as, a z kterych poloh je vitbec
mozno vratit soustavu do optimélni polohy.

Matematick4 formulace problé;nu je tato:

Necht 7' je topologicky prostor. Budeme ¥ikat, Ze je dan regulaéni proces,
je-li dén systém » diferencidlnich rovnic

Ty = f(@gy -es Ty W)
nebo vektorové

(1) d&—? = f(x, u) ) kde X = (xp LRRS) xn) € En, xl(t)’ [ERE) xn(t)
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jsou realné funkce dasu ¢, we T, fi(x, %) jsou spojité funkce v E, x T a maji
spojité parcidlni derivace prvniho ¥ddu podle proménnych z; (j =1,...,%)
v B, X T. Regulidtorem naseho procesu budeme nazyvat zobrazeni u(t) inter-
valu (3, t,> do 7.

Budeme ¥ikat, Ze reguldtor u(t) prevadi bod &, v &, jestliZe existuje FeSeni

soustavy (1) s reguldtorem u(t) tak, Ze '
x(to) = 5o, Xx(t) =& .

Reguldtor budeme nazyvat optimélni mezi body §, a §,, jestlize pfevadi
bod &,V &, za das 7 a jestliZe neexistuje reguldtor, ktery by prevadél bod §, v &
za Gas kratsi.

Ukolem je najit optimalni regulétor previdsjici libovolny bod & do podatku
a vyjadiit tento regulitor jako funkei bodu x (vychylky) misto éasu ¢.

Pro obecny piipad nelinedrni soustavy se podafilo sovétskym matematikim
L. S. PoNTRIAGINOVI & R. V. GAMERRELIDZOVI odvodit nutnou podminku pro
optiméalnost regulatoru, tak zvany princip maxima (za pfedpokladu, Ze funkce
u(t) je po Castech spojitd a mé body nespojitosti pouze prvniho druhuy).

V [8] je nejprve FeSen obecné&j§i problém, najit takovy reguldtor, aby
funkecional

o1
o
kde f, je funkce spojitd v B, X T, byl miniméalni. Pro specidlni piipad

2) fo=1 ‘
dostdvdme pak optimalni regulator. Vysledky pro tento dulezity specidlni
piipad lze shrnout v nasledujici vétu:

Necht 2 je libovolnd vektorova funkee; oznaéme skaldrnf soudin (¥, f(x, u)) =
= H(Y,x,u) a suzp H@, x, u) = M(, x).

Yéta 1. Necht u(t) je optimdlni reguldtor vzhledem k (2) soustavy (1) a x(t) jemu
odpovidagjici Feent soustavy (1). Potom existwje takovd nenmulovd vektorovd funkce
P(t) = (pi(t), .- palt)), Ze

H(1(t,), x(tg), ulty)) 2 0,
a funkce Y(t), x(t), u(t) vyhovuji Hamilionovu systémy
dx, _ 3H . d‘lp, . 3H .
*—a—'t----awj (j-—l,...,'n), E‘-—-——a—x" (9—1,...,71/),
pFilemz H(P(t), x(t), u(t)) = M(Y(t), x(t)). Ukazuje se kromé toho, Ze funkce
H(p(t), x(t), u(t) je konstanini, takze Hp(t), x(t), u(t)) = 0. Viz [8].
Mnohem tplngjiich vysledkii lze dosdéhnout pro p¥ipad linedrni soustavy.
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Uvazujme systém n diferencialnich rovnic
(3) x = Ax + ¢, uy(t) + ... + ¢, u,(t) .

O matici A pfedpoklédzime, ze je reguldrni a nezdvisi na t; x,¢; (j = 1,...,7)
jsou n-&lenné sloupcové vektory. .

Pontrjagin a Gamkrelidze pfedpoklédaji, Ze reguldtory u;(t) jsou po Eastech
spojité a maji body nespojitosti pouze prvniho druhu. (Viz [4, 7, 8].)

V na$f nepublikované praci, kters ziskala prvni cenu v celostétni studentské
védecké soutézi za pFirodni védy, je piedpoklidino, Ze reguldtory u,(t) jsou
méFitelné funkee. Za prostor 7' budeme brit kartézsky soudin r jednorozmér-
nych intervald (—1, 1).%)

Pro tento p¥ipad byla dokézdna Gamkrelidzem [6] a nezdvisle na ném nami
ve shora uvedené praci existence optimalniho reguldtoru pro linedrni soustavy.

Véta o existenci optimalni soustavy reguldtoru:

Oznatme @ = |lp;/| fundamentélni matici FeSeni soustavy x = Ax
v 0, +-00), tj. funkéni matici, pro kterou plati & = A®. Déle oznatime in-
versni matici ¢~ = W, ]

Reteni soustavy (3) je urdeno vzorcem .
4) x(t) = D(t) (9o + of w(r)_zlc,-_ujm dr) pro te<0, +00).
J=

Oznatme x(t, uy, ..., u,) FeSeni soustavy (3) prisluiné k systému reguldtort
{Uy, ooy Uy}

Véta 2. Necht existuje systém reguldtorts {v(t), ..., v,(t)} definovangch na
<0, +00) a T' > 0 tak, Ze pro pFislusné FeSent soustavy (3) je x(T', vy, :..; v,) =
= §), kde § + §1¢ B,.

Pak existuje systém reguldtori, {ny, ..., n,} a ¢islo 0 < T < T tak, Ze plati:

1 x(T, %y ...y 1) = &4, . ,
2. pro libovolny systém reguldtord, {u,, ..., %,} @ 0 < ¢t < T je x(t, uy, ..., u,) ==
=+ 5. :

Dikaz. Bud M mnoZina téch ¢ e (0, 4 0), ke kterym existuje systém regu-
latort {u,, ..., u,} tak, Ze x(¢, uy, ..., %,) = §,. M je zdola omezena nulou,
a protoze T e M, je M = 0, tedy existuje inf M = T'.

Je-li T = T, je nutné T ¢ M a véta je dokézana. Bud T < 7", pak existuje
klesajici posloupnost 7" = t, > ¢, > ... tak, Ze ¢, — T a t, e M. Ze vzorce (4)
plyne, Ze piisludné funkce uy, ..., %, je moZno volit tak, Ze uj(f) = 0 pro
te (ty, +00), tedy je

1) L. S. PONTRIAGIN v [8] zobecnil vysledky pro piipad, e T je konvexni mnoho-
stén v E,.
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& = x(t,, ul, ..., uy) = D(t,) (g, + fw‘ 7) zc uj(7) dr) =

= D(tm) (90 + f W(7) Zc ul(7) dr) .

ProtoZe u;" je méfitelnd a omezena, ex1stu3e neuréity Lebesguetiv integral,
a oznadime-li

UPt) = [u(e) e,

(;.lt Um(t) = um(t) skoro viude. Plati -

f;l"(r) c;uj(r)dr = }’lF(r) c; dUT(7),
0 [}

kde vpravo je Lebesgue-Stieltjestiv integral.

Jest
T,

[Uj(Ty) — Uj(my)] éTflu;n(T)i dr < |7, - 7l

tak¥e funkce U7 spliiuji Lipschitzovu podminku s konstantou 1. Tedy funkce
U7 jsou stejné spojité a také stejng omezené. Podle Arzelovy véty lze z {Ur}
vybra.t posloupnost { U} stejnomérné konvergentni: U7 — H . Ze stejnom&rné
konvergence U — H ; plyne, %e také H, spliuje Llpschltzovu podminku s kon-

stantou 1 a tedy existuje skoro véude d H i(7) = n,(7) a je

Protoze je |u]| < 1, jsou variace funkei U"; v'intervalu <0, 7") omezeny kon-
stantou 7" nezavislou na m a uzitim Hellyovy véty [1] dostaneme

hm f (1) c; dU”‘ (z) = f‘F(r) c;dH; = fIF(r) c;ni(r)dr = f!!’(r) c;ni(z)dr

(protoze n; =0 pro t > T).
Tedy i

lim ‘1’(tm)(qo + f ‘1" (*) Z ¢;uf(r) dr) =

= ®2(T)(qo + f ¥(7) 2‘ up(z)dz) =§,,

coZz znamend, %e x(T, 7y, ..., n,) = &, & tedy TeM.
Pro dalsf vySetfovani je nutno zavést na soustavu omezujici predpoklad.
Systém (3) budeme nazyvat reguldrni, jestlize Z4dny z vektori c,, ..., ¢, nelezi
v zadném podprostoru P c E, niz§i dimense nez n, invariantnim vzhledem
k operatoru A.
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Ukazuje se, Ze pro regularni soustavu maji optimalni reguldtory zvlasté
jednoduchy tvar. Maji koneéné mnoho bodid nespojitosti a nabyvaji pouze
hodnot 1 a —1. (ZtotoZiiujeme oviem funkce, které se li§f pouze na mnozing
nulové miry.)

O tivaru Fefeni plati tato véta:

Véta 3. Bud (3) reguldrni soustava a {n;, ..., n,} soustava optimdlnich reguld-
tori, soustavy (3) mezi body §, a §,. Pak existuje Fedent systému @ = — A'w tak,
Ze platt n,(t) = sgn (w() . c;) skoro viude.

Naznadime pouze nejdilezitéjii etapy dikazu. Oznadime A(f) mnoZinu
viech bodu x(t, uy, ..., u,), kde {u,, ..., u,} je systém regulatori; dile oznatime
{M1s .-+, 1} Systém optimélnich reguldtora a 7' optimélni &as. Plati:

a) Mnozina A(T) je konvexni a bod §, = x(T, 7, ..., n,) lezi na jeji hranici,

b) Je-li 4 konvexni mnoZina, potom kazdym bodem jeji hranice lze vést nad-
rovinu R takovou, Ze 4 leZi celd v jednom poloprostoru vytatém nadrovinou R.

Existuje tedy nadrovina R prochdzejici bodem §, takovs, Ze mnozina 4(7T)
leZi celé v jednom poloprostoru vytatém nadrovinou R. Oznaéme a =
= (@, ..., @,) vektor kolmy k R, orientovany tak, Ze pro kazdy systém regu-
latora {uy, ..., u,} je

(%) a.[x(T, uy, ..., %) — x(T, 73, ...,7,)] = 0.

Oznaéme

(6) ' b=a.®(T), of)=>b.W{).

Vektorové funkce w(¢) definovani vztahy (6) spliiuje soustavu @ = — A'w. .

c) Je-li systém (3) reguldrni, jsou vektory c;, Ac;,, ..., A" Ic; linedrn& nez4-
vislé.

Z t&chto tvrzeni jiZ snadno plyne véta o tvaru Fefeni.

Podle (4) a (5) je

(7 alx(T, vy, ..., u,) — xX(T, 7y, ..oy ;)] =
T r
= J." D (7) ¥(7) _ch(“f(f) — (7)) dr =
j=1

o"“i

(1) Teu(r) = mi(®) dr S 0.
p _

ProtoZe funkce w(7) . ¢; maji v intervalu (0, 7> pouze koneény podet nulovych
bodd, plati, Ze sgn w(7) . ¢; je funkce po dastech konstantni s koneénym poétem
bodii nespojitosti. Stadi tedy dokazat toto:

- Je-li {n,...,n,} systém optimélnich reguldtord, je #; = sgn w(7).c,,
j=1,...,r skoro viude v <0, T). ' '
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Oznadme G, mnoZinu téch ¢ € <0, T takovych, Ze sgn @(f) . ¢; = 1l an,t) <
< 1. Necht ,u(G ) > 0. Definujme systém regulstora {&,, ..., 9,} takto:

#;=m, pro i+j a te(0,T),
_ /1 pro te@
T N\7; pro te0,Ty -G .

Dosadime-li do vyrazu (7), dostaneme:
- T . . .
' 'fco(-c) ch(z‘}k(r) — (7)) d7 =foa)(r) ¢;(1 —7n5(z))dr > 0
+

a to je spor s (7). Tedy u(G%) = 0.
Podobné definujeme G’ a dokizeme, e u(@) = 0. Tedy u(@) = 0, kde
@= & (n;=+signo.cy). :

‘e(O T)
Jednoznaénost systému optimalnich regulitori plyne z ndsledujici véty:

Yéta 4. Jsou-li {ny, ..., 1.} a {&, ..., 3,} dva systémy optimdlnich reguldtord,
je p; = 9;, =1, ...,r, skoro vdude v <0, T.

(P¥i uréovani optimalniho reguldtoru vzorcem 7,(t) = sgn w(?) . ¢; tedy ne-:
zéleZi na volb& nadroviny R.) »

Ditkaz. Bud x(T, 0y, - 0) = x(T, B, ..., B,) = &,. Pak také x (T, mtds

. %ﬁ’ = E,. Necht existuje 1 < j < r tak, %e #; + ¢; na n&jaké mno-
Zind @, kter4 nemd nulovou miru. Oznaéme

W= gT ()| £ 1), Mi= { (190 + 1)

potom u(N?%) = u(M?) = 0. Ale pak L ; % =0 na G = (M’ u NY), coz je
{771 -+ 191 ) Ny -+ ﬂr}
3 0T 2

spor, protoZe je systém optimélnich regulatori, a tedy

musi byt z’—-:;——ﬁ’ = 1 skoro viude.

V praxi nenf piili§ dileZité urdit optimélni reguldtory mezi dvéma pevné
zvolenymi body jako funkce &asu ¢, ale je dilezité uréit je v zavislosti na poloze
bodu x tak, aby se bod pohybujici se podle rovnic

x = Ax + ¢; uy(x) + ... + ¢, u.(x)
dostal z libovolné polohy do optimdlni za minimalni 8as. Tomuto tkolu se ¥ik4.
syntéza optimalni soustavy.
Vzhledem k tomu, Ze o optimalni poloze p¥edpoklddame, Ze se v ni p¥i idedl-
nich podminkdch, tj. pfi vyloudeni viech rufivych vlivii a pti neplisobeni regu-
latori, soustava stdle udrzuje, budeme brat za tuto polohu podatek. ...
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Z existenéni véty a z véty o jednoznadnosti plyne, Ze existuje takova mnozina.
G c E,, pro kterou plati:

Je-li x € G, pak existuje pravé jedna optimdln{ trajektorie vedouei z x do po-
datku; jestlize x non e G, neexistuje zadny reguldtor mezi body x a 0. Lze do-
kizat, Ze tato mnoZina je vidy oteviena a konvexni a Ze muZe (ale nemusi)
splynout s celym Z,. Pontrjagin v [8] odvodil, Ze postadujici podminkou pro
G = E, je, aby realné ¢asti vSech vlastnich &isel matice A byly zédporné.

Chceme uréit nejprve mnozinu G téch bodd, z kterych je mozno dospét do
podatku pomoci néjakého reguldtoru (a podle existendni véty také pomoci
optimélniho reguldtoru) a pak na G definovat funkce u,(x), ..., u.(x), p¥i kte-
rych se libovolny bod § € & dostane do poéétku v nejkratsim &ase.

Mo#nost uréit funkei % pouze v z4vislosti na bodu x je dina tim, %e je-li u(t)
optimalni reguldtor mezi body &, a &, a x(t, u) pHslugné i‘eéeni systému (3)
takové, ze &, = x(t,), & = x(t1), t,<ty, a je-li t, < t, < t; < t;, je také u(t)
optimélni reguldtor mezi body §, = x(t,) a §; = x(¢,).

Déle se omezime pouze na jeden regulitor a uvedeme postup konstrukee
funkee u.

Z véty o tvaru optimélniho reguldtoru plyne, Ze viechny optimalni tr@jek-
torie a optimélni reguldtory vychaze]ml pro t = 0.z podatku dostaneme FeSenim
soustavy podminek:

(8) x=Ax + cu(t), u()=sgn(o().c), 0=-—~A0

v intervalu (— w0, 0> pro ruzné poditeéni podminky pro w(t) a poéateom
podminku x(0) = 0 pro vektorovou funkei x(f).

K urdeni % v zavislosti na x vySetfime mnoZinu téch bod#, ve kterych pii-
slusna funkce w(f) méni znaménko. Resime tedy (8) p¥i libovolné poésteént
podmince pro w(t). Je-li pro urditou poéiteéni podminku stile w(t).c == 0,
neménf na p¥isludné trajektorii tato funkce znaménko a tedy je tam %(x) rovno
stale bud 1 nebo —1. Jinak uréime pro kazdou potatetni podminku prvni bod,
v kterém je skalarni soudin w(t) . ¢ = 0. Dostaneme tzv. k¥ivku prvnich zvrati.
Nyni opét fe§ime (8) pro razné podatedni podminky na kiivee prvnich zvrati
a dostaneme tim kfivku druhych zvratd atd.

Pro ilustraci uvadime, jak vypada situace ve tfech jednoduchych, ale charak-
teristickych piipadech. Silné je zakreslena k¥ivka zvratu, slab& hranice oblasti
G a Cerchované nékteré trajektorie (viz obr. 1 aZ 3).

~ Zajimavé mySlenky obsahuji nékteré prace N. N. K_RASOVSKEHO které vysly

v posledni dobé.
V [12] je FeSena tloha o optimaln{ reggl_am pro dvé nelinedrni rovnice, ]e]lChZ

pravé strany zavisi explicitng na Sase. V praci je uvedena bez dikazu existendn{
véta analogicka k vété 2. Dale jsou uvedeny nutné a postadujici podminky pro
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optimélnost a je popsdna metoda priblizného ¥eeni. Je uvedena véta, zarudu-
jici korektnost dlohy v tomto smyslu: Jsou-li

) & fx ) + 140,
4 @) =1
(10) & =, 1) +19°0),

dva regulaéni procesy, pak ke kadému ¢ > 0 a bodu x, existuje é > 0 tak,
Ze je-li
of;  oft
— q® — f» LAk S
9 —a®l <o, if—fO1<0, |2~ — %
a je-li 7'y optimélni das piisludny k tloze (9), existuje také optimalni regulator
tlohy (10) a pro p¥slusny optimalni das 73" plati [Ty — T < e.
V [13] je ukédzéno, %e n&které nutné podminky pro optimélnost jiz ani v jed-
noduchych piipadech nelze zeslabit.
V [11] je feSena stejnd 1loba jako v [12] pro libovolny podet rovnic. Situace

je mnohem sloZit&j§i nez v pfipadé dvou rovnic. Za omezujicich pfedpokladi
pro pravé strany je dokdzana existenéni véta a nékteré postadujici podminky
pro optimélnost regulatoru. ‘
0Odlisnd metoda je zpracovana v [10] a [14]. V [10] se uvaZuje systém expli-
citné zavisly na dase
%—‘ = fl®yy eeey Ty B, Ugy ooy W), T=1,..,m.

<9

Za pripustné reguldtory se povazuji funkee u,(t) po &istech spojité, pro které
plati
GT(ul(T): e U(T)) = N,
kde N je dans konstanta a Gy funkcionél zavisly na u; v <{ty, £, + T%.
Na ptiklad:
1. Gr = max ju(t)], k=1,...,n, Tellpto+T>;
to+T r - 1
2. Gr=(J 2ui(r)do)*;
t, k=1
1,4+ T ’

3. Gr = -jl,- ( f > ul(r) dr) a jiné.?)

k=1

Bud nyni £ > ¢, libovolny pevny &as; 7)(r) funkee, pro kterou je x(t, 7y, .-
.-y ;) = §,. Najdeme pfi pevném &
min Gp(ny(8); -+, 7.(8)) = F(t) .
2) Omezeni 1 vede zfejmé na proplém, ktery jsme jiz vySetfovali. Pfi 2 jde prop = 2
v podstatd o omezeni celkové energie.
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Optimalni &as bude pak'néjmenéi z &sel & =t — t,, pro které F(t) =F(t,+
+ 9) < M. Odpovidajici feSeni variaéniho problému bude optimalni regulator
a optimalni trajektorie.

P#i omezenich typu 2 a 3 neni moZné provést syntézu dlohy, protoZe neni
splnéna podminka, Ze kazd4 8ast optimalni trajektorie je optimalni trajektorii,.
jako tomu je v pripadé 1.

Obecnéji Ize tlohy tohoto typu Fedit predevsim jako tak zvany L-problém.
ve funkciondlnim prostoru s metrikou odpovidajici typu ohraniteni reguldtoru..

V [14] je tento postup uZit na soustavu

d—dt)—( = Ax + by + eWED | | en-DEn-1)
pEi riznych omezenich na reguldtory 7, &0, ..., &1,
Nejdilezitéjsi jsou:
l.ed=0pros=1,....,n— 1, [nt) =1pro 0 <t <Ty;
. -1

7%(t) + z[sw(t IP<1 pro 0 <t T,

a=1
Ukazuje se, %e pti dostatednd obecnych predpokla,dech zavisi optimalnk
regulator Glohy p¥i omezeni 2 spojité na ¢. Hledani tohoto reguldtoru vede na.
FeSenf obydejné diferencilni rovnice. Déle je studovan limitni pfechod et®) — 0,
ktery dovoluje aproximovat nespojity optimalni reguldtor dlohy 1 spojitym
optimalnim reguldtorem ulohy 2. Odtud také dostaneme p¥ibliznou metodu pro-
YeSeni dlohy 1.
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Peswome

OIITUMAJIbHAA PETVJIALUA

I'. CBOBOJOBA (H. Svobodové) m 10. BAHUYEK (J. VaniGek), IIpara

Haercsa 0630p BOIpOCa ONTHMANLHOIO PEryIHPOBAHUA W NOCTHKEHHH CO-
serckrx MareMatukoB JI. C. Ilourpsruna, P. B. Tamrpenunpgse » H. H.
Hpacoscroro m gpyrux B 3108t 063acTH.

Bomnee HOHP06HO paccMaTpuBaeTCA Cﬂyqaﬁ JMVMHEHHOHX CHCTEeME
r
x = Ax + zck- u(?) ,
k=1

THe peryiATOPH NPefuosaraloTcsa M3MePHUMBIME (QYHKIWAMYM OT BPeMEHH, BBl
TONHAIIME yCJIOBHE [uk(t)] =< 1 mourm BCIOAY.

Perynaropsl mIlyTcAa Tak, 4TOGH pelleHMe CHCTEMBI JOCTHIVIO Havajla KOOP-
JUHAT ¢ M060BO IMOJIOMKEHUA B KpaTdalimee BpeMs.

HokazaHa TeopeMa CYIIECTBOBAHHA I OITHMAIBHOBO perynﬂ'ropa,' npm
JOCTAaTOYHO OOIUX YCJIOBMAX NaHa ero goopMa u ommcaH cmHTe3 cmcreMsl s
WIIyCTpanuy HAYepYeHO pemeHwe 3aJavYd B TpPeX XapaKTePHEIX CIydasax
{pume. 1—3).

HManee mpusofsaTcA PE3yNbTaThl M CCHUIKK Ha JIATEPATypy, KacalomIylocs
HeJIWHeHHBIX CHCTeM ¥ [PYIUX OrpaHHYeHUH Kaacca JOIYCTHMEIX PeryisaTopos.

Summary

OPTIMAL REGULATION

H. SvosopovA and J. VANiCEK, Praha

A survey is presented of optimal regulation of systems and the results ob-
tained in this field by the Soviet mathematicians L. S. PonTRIAGIN, R. V.
GaMERRELIDZE, N. N. Krasovskiy and others.
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A detailed treatment is given of the case of the linear system

x = Ax 4+ ick u(t)
k=1

with the regulators w, measurable functions for which |u;| =<1 almost
anywhere.

The problem is then to find regulators such that a solution of (1) is transferred
from an arbitrary initial position to the origin in the shortest time.
A proof is given of the existence theorem for optimal regulation; under suffi-

ciently general assumptions the form of the latter is found and the synthesis of

the system described. The results are illustrated on three characteristic cases in
fig. 1—3.

Finally, results and bibliography are listed concerning non-linear systems
and also other requirements narrowing down the class of admissible regulators.
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