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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 84 (1959), Praha

REFERATY

NEKTERE LOKALNI VETY O APROXIMACI

(Vlastni referit T. FreEvEe, kandiddta matematickych véd Matematické a technické
university v Budapesti, o pfednéds$ce konané dne 27. dubna 1959 na Matematicko-fysikél-
ni fakulté Karlovy university v Praze)

PoloZme si otdzku: Pro které aproximadéni procesy platt véta o lokalisaci, podobnd vété
Riemannové; déle, zda platt néjakd véta o tom, jak silné se ovlivni jakost aproximace v né-
jakém bod€ strukturnimi vlastnostms aproximované funkce daleko od wvatovaného bodu.

V tomto sméru vime o nejlépe aproximujici posloupnosti polynomii nap¥. jen to, Ze
jakost aproximace je charakterisovédna jakosti aproximace na nejhuie aproximovatelném
intervalu. Neni tedy bez zajimavosti najiti takovou posloupnost polynomi, kterd apro-
ximuje uvaZovanou funkei na kaZdém intervalu tak dobfe, jak nejlépe je viitbec moZno
(tedy pomoci strukturnich vlastnosti aproximované funkce, uvaZovanych jen na tomto
intervalu). Musime tedy nejprve odpovédéti na posledni otdzku.

Prévé tyto problémy se objevuji v praci M. BocENERA ,,Localisation of best approxim-
ation® ([1]), ale jen ve velmi tizkém pojeti a jsou jen &édsteéns feSeny. Druhd véta této
préce, s jejiz pomoci M. Bochner chce dokdzat, Ze jeho vysledky nejsou zlepSitelné, je
vSak chybnéd, jak se hned ukédZe trividlnim protipfikladem. (Chyba dikazu spoéivéd ve
Spatném pouZit{ Poisson-Jensenovy nerovnosti.)

Aby uvaZovanéd otdzka mohla byt pFesnéji formulovéna, musime nejprve dokdzati
nédsledujici vyroky:

1°. Existuje prdvé jeden trigonometricky polynom nejvyde n-tého #ddw, ktery mejlépe apro-
zimuje funkci f(z) eCla, bl naa <2 =b,b — a < 2x.

Tento polynom mé viechny tzv. CebySevovy vlastnosti. V daldim budeme znaéit tuto
nejlepdf aproximaci BX(f; a, b). (Dikaz nepouZivé %4dnych novych my$lenek.)

Abychom nyni odhadli tuto velidinu, poznamenejme nejprve, Ze jakost aproximace
funkce ti{dy Cs, je jednoznadné charakterisovéna toliko pomoci druhého modulu spoji-
tosti nejvyssi, jeStd spojité derivace. Nyni ukdZeme, Ze také velidina B (f; a, b) je cha-
rakterisovéna, a to také jednoznalné, jen pomoci druhého modulu spojitosti nejvyssi,
jesté spojité derivace funkce, tedy pomoci

w8 [0, = sup {  sup  [0ay + B) — AWay) + o — O]}
0<d<6 atd<z,<b-B

2°. Muzeme funkei, napf. (@) € Cla, b], tak rozéiFiti ve funkei b(z) e C[— 0, ), %e
plati .
wy(8; g5 — 0, ©) < 5wy(8; f7; a, b) .

Toto rozsifeni je charakterisovdno zrcadlenim okolo koncového bodu. Z toho viak

podle Jacksonovych vét plyne, %e E(f; a, b) je charakterisovatelns pomoci wz(%; FO);
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a, b). Abychom nyni ukézali, Ze tato charakterisace je jednoznaénd, tj. neni zlepSitelnd,
lokalisujeme (a to v mdlo zjemnéném tvaru) Bernsteinovy tzv. obricend véty:
3°. Bud 1l < y < 2 pewvné zvoleno. Oznaéme k nejvétsi pFirozené &islo alespor rovné dvéma,
pro které plati
lim n*~YE®(f; @, b) < o, ale limn*~v*1ED(f;q,b) = o

(pokud takové existuje; jinak bud k = 2). Potom je jedté %2 ¢ Clx, ] a
1 (k—2) 1 S ~1fT)
oo 14795 2.9 S OW) - swp {13 3 B0,
S=

kde o« > a + f—; af<b— % jsou libovolnd.

(Odhady se mohou dostati lokalisaci tzv. prvni Bernsteinovy nerovnosti, jsou ostatné
disledkem pivodniho od Bernsteina pochdzejictho myslenkového postupu.)

Konstruujme nyni aproximaéni proces, ktery lokalisuje nejlepsf aproximaci v ho¥ej$im
smyslu, pomoci myslenky De la Vallée-Poussinovy ([2]). De la Varrér-Poussmy udal totiz
posloupnost trigonometrickych polynomu V,(t), kterd mé ndsledujici vlastnosti:

a) V,(t) je trigonometricky polynom nejvySe (2n — 1)-tého fddu (tj. V,(t) e M) _,),

b) proces, definovany pomoci V,,, jakoZto jadrem, mé tzv. reprodukéni vlastnost, tj.
E14
V@5 f) = [ V(@ — 1) f(f) dt = f(x), pokud feMT,
-7
c) proces mé stejnomérné omezenou Lebesgueovu konstantu (normu)

brd
V)&t <e¢;, (n=12,...).
-7
Poznamenejme, Ze V,, se snadno odvodi pomoci v,, a ¢dsteénych souétti Fourierovy fady
pro f(x) € Ly,.

Abychom nyni zkonstruovali lokdlné nejlépe aproximujici posloupnost polynomi,
potfebujeme najiti takové jadro 4,(t), které mé nejen vlastnosti b) a c), ale jesté také
dalsi, a sice takové, které zajistuji, e ddle vzaté strukturni vlastnosti uvaZzované funkce
ovliviiuji jakost aproximace jen jednim, pokud moZno rychle k nule konvergujicim
faktorem. Tento faktor je charakterisovén tzv. vnéjsi Lebesgueovou konstantou procesu

-3 T
AP = { f +3f}]An(t)] dt .
-
MuZe se snadno ovéfiti, Ze jaddro procesu 4, (), definované vztahem

eq(w; f) = —21; kZo (Z’) Sp+1(@s f)

(e, je tedy Eulertv primeér), déle

1 n-1

0,z f) = = 3 ennles i), 1)
=0

tedy

ap@;f) = [ Apm — ) f(6) A, feLon,
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sphiuje vSechny poZadavky; Ze tedy
a) 4,0) ¢ M‘iﬁ)_2 , .
b) a,(; f) = f(x), pokud fe M, ;

c) f[A,,(t){ a0, (n=1,2...),
d) AP(8) é% C(6) g1, m =1,2,...),

kde C(d) = C, ctgg a ¢(6) = cosg .

{a,(z; f)} je nyni posloupnost trigonometrickych polynomu aproximujici lokdlné nej-
lépe funkei f(z) € Ly, v tom smyslu, Ze jakost aproximace touto posloupnosti.v ndjakém
libovolném bodé z, je pravd tak dobré, jak lze vitbec dosdéhnouti trigonometrickym poly-
nomem v néjakém libovolném okoli z,, toti% v [z, — &; 2, + J) (6 >0 hbovolné) Plati
tedy odhad

' 1
[f(@g) — anl@e; /] = C, - Eﬁf’(f; %y — 0,y + 8] + C4(9) - o cos” g s

kde 6 > 0 je libovolné a

ORI ]f(t)[dt.——gf‘—a.

sin? §
Poznamenejme, ¥e v piipadé f'(z) e Lo, také plati
d ,
dz w5 f) = a,(@; 1),

tak¥e tedy derivovans posloupnost funkei a, poskytuje lokdlné nejlep§i aproximaci
funkece f' € Lg,. :

Poznamenejme jesté ddle, %e vySe-udany proces v piipadé diferencovatelnosti. v roz-
ifeném smyslu jiZ neni nejlepsi, aviak miiZe se definovati nekonedné fada takovych pro-
cesil, a to misto tvorenim aritmetickych stiedd podle (1), pomoei stiedt vidy vyssiho
rddu, které vSecky poskytuji lokédlné nejlepsi aproximaci a dédvaji v pfipadé diferencova-
telnosti v rozsifeném smyslu vidy lepsi vysledky. )

T. Frey odvodil potom také jeden interpolaéni proces, poskytujici lokélne neglepsf
aproximaci. Ukédzal, Ze Lagrangeova a Hermite-Fejérova interpolace mezi norméin{
posloupnosti uzlovych bodu spliiuji také vétu o lokalisaci podobnou v&té Riemannovs,
déle Ze tato vlastnost nespoéivd v normalité posloupnosti uzlovych bodd, ale v tom, Ze
uzlové body a ptislusné konjugované body le#{ uvnitt interpoladniho intervalu oddsleny
od sebe néjakou, na n nezévisici vzdédlenosti.
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