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Casopis pro p&stovani matematiky, roc. 84 (1959), Praha

REFERATY

SOUVISLOST SPEKTER DVOU KRAJ OVYCH ULOH

(Vlastni referdt o pfednédSce L. JaNoSE konané v matematické obei prazské
dne 16. 3. 1959)

P¥i vySetfovéni spektra vlastnich Sisel x; krajové tlohy
«z”(2) + y(@) u(r) = 0, y(0) =y(1)=0, } )
xy’(®) + 2(x) p(x) = 0, 2(0) ==2(1) =0,

kde u(x) a p(x) jsou dané nezdporné spojité funkce na <0, 1), se naskyté otdzka, v jakém
vztahu je spektrum vlastnich &isel «; ke spektru vlastnich &isel B; resp. y; krajovych
dloh

Be’(z) + o@) u@) =0, @(0) =g() =0 @)

vy’ (@) + p(@) p) =0, 3(0) =9(1)=0. 3)

Obsahem predndsky bylo odvozeni jistych nerovnosti mezi maximélnimi vlastnimi
&isly uloh (1) (2) a (3).

Integraci rovnic (1) resp. (2) resp. (3) s ohledem na pkislu$né okrajové podminky se

pfevedou krajové tlohy (1) resp. (2) resp. (3) na jim ekvivalentni integrdlni rovnice:

resp.

[K(w, 0 y(e) dmit) = x2(z)

0

\ (1a)
[ Kz, ) 2() AP() = oy(2)

resp.

1
‘{ K(z, t) p(t) dm(t) = Po(z) (2a)
resp.

1 -
of K(z, t) p(t) dP) = yyp(x) , (3a)

kde jédro K(z, t) je definovéno vztahy
_[x(l—%) pro 0=zx=t=s1,
K@ 1) = {t(l——cc) pro 0=<t<z<1
a kde funkce m(z) a P(z) jsou primitivnimi funkcemi k funkeim u(z) a p(z); tedy

m'(x) = p(x); P'(r) = p=) .

Chépeme-li vSak integrace na levych strangch (1la), (2a) a (3a) ve smyslu Stieltjesova
integrédlu, naskytd se moZnost duleZitého zobecnéni tim, Ze za funkce m(x) a P(x) p¥i-
pustime libovolnou funkei nerostouci na <0, 1>. MnoZinu vSech takovych funkei ozna-
éime &. Tim se ka?dé vlastni &islo o stdvé funkciondlem na & x &, a muZeme psét:
o (m, P), m, P e ©.

Podobné vlastni ¢isla # a y jsou funkciondly na & a je f;(m), y; = B;(P).
V dal$im se piedndSejici zabyval jen maximélnimi vlastnimi é&isly rovnic (la) resp.
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(2a) resp. (3a), tedy &isly «;, £, ¥, které jiz psal bez indexu. Z rovnic (la), (2a) a (3a)
okamZité plynou funkeciondlni vztahy

x(m, m) = p(m) . (4)
o‘(m’ P) = O‘(P’ m) H) (5)
m,Pe®.

Jako prvni pomocny vysledek byl odvozen extremélni princip:
11
({ 6[ K(z, t) y(z) 2(2) dm(z) dP(?)
a(m, P) = sup ,° (6)
v,zeC 1 1 .
V [y2dm [22 dP
0 0

kde C je prostor spojitych funkef na <0, 1). Na zdkladé tohoto principu byly odvozeny
nerovnosti:

o =< By, (7
1
oftp’w’ dz
o Zpy v+—-g—— (8)

[ 9 da [y de
0 0

kde funkee ¢(x) resp. y(x) jsou FeSenim loh (2) resp. (3).

Nerovnosti (7) a (8) vyplyvaji z extremélniho principu (6) a jemu analogickych principi
pro &isla B a y p¥i uZiti rovnie (1), (2), (3) a p¥islusnych krajovych podminek. Bylo proto
pfi odvozovéni téchto nerovnosti nutno pfedpoklddat, Ze funkce m(z), P(x) ¢ © maji
spojité derivace u(x) = m’(z), p(x) = P’(x) a leZi tedy v jisté podmnoziné & c & vsech -
funkei neklesajicich na <0, 1,> majicich spojitou derivaci.

Pro piipad, Ze je tedy m, P ¢ &, plati nerovnost:

o*(m, P) = B(m) B(P) (9)
a jde nyni o to, rozsifit platnost této nerovnosti na celé &.

Za tim t8elem byla zavedena do & takové topologie, aby byly splnény poZzadavky

1. & je hustd v &.

2. Funkciondl x(m, P) je spojity na & x &.

Bylo ukdzédno, Ze ob&ma témto podminkdm vyhovuje na piiklad topologie zavedena
pomoci slabé konvergence definované:

lim m; = m tedhy a jen tehdy, kdyZ pro libovolné ¢ e C plati:

1 1
lm [f@dm; = [@gdm.
0 0
Z toho pak jednoduse plyne obecné platnost obou nerovnosti.
PouZitim vztahu (4) lze vysledek prepsat ve tvaru
a?(m, P) = o(m, m) a(P, P),
1
Jov e

1
ftp’2 dxfzp'z dzz:

a®(m, P) 2 a(m, m) a(P, P) —

Pomérné snadno lze jeSté odvodit analogickou nerovnost pro ,,stopy‘‘ integralnich
rovnic (la), (2a), (3a). Eliminaci z(z) ze soustavy (la) dostane se totiZ rovnice

1
of I'(z, 1) y(2) dm(t) = o® y(=),
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kde jédro I'(z, ¢) je déno vztahem
1

Iz, t) = fK(Z', s)

0 K(t3 '5') dP(s) .

Pro 2 a;? tedy plati
=1

© 11
i=21 v ofg‘K z, t) dm(z) dP(z)
a pro
@ 0
Elﬂz' resp. 1_2 ¥: Plati zfejmy
0 1
1=2 OfK(x %) dm(z) = fx(l — 2) dm(z)
resp.

© 1 1
Elw = ({K(w, z) dP(x) = (.’fx(l — 2) dP(z) .

Z vlastnosti funkce K(z, t) 1ze snadno dokézat, Ze
Kz, t) S @t(l —a)(1 —2), 2,1¢<0,1>,
z ¢ehoZ pro libovolné m, P ¢ © plyne nerovnost

20‘12<Eﬁ12y2'

i=1 1=1 Z=1

Hlavnim Vysledkem tedy j ]sou dvé analogické nerovnosti pro prvni vlastni ¢isla a pro
stopy uloh (1), (2), (3):

a? = By s _2 o’ é.z B: E Vi
i=1 i=1 i=1
Ludvik Janoé, Praha

DVOJNE LOXODROMY

(Referat o predndfce prof. dr. Warrera WUNDERLICHA, d&kana piirodovédecké fa-
kulty Vysoké gkoly technické ve Vidni, konané v matematické obeci prazské
dne 23. bfezna 1959.)

Loxodromou na rotadni ploSe se nazyvé kfivka, protinajici vSechny poledniky pod
konstantnim dhlem. Tento pojem je moZno zobecniti: Loxodroma je kiivka, protinajici
roviny nékterého svazku pod konstantnim uhlem; dvojnéd loxodroma je pak loxodro-
mou vzhledem ke dvéma svazkdm rovin. Diferencidlni rovnice dvojnych loxondrom jsou
velmi sloZité a jejich obecné feSeni neni zndmo. PrednéSejici nalezl dstedné vysledky ve
dvou smérech:

1. Existujiei kruZnice, je% jsou dvojnymi loxodromami. KruZnice je pravé tehdy
loxodromou svazku, jestlize jeji Laguerrovy body (body na ose kru¥nice ve vzdédlenosti
77 od st¥edu) leZi v isotropickych rovindch svazku. Kombinaci pfedchoziho vysledku
pro dva svazky rovin s mimobéZnymi osami dostdvéme celkem existenci osmi dvojnych
loxodrom, jeZ jsou kruZnicemi.

Uva#uji-li se misto svazkt rovin svazky ploch kulovych a ponechd se uvedend definice
loxodromy, existuje ke dvéma svazkim kulovych ploch 32 dvojnych loxodrom, jeZ jsou
kruZnicemi.

2. V prfipadé protinajicich se os obou svazkd rovin se diferencidlni rovnice dvojnych
loxodrom zna¢né zjednodus$i a je moZno FeSit je kvadraturami, i kdyZ ne explicitné.
Predndsejici se koneéné zabyval nékterymi vlastnostmi dvojnych loxodrom ve specidl-
nich p¥ipadech. Alois Svec, Praha
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